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PROLOGO

Las presentes notas de MECÁNICA NEWTONIANA no son
un «tratado» sobre el tema, ni un libro de texto en el sentido en
que éste comúnmente se entiende. Son simplemente el capricho
del Autor de poder entregar a sus alumnos sus propios
y su particular manera de interpretar la obra de ISAAC NEWTO
acerca del problema del Movimiento de los Cuerpos.

El manual que presento a consideración de los entendidos y
de mis Alumnos tiene una historia singular: fue origina mente
concebido como parte de unas notas sobre Fiswa Teórica
estudiantes del posgrado del Departamento de Física e a ni
versidad Nacional. Especialización en Ciencias Físicas, progra
ma orientado a profesionales en áreas diferentes de ®
(Licenciados en Educación a nivel medio, Ingenieros, lo •
Químicos, etc.). En su redacción original, publicado corno notas
manuscritas para los estudiantes del programa, inc uyo
pitulos adicionales a los aquí presentados, uno so ,
blema del Movimiento Limitado y otro sobre la ormu
Hamilton, tema previsto para ser cubierto en un total de 80 h -
ras aproximadamente, asumiendo que los
un conocimiento previo de Mecánica al nivel de o qu ,
ce como Física General. El curso asi previsto,
con un módulo de 40 horas, sobre losfundamentos de
ca Cuántica, se ha venido ofreciendo a los estudiantes del men
cionado programa de especialización en Bogotá, Tunja y
Manizales desde 1984.

Sin embargo, desde hace un par de años, en el pénsurn co
rriente para estudiantes de la carrera de Física se incluyo un
curso específico sobre Mecánica Newtoniana, por lo que se con
sideró de interés, tras un semestre durante el cual los estudian
tes pueden ver un panorama general de la Física, la Mecánica
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incluida, experimentar la orientación del curso anteriormente
señalado, restringido a la Mecánica Newtoniana, con los estu
diantes de los primeros semestres interesados en la disciplina
de la Física. Se ha partido de la base de que la Mecánica no
solamente es una teoría de aplicabilidad práctica innegable, sino
principalmente, de que su estructura teórica, eminentemente
deductiva, lógicamente consistente y matemáticamente cerrada,
es una herramienta de primera mano en la formación de estu
diantes que requieren, por el interés que muestran en estas ma
terias, una rigurosa formación en el método científico y en los
procedimientos teóricos fundamentados en la lógica racional.

Toda la temática se trata en seis capítulos que, en concepto
del Autor, encierran todo lo concerniente a la Mecánica de las
Partículas Materiales, tal como ésta fue establecida por
NEWTON, aun cuando con ciertas variantes en cuanto al «orde
namiento» de los temas específicos a tratar. No se pretende se
guir «al pie de la letra» la Formulación Newtoniana, sino
principalmente, los procedimientos y la estructura conceptual
de NEWTON, pero con una visión crítica y actualizada de acuer
do con la perspectiva que de la obra original nos permite tener
hoy día la existencia de nuevos fenómenos y formulaciones más
acordes con éstos de las leyes del movimiento. Se trata no sola
mente de ver la importancia de la Mecánica en la solución de
problemas, sino la consistencia de sus deducciones y la impor
tancia de sus limitaciones, que han sido estímulo para la formu
lación de nuevas teorías. Tras un capítulo sobre Conceptos
Generales, que trata de establecer las «Reglas de Juego», algo
así como el ambiente general de trabajo, se entra a elaborar la
herramienta de comunicación apropiada, la Cinemática, la cual
se introduce como una estructura matemática fundamentada en
el tratamiento de las mediciones experimentales, que permite
describir, con la precisión que se desee, el movimiento de las
partículas materiales. La Dinámica de una Partícula es, como
en la obra de NEWTON, la parte central del trabajo. Tras una
disct^ion de los «Axiomas» propuestos por NEWTON, se pasa al
estudio del movimiento de una partícula material a partir de los
dos primeros y del que se ha introducido como cuarto postulado,
la superposición de fuerzas, el cual para NEWTON, erradamente
según nuestro parecer, es un corolario de los tres primeros (que se
conocen como sus tres «Leyes del Movimiento»).

El capítulo cuarto, dedicado a la Dinámica de un Sistema de
Partículas, se basa en el conocido postulado de la Acción y Re-

Prologo XIII

acción, eslabón mediante el cual es posible extender los con
ceptos y leyes del movimiento encontradas para una partícula,
a lo que se denomina un Sistema de Partículas, y en donde el
concepto de Interacción juega papel de singular importancia.
Por su parte, los dos capítulos siguientes tratan sobre Sistemas
de Muchas Partículas que, de acuerdo con las leyes de movi
miento encontradas en el capítulo precedente, pueden tener so
lución exacta. Se trata del caso más elemental de un sistema de
muchas partículas, el del Sistema de dos Cuerpos (Cap. V), y el
del Cuerpo Rígido (Cap. VI), el cual, aun cuando constituido por
un número indeterminado de partículas, puede tener solución
exacta en cuanto solamente tiene seis grados de libertad. El
énfasis que se da a este problema se debe a la importancia que
tiene su tratamiento con base, no en la imagen de «Partículas»,
sino en el concepto de «Grados de Libertad». En opinión del
Autor, este cambio de «imagen» al momento de resolver las
ecuaciones del sistema permite mostrar al estudiante la posibi
lidad de desarrollar nuevos métodos de trabajo para sistemas
de partículas, que hagan énfasis en el concepto de Grados de
Libertad, situación con la cual habrá de encontrarse en los se
mestres inmediatamente siguientes de su carrera.

Tratando de adelantarme a la opinión de algunos críticos,
que seguramente considerarán que esta obra es^ incompleta, y
que por consiguiente, en «aras de completez» (término frecuen
temente usado por los evaluadores de oficio) convendría agre
gar algún capítulo sobre tal o cual tema, ampliar ®aque
tratamiento dado a un determinado problema, o probablemente
que el número de ejercicios no es suficiente, etc., me veo obliga
do a aceptar que ¡tienen razón!. Esta obra no es completa, y no
ha sido pretensión del autor que lo sea. Ha sido concebida con
base en un tema que debe ser cubierto en un curso de un semes
tre (120 horas) para grupos de estudiantes con un determinado
perfil académico: y dentro de estas limitantes, el objetivo ha sido
dar una idea lógica, completa y al alcance de aquellos, de los
temas de que trata la Mecánica Newtoniana. Los Métodos
Variacionales, las Oscilaciones, las Ondas, la Mecánica de Flui
dos, la Estadística, la Relatividad o la Mecánica de Partículas
Submicroscópicas, son capítulos que, en "aras de completez",
tal vez valdría la pena incluir en una eventual Enciclopedia de
la Mecánica, pero que probablemente poco serviría como guia
para el estudio de la Mecánica de las Partículas Materiales desde
la Perspectiva Newtoniana para estudiantes de segundo semes
tre de universidad.
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NOTA ACERCA DE LA PRESENTE VERSION

Respecto de la versión original, la presente introduce algunos
cambios en la redacción de algunos de los Teoremas, principalmen
te en los propuestos en los capítulos sobre Cinemática y Dinámica
de una Partícula, así como también algunas definiciones comple
mentarias que, en el sentir crítico de algunos colegas que conocie
ron la anterior versión, eran necesarias para poder comprender me
jor las demostraciones que en la misma obra se realizan.

Igualmente, algunas pequeñas alteraciones se han introducido
en el tratamiento de los temas contenidos en el capítulo referente al
Cuerpo Rígido, pero manteniendo inalterada la metodología y di
seño original de la primera versión.

Finalmente, algunas aclaraciones sobre cálculo vectorial se han
extraído del capítulo referente a la Dinámica de una Partícula
ser incluidas en forma de apéndice general. Adicionalmente, se an
incluido dos nuevos apéndices con datos de interés general, en parti
cular uno para quienes se interesen por el problema general de dos
cuerpos y su aplicación a problemas sencillos de Mecánica Celeste.

Quiero dejar expreso mi agradecimiento a los Jurados que, de
signados por la Rectoría de la Universidad Nacional, tuvieron
su responsabilidad revisar el trabajo originalmente presentado. Muy
particularmente expreso mi personal reconocimiento a quien no
solamente hizo del mismo un estudio critico y severo de su contó-
nido, sino que comedidamente sugirió varias y muy atinadas modi i-
caciones. Si bien es cierto que no todas las sugerencias que el refe
rido Jurado tuvo a bien hacer me fue posible tener en cuehta, lo
cierto es que la mayoría de las modificaciones que la presente ver
sión contiene respecto de la original fueron sugerencia suya.

CARLOS LÓPEZ TASCÓN
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Capítulo I

CONCEPTOS GENERALESI^'

1.1. INTRODUCCIÓN

Se ha dicho que la MECÁNICA es la ciencia que estudia el
MOVIMIENTO DE LOS CUERPOS. Ello significa, entonces, que
debe entenderse con conceptos de ESPACIO, TIEMPO y MATE
RIA, términos que exigen la deñnición más precisa posible. No
es, entonces, capricho que cualquier tratado de esta ciencia co
mience, por lo general, con una revisión de tales conceptos, aunque
solo sea para recordar la original interpretación de Newton en sus
famosos PRINCIPIA, o para revisarlos y recontextualizarlos, con
tinuando así con una interminable e interesante polémica que lleva
ya más de tres siglos. Sin embargo, sus orígenes bien podríamos
situarlos en la época de los antiguos griegos, otros cuantos siglos
antes de nuestra era.

Mucho se ha escrito sobre tales conceptos, y en particular para
quienes pretendan seguir el curso de MECÁNICA NEWTONIANA
que estas notas suponen, es de esperar que ya previamente habran
tenido oportunidad de leer y discutir al respecto al estudiar las defi
niciones implícitas en la CINEMÁTICA GALILEANA. Por consi
guiente, salvo las referencias necesarias, las presentes notas no
entrarán en una discusión a fondo de este tipo de problemas, lo
cual, sin embargo, no intenta desconocer su importancia. Nos pro
ponemos, de momento, solamente justificar en forma breve, las
definiciones sobre las cuales basaremos nuestro discurso sobre el
MOVIMIENTO DE LOS CUERPOS; éste pretende, en la medida

El contenidode estecapitulocorresponde al articulopublicadopor el autor: «Definicio
nes básicas quepreceden al estudio de la Cinemáticas, Momento, 5,27 (1961).
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de lo posible, seguir los lineamientos trazados por
inmortal obra antes citada.

1.2. TIEMPO Y ESPACIO

Newton en su

Que Newton en su obra no dé una "definición" explícita de los
conceptos de TIEMPO y ESPACIO, no quiere decir que la
precisión de los mismos no sea de máximo interés en su obra. Por
el contrario, tras introducir los conceptos de Cantidad de Mate
ria, Cantidad de Movimiento, Inercia y Fuerzas, en su primer ES
COLIO precisa lo que en su concepto significan Tiempo y Espacio,
explicando "...el sentido en que deberán entenderse en lo sucesi-

La necesidad de una definición de Tiempo y Espacio como
parte integrante del conjunto de elementos necesarios y previos
al establecimiento de la teoría del movimiento, se puede apreciar en
los trabajos de J. C. MAXWELU^i y de H. HERTZl'" . Siguiendo a
este último podemos introducir las siguientes definiciones:

DEF.(l-l): EL TIEMPO en la Mecánica, es el mismo de nues
tra intuición interna. Es una cantidad tal que la variación de
otras cantidades Jisicas puede considerarse como dependiente
de aquella. En sí mismo es siempre una variable independiente
que varia uniformemente.

De la variación imiforme e independiente del tiempo concluimos
su carácter absoluto, entendiendo por ello que no es afectado por los
fenómenos físicos. Adicionalmente podemos también establecer su
carácter homogéneo, lo que se expresa de la siguiente manera:

Las Leyes Físicas son invariantes bajo traslaciones en el Tiem
po. En este sentido, las leyes que se establecen como válidas
en un instante dado, t, arbitrario, son válidas también en (-t)

En otras palabras, la ley de la caída de los cuerpos o del movi
miento de proyectiles no está asociada al instante en que dichas

Isaac NEWTON: «Principios Matemáticos de¡aFilosofía Natural», Editora Nacional,
Madrid, 1982, pp 228/235.

James Clerk MAXWELL: «Matter andMotion». DOVERPub.N. Y., Trad.de 1987, pp
9/12.

HeinrichHERTZ:«ThePrincipies ofMechanics», DOVER Pub. N. V., pp 15/17 (sin
fecha de edición).

Conceptos generales

leyes fueron establecidas; en consecuencia, los resultados de los
experimentos de Newton o Galileo, serían los mismos que obten
dríamos actualmente, si dichos experimentos los realizáramos en
las mismas condiciones.

DEF.(l-2): EL ESPACIO en la Mecánica es el espacio defi
nido por la Geometría de Euclides, con las propiedades de
Homogeneidad e Isotropía que esta geometría le asigna.

Ni la Naturaleza de los fenómenos físicos ni los cuerpos pre
sentes en el espacio pueden afectar su carácter absoluto. En este
sentido, la Homogeneidad del Espacio puede expresarse en la si
guiente forma:

Las Leyes Físicas son Invariantes bajo traslaciones
Espacio.

en el

En forma análoga, cualquier orientación en dicho espacio es
completamente equivalente, existiendo siempre la libertad de
escoger alguna como orientación de referencia. Esta escogencia
arbitraria no cambia las Leyes Físicas. En este orden de ideas, la
Isotropía del Espacio la establecemos diciendo:

Las Leyes Físicas son Invariantes bajo rotaciones en el Espacio.

De las anteriores consideraciones surge la necesidad de fijar en
el ESPACIO y en el TIEMPO un punto y un instante de referencia, lo
cual puede hacerse con la libertad que se quiera. Introducimos, en
tonces, el concepto de Sistema de Referencia:

DEF.(l-3): Se entiende por SISTEMA INERCIAL DE REFE
RENCIA un Cuerpo o Conjunto de Cuerpos respecto de los
cuales se mide el movimiento de los demás. En dicho Sistema,
el origen del Tiempo es completamente arbitrario y todo cuer
po aislado permanece en reposo o posee un movimiento natu
ral indefinido en línea recta.

DEF.(I-4): Se entiende por MOVIMIENTO de una Partícula
la variación de su posición al desplazarse en el Tiempo res
pecto del Sistema de Referencia

DEF.(l-5): La TRAYECTORIA, de una partícula es el lugar
geométrico de las posiciones que ocupa en el Espacio al des
plazarse en el Tiempo.
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1.3, PARTICULA E INERCIA

Las anteriores deñniciones nos suministran los elementos me
diante los cuales es posible describir el Movimiento de una Partí
cula; sin embargo, aparte de su nombre (partícula), nada hemos dicho
sobre el sujeto del movimiento, sobre su naturaleza. Es lo que se
pretende mediante las siguientes definiciones:

DEF.(l-6): Se entiende por PARTÍCULA MATERIAL un aglo
merado de Materia de dimensión nula. En un instante dado
del tiempo, una Partícula Material está representada en el
espacio por un Punto Geométrico y en si misma es invaria
ble e indestructible.

DEF.(1-7): La INERCIA de una Partícula Material es la pro
piedad que ésta tiene gracias a la cual mantiene indefinida
mente su Estado Natural de Movimiento.

DEF.(1-8): La MASA de una Partícula Material es una Medi
da Cuantitativa de su Inercia. En consecuencia, como se de
duce de la DEF.(l-6), este valor permanece constante y en
cuanto tal, la diferencia de las demás Partículas Materiales.

1.4. OBSERVACIONES Y DISCUSIÓN

Como ya se estableció, el conjunto de definiciones no implica ne
cesariamente ima única interpretación de los conceptos de espacio,
tiempo, ptóícula. etc. La historia del pensamiento científico revela la
no unanimidad existente entre los trabajadores de la ciencia en cuanto
al concepto que tenían sobre este tipo de entes y sus propiedades.

No se pretende en lo que sigue agotar la discusión sobre el tema;
conviene si, a manera de ilustración y pecando de simplistas, repa
sar las concepciones de Espacio en Aristóteles, Newton y Einstein,
en particular en cuanto se refieren a la naturaleza de los fenómenos
físicos que en él se suceden.

Para ARISTÓTELES el Espacio es finito, con origen en el centro
de la tierra, punto que adicionalmente corresponde al Lugar Natural
de los cuerpos pesados, en la misma forma que la periferia lo es para
los cuerpos livianos, tales como el fuego. Este Espacio es
Anisotrópico en cuanto que en él existen direcciones privilegiadas,
para el Movimiento Natural de los cuerpos: hacia el Centro para los
Cuerpos Pesados y hacia la Periferia para los livianos. Esta circuns-
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tancia implica, adicionalmente, que el Movimiento de los Cuerpos,
en cuanto estado Natural, no es perenne sino un estado transitorio'^'

Según NEWTON, "...el espacio absoluto, en su propia natu
raleza, sin relación a nada externo, permanece siempre semejan
te a sí mismo e inmóvil... ". En este Espacio, el movimiento de los
cuerpos es un Estado Natural indefinido (Postulado de la Inercia),
equivalente para cualquier dirección (Isotropía). También en con
traposición a Aristóteles el Espacio, según Newton, no puede ac
tuar sobre los cuerpos; por consiguiente, salvo la existencia de
acciones extemas, aquellos permanecerán indefinidamente en su es
tado natural de movimiento; como se verá posteriormente, se re
fiere al Postulado de la Inercia de Galileo: en concreto al reposo o
al movimiento rectilíneo uniforme respecto de un sistema de refe
rencia en reposo en el Espacio Absoluto.

En el marco de la Teoría Especial de la Relatividad, formulada
por EINSTEIN en 1905, Espacio y Tiempo toman un carácter emi
nentemente relativo, consecuencia del postulado central de la teo
ría, cual es el carácter Absoluto de la Velocidad de la Luz en el
vacío. La Invariancia de las leyes Físicas en sistemas de referencia
que se mueven uno respecto de otro con velocidad rectilínea y uni
forme (Teoría Especial de la Relatividad) no es ahora consecuencia
de las propiedades de homogeneidad e isotropía del espacio y del
tiempo, como lo es en la formulación newtoniana, sino que se intro
duce como un "Postulado" adicional. Una interesante discusión so
bre el carácter relativo de los conceptos de espacio y tiempo puede
leerse en las obras de M. BORN'®', del propio EINSTEIN'^' y mu
chos otros estudiosos que han dedicado no pocas horas de su labor
científica al estudio de este tipo de problemas'®'. Un brillante y
entretenido estudio sobre este tipo de problemas lo constituye la
obra de Stephen Hawking, "La Historia del Tiempo '.

ARISTOTELES: «Del Cielo», libro III, cap. 1/2; en«Obras», Edit. Aguilar, Madrid,
1967, pp 755/760.

Max BORN:«Einstein'sTheotyofRelativity», DOVERPub.N. Y.,1965.

AlbcrtEINSTEINet al.:«La Tonade la Rlatividad», AlianzaEditorialS.A., Madrid, 1981.

JoséGRANES S.:«Los conceptos deEspacioy Tiempo en la Física Clásicay el la
RelatividadEspecial», Rev. Col.Fís.14,115(1980). «DosConcepciones sobre el Espa
cioy el Tiempo: Newtony Berkeley», Naturaleza, 2,36 (1983).

StephenHAWKING: «Historia del Tiempo -DelBigBanga losagujeros negros», Edit.
Crítica - Grijalbo S. A., Santafé de Bogotá, 6a De., 1992, CAP. U.
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El concepto de MASA, como los conceptos de Espacio y Tiem
po, ha tenido también su propia evolución. Para NEWTON, la MASA
es la medida de la Cantidad de Materia y, en cuanto tal, para una
partícula, debe conservarse. Sobre el particular, vale la pena resaltar
que la deñnición de Newton es tautológica, en cuanto que, tal como
textualmente lo dice en su "Definición Primera", "... es la medida
de la misma (de la materia), surgida de su densidad y magnitud
conjuntamente"^^^^. La "Densidad", sin embargo, es la masa (¡can
tidad de materia!) por unidad de volumen, luego se está definiendo
la "Masa" en términos de si misma, lo cual es a todas luces redun
dante y no es lógicamente aceptable.

Contrariamente a la concepción "sustancialista" implícita en la
mecánica newtoniana, hacia la segunda mitad del siglo XIX (1850 a
1880) aparece una concepción Geométrica de la masa según la cual,
ésta es consecuencia de un esquema de medición operacional. En
este esquema Positivista (EULER, MACH, HERTZ), la Dinámica,
mediante ima apropiada axiomatización, puede ser reducida a la ci
nemática. En palabras de MACH:

"Cuerpos de igual masa son aquellos que, actuando el uno
sobre el otro, causan en cada uno de ellos aceleraciones igua
les y opuestas.... En nuestro concepto de masa no hay 'canti
dad de materia; todo lo que contiene es el establecimiento
exacto, la designación y la denominación de un hecho"^^^^

Para MAXWELL, el concepto de mayor importancia no es propia
mente el de la Masa sino el de FUERZA, más exactamente el de
INTERACCIÓN entre Partículas. No introduce una definición de
MASA,^pero introduce, como posteriormente lo hizo MACH, el crite
rio de "Comparación" e igualdad entre la masa de dos partículas, as¡
como también los criterios para su estimación numérica, pero siem
pre asociados al concepto, para él fundamental, de FUERZA''^'

En nuestro caso, y tal como ha sido introducido en la DEF. (1-9),
hemos adoptado la concepción sustancialista de Newton, aun cuando
no como la medida de la Cantidad de Materia, sino como la medida
de una propiedad más fundamental, inherente a la materia misma, la
Inercia, la Fuerza Insita" de que habla Newton en su obra.

Isaac Newton: op. cit., p 223.
Emst MACH: «.The Science ofMechanics; a critica! and histórica! account ofits
devohpment» ,The Open CourtPub. Co., La Salle, III, 6th. De., 1960, pp 266I2&7.
James Clerk MAXWELL: op. cit., pp 32/35.

Capitulo II

CINEMÁTICA

La CINEMÁTICA desarrolla los elementos cuantitativos me
diante los cuales es posible describir el movimiento de las partícu
las enel espacio en función del tiempo, sin entrar a discutir las causas
que lo generan o lo alteran.

Adicionalmente, partiendo de la hipótesis de que el estudio del
movimiento de los cuerpos materiales (Sistemas de Partículas) pue e
hacerse a partir de una descripción del movimiento de sus partes (se
supone compuesto por partículas), se entiende que es la Cinemática
del Punto Material la que deber estar perfectamente establecida en la
mecánica.

2.1. UNIDADES Y PATRONES DE MEDIDA DE ESPACIO
Y TIEMPO

Determinar valores cuantitativos se asocia necesariamente a la
realización de EXPERIMENTOS, más exactamente, al proceso de
MEDIR. Por su propia naturaleza, la CINEMATICA debe entonas
entenderse con el problema de medición de Longitudes y Tiempos, e
acuerdo con lo establecido en la DEF.(l-3) respecto del origen arbi
trario de este último, lo que se requiere es realizar mediciones de In
tervalos de Tiempo entre Eventos o situaciones físicas definidas. En
otras palabras, se mide Duración.

El proceso de Medir implica la preexistencia de un PATRÓN
DE MEDICIÓN y de una UNIDAD DE MEDIDA, estando siem
pre el experimentador en libertad absoluta de escogencia en ambos
casos. Sin embargo, y aceptando que los que se obtengan requieren
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ser comvinicables, tanto el Patrón de Medición como la Unidad de
Medida deben ser universalmente aceptados. En la actualidad
puede decirse que la Comunidad Cientíñca ha logrado un aceptable
consenso en cuanto al establecimiento de patrones únicos de medi
ción, no asi en cuanto a la aceptación de Unidades de Medida; la
Yarda, la Milla, el Pie, etc., son unidades de medición de longitud
extensamente aceptadas y distintas al de mayor aceptación, el Me-

•tro, y en general el Sistema Métrico Decimal, sistema que, en el
caso que nos atañe, emplearemos en lo sucesivo.

DEF.(2-1): EL PATRÓN DE LONGITUD es la longitud de onda
de la radiación emitida por el Kriptón 86 f^Kr) entre los ni
veles atómicos 2Pto y 5Ds.

DEF.(2-2): EL METRO es la Unidad de medida de Longitud,
y corresponde a 1 '650.763,73 veces la longitud del Patrón
previamente establecido.

DEF.(2-3): EL PATRÓN DE TIEMPO (de Duración) es el pe
riodo de la radiación correspondiente a la transición reso
nante entre los niveles hiperfinos del estado fundamental del
átomo de cesio 133 (133Cs)

DEF.(2-4): EL SEGUNDO es la Unidad de Medida de Tiem
po, y corresponde a la Duración de 9.192'631.770 veces el
periodo de la radiación del Patrón establecido.

Conviene resaltar que, aunhoy en día, sigue siendo válida la apre
ciación de NEWTON respecto del proceso de medición del tiempo,
que siempre se realiza mediante el movimiento de algún cuerpo. Dice
textualmente:

El tiempo absoluto, verdadero y matemático, en si y por su pro
pia naturaleza, sin relación a nada externo, fluye uniformemen
te, y se dice con otro nombre duración. El tiempo relativo,
aparente y vulgar es alguna medida sensible y exterior (precisa
o desigual) de la duración mediante el movimiento, usada por el
vulgo en lugar del verdadero tiempo; hora, día, mes y año son
medidas semejantes " (el resaltado no es original; '

«ABCderPf^sik»,Brockhaus Verlag, Leipzig, 1972, Vol.I pp 847/848;Vol.II, pp 1382/
1383 y 1752.

Isaac NEWTON: op. cit., ESCOLIO I,p228.

¿1
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El Día Solar Medio del año 1900, que hasta hace algunos años
fue el patrón de tiempo comúnmente acordado, corresponde aproxi
madamente a 86.400 segundos de los contemplados en la DEF.(2-
4). También el período de oscilación del átomo de Nitrógeno entre
dos posiciones simétricas en la molécula de Amoniaco (NHj) fue,
en su oportunidad, aceptado como patrón de tiempo. En general,
cualquier patrón de tiempo de los hasta ahora utilizados, ha
involucrado necesariamente el movimiento de algún cuerpo. Queda
al estudiante averiguar, en el caso del patrón de duración introduci
do en la DEF.(2-3), ¿cuál es el cuerpo en movimiento?

La escogencia aparentemente sofisticada de los anteriores Pa
trones de Medición está íntimamente ligada a las propiedades que
de ellos se exige para que logren la aceptación universal de la que
anteriormente se habló. Un Patrón debe ser Invariable en el tiempo;
esto es, debe permanecer siempre en su estado original. Adicional-
mente debe ser Reproducible, en el sentido de que, al ser transfor
mado en Instrumentos de Medida, se debe garantizar que siempre
se podrá contar con uno de tales instrumentos en cualquier parte,^ y
en la seguridad de que es, en cuanto al resultado de una medición
que con cualquiera de ellos se haga, idéntico al original. Son e^as
propiedades las que finalmente han llevado a la comunidad científica
a proponer y a aceptar Patrones de medida a partir de características
atómicas de la materia

2.2. MEDICIÓN

Puede decirse que Medir es comparar una magnitud física con
el patrón correspondiente. Existen, sin embargo, propiedades físi
cas que no requieren la existencia de un Patrón y su valor puede
obtenerse por mediciones indirectas de otras magnitudes fundamen
tales mediante instrumentos adecuadamente calibrados. En cualquier
caso, puede decirse que en todo proceso de medición existe una
Interacción entre el Sistema Medido (observado) y el Instru
mento de Medición (el cual incluye al Observador). Esta
interacción, dependiendo del instrumento empleado, dará una ma
yor o menor Confiabilidad al resultado obtenido, y generará durante
el proceso una mayor o menor alteración del sistema observado. Es
claro que si la alteración del sistema es despreciable, una manera
apropiada de mejorar la Confiabilidad del resultado experimental es
mediante la repetición del proceso de medición en condiciones si
milares; las reglas de la Estadística nos permiten no solamente dar
un resultado final cuantitativo del proceso, sino adicionalmente
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obtener vina medida de la Confíabilidad del mismo a partir de la
dispersión de los resultados individuales. En este caso se dice que
los procesos de medición, comúnmente conocidos como
EXPERIMENTOS, tienen Independencia Estadística, entendiendo
por ello que las distintas mediciones son completamente indepen
dientes entre sí; condiciones tales como, por ejemplo, el orden en
que fueron realizadas, no afectan el resultado promedio final como
tampoco el resultado obtenido en uno de los experimentos afecta
al siguiente ni es afectado por el anterior.

Cuando se realizan mediciones en física, EXPERIMENTOS,
no siempre es posible eliminar completamente la alteración del sis
tema observado, lo cual presenta complicaciones en diversas situa
ciones experimentales. Así por ejemplo, cuando es preciso realizar
lo que podríamos llamar Mediciones en Cadena o Sucesivas de una
imsma magnitud física, si el requisito de Independencia Estadís
tica no se cumple por razón de la alteración que se genera en el
sistema medido, será necesario cuantificar esta alteración, pues ella
se manifiesta en una dependencia implícita entre una medición y las
subsiguientes. Si esta alteración no es cuantificable, el resultado de
la medición pierde cada vez más confíabilidad.

Un caso corriente de lo anteriormente expuesto se presenta
cuando es preciso realizar mediciones simultáneas de dos cantida
des y la determinación de una de ellas requiere realizar mediciones

otra. Es el caso, por ejemplo, de medir simultáneamente la
posición y la velocidad de una partícula; si al realizar la medición de
la posición alteramos grandemente el sistema, ¿qué podemos decir
acerca de la confíabilidad de la medición que simultáneamente es
tamos realizando de velocidad, la cual, como lo estudiaremos pos
teriormente, requiere de dos mediciones de posición? La
profundización en el análisis sobre este tipo de situaciones experi
mentales llevó al establecimiento de nuevas leyes de la naturaleza
que rigen la dinámica de las partículas pequeñas; sobre el particular
textualmente escribe HEISENBERG:

"...la interacción entre el observador y el objeto causa gran
des e incontrolables cambios en el sistema observado, debido
a los cambios discontinuos de los procesos atómicos. La
consecuencia inmediata de tal circunstancia es que en el caso
general todo experimento que se realice para determinar una
cantidad numérica hace que el conocimiento de otras sea ilu
sorio, por cuanto la perturbación incontrolable del sistema
observado altera los valores de cantidades previamente de

A
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terminadas. Si esta perturbación se analiza en sus detalles
cuantitativos, se encuentra que en muchos casos es imposible
obtener una determinación exacta simultánea de valores de

dos variables, pero que existe un limite inferior a la precisión
con la cual pueden ser determinadas... este límite inferior pue
de postularse como una ley de la naturaleza (en la forma de
las llamadas relaciones de incertidumbre)... " (los resaltados

(31.
son nuestros)

No es nuestro interés el estudio de las partículas materiales de
que habla Heisenberg, Partículas Microscópicas, sino el estudio de la
Mecánica de Cuerpos Microscópicos. En este caso partimos siempre
de un supuesto implícito referente a la medición de cualesquiera mag
nitudes físicas: suponemos que, en principio, siempre será posible eli
minar la interacción entre el objeto y el observador (esto es, siempre
podremos reducirla a valores despreciables). Para ello partimos de la
base de que, o bien dicha perturbación no existe, o.siempre es posible
la realización de experimentos, de control que permitan cuantificar
dicha perturbación y excluirla del resultado del experimento. Por con
siguiente, y ciertamente con validez restringida a los fenómenos ex
plicados por la Mecánica de Cuerpos Microscópicos, es posible
establecer el siguiente Postulado:

POSTULADO GENERAL DE LA CINEMÁTICA: El Resultado
de cualquier medición física puede ser siempre tan exacto como
se quiera; la interacción entre el instrumento de medida y el
sistema observado puede siempre sér eliminada del valor expe
rimental final.

Será este postulado el que, de ahora en adelante, nos per
mitirá eliminar de la discusión problemas referentes al valor grande o
pequeño de las magnitudes medidas, o al problema de la determinación
simultánea de varias de ellas. Este postulado determina todo proceso de
medición experimental en lo que se conoce como Física Clásica, ex
perimentos que cumplen siempre uno de dos objetivos esenciales: o bien
nos conducen al establecimiento de Leyes de la Naturaleza (leyes em
píricas), o bien nos permiten comprobar o negar las asunciones que
nuestro razonamiento (lógico y matemático) nos lleva a hacer sobre el
comportamiento de la naturaleza en situaciones por sí mismas no evi
dentes; digamos que a comprobar la capacidad predictiva de nuestra teoría.

' W. HEISENBERG: Zeitschrift für Physik,43. 172(1927). Citado por el mismo autor en
«Thephysicalprincipies of thequantum theory». DOVER Pub., N. Y., 1949, pg 3
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2.3 CINEMATICA UNIDIMENSIONAL'"'

Como su nombre lo indica, la Cinemática Unidimensional des
cribe el movimiento de partículas materiales cuya trayectoria es una
recta, a lo largo de la cual se realizan todas las mediciones de posi
ción ('Espacio') necesarias.

De acuerdo con lo ya establecido, la Línea Recta a lo largo de
la cual se realiza el movimiento la asociamos a una dirección arbi
traria en el espacio euclidiano, sobre la cual fijamos arbitrariamen
te un origen, que bien puede corresponder a la posición de la partícula
en el instante í=íl, o en general en un instante conocido t=to {por su
carácter homogéneo, el origen del tiempo es irrelevante en la de
terminación de las leyes de la naturaleza). La Posición de la partí
cula en un instante cualquiera t la representaremos por x(t).

2.3.1. Velocidad y trayectoria: primero y segundo problema
de la cinemática

DEF,(2-S): la velocidad MEDIA de una partícula material
en un intervalo de tiempo At = define como el
cambio de la posición de la partícula medido por unidad de tiem
po. Six(t2) y x(tf representan las posiciones de la partícula en t^
y tj respectivamente, se tendrá entonces:

^12 =
X{t2)-X{t^)

Í2-/,
(2-1)

La definición anterior no impone limitación alguna al intervalo de
tiempo Ai; vale decir, éste puede ser tan grande o pequeño como se
quiera, por consiguiente, la determinación de la «Velocidad Media»
necesariamente estará asociada al tamaño del intervalo de tiempo y

Parte deladiscusión que sigue sehalla publicada enelartículo del autor.- «Unarevisión
sobrelosJUndamentosgenerales, primeroysegundo problemas dela cinemática», MO
MENTO, 6,61 (1992).
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X(t)

7
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^/^23

h. '3 '4

Figura 2-1
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a los instantes en los cuales se

mide. Asi por ejemplo, en la
FIG.(2-1) se representa una tra
yectoria x(t) en diferentes in
tervalos, que pueden tener el
mismo valor Ai; pero, en cuanto
medidos entre instantes diferen

tes, conducen por lo general a
valores diferentes para la Velo
cidad Media, numéricamente re
presentada por los respectivos
valores de la tangente de los án
gulos ex,2- ^2i' y ^34 ios res
pectivos intervalos t^-t^ y
t^-tj . No es difícil percatarse
de que, en el caso general.

ai2^a23, ^a34

Vl3^ V23^ V34

Ahora bien: de conformidad con lo visto, no hay limitación alguna
para la precisión con la cual puede medirse el intervalo de tiempo
At, como tampoco los valores de x(t). Como se aprecia en la FIG.(2-
2), Es posible asociar a cada ins
tante de tiempo un valor de
velocidad definido, v(t), el cual
corresponderá a la tangente del
ángulo a,, formado por la tan
gente a la curva que representa
la posición de la partícula, x(t),
en el instante de tiempo, t. En
consecuencia, definimos:

DEF.(2-6): La VELOCI
DAD INSTANTÁNEA de
una partícula material en
un instante dado t está
dada por la relación,

x(t

i(í)

Figura 2-2
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/ V I.v{t) = lim = = tana.
t-t

(2-2)

bajo la condición t'-t ^ 0.

Antes de continuar conviene recordar algunos conceptos mate
máticos que nos serán de utilidad en lo sucesivo, conceptos que
trataremos de introducir sin el rigor extremo que los matemáticos
quisietan y, en cualquier caso, sin alejamos de nuestras considera
ciones físicas.

Considérese el conjunto de valores (t,, t^, tj, .... t^}. t<t^^, aso
ciados a instantes de tiempo en los cuales se realizan un conjunto de
mediciones de la posición de una partícula, {x(t¡), x(t^. x(t^).... x(tj}.
(o, en el caso general, de mediciones de cualquier propiedad de dicha
partícula). Decimos que t,) representa el tamaño total del
intervalo de tiempo (dominio) "en el cual se halla definida la posi
ción; el conjunto {t,, ty .... tJ\o denominamos Discreto y Orde
nado en cuanto que es posible establecer una correspondencia uno
a uno entre los elementos del conjunto y los números naturales,
tales que si k <• j => t^< tj. Los valores At = (t^, - representan
subintervalos disyuntos que físicamente asociamos a medidas de
Duración.

Recordemos sin embargo que en la concepción newtoniana el
tiempo es Continuo y varía uniformemente. En otras palabras, cual
quier intervalo de tiempo será tal que entre dos cualesquiera valores
pertenecientes a dicho intervalo, sean ellos t y t', t<t\ siempre
existirá por lo menos uno que pertenece al mismo intervalo, t", tal
que t<t"<t. Se dice entonces que en el caso general cualquier inter
valo de tiempo, no asociado necesariamente a instantes en los cua
les se han realizado mediciones Discretas de propiedades de la
partícula, es Denso y Ordenado.

Desde este punto de vista, sin asociar a experimentos o medi
ciones, es preciso pensar siempre que las propiedades que asigna
mos a nuestra partícula, tal el caso de su posición, son Funciones
Continuas^ y univaluadas del tiempo. Por su parte, las mediciones
de duración pueden ser tan pequeñas y precisas como se quiera, lo
cual realmente lo interpretaremos como la posibilidad de llegar a
las leyes generales de movimiento, leyes en ese Espacio y Tiempo
continuos, a partir de mediciones discretas de las propiedades (po-
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demos llamarlas Observables) de nuestra partícula (o Sistema de
Partículas). Una selección de un conjunto discreto, ordenado y enu
merable de valores de tiempo pertenecientes a un determinado in
tervalo denso lo denominamos una Partición de dicho intervalo.

Hechas las anteriores aclaraciones matemáticas, podemos en
trar a resolver lo que denominaremos un primer problema de la
cinemática, relacionado con la posibilidad de asociar mediciones
del movimiento (velocidad de una partícula material) a diferentes
valores de tiempo asociados originalmente con mediciones de la
posición de dicha partícula.

LEMA(2-1): Primer Problema de la Cinemática: Si se conoce
la posición de una Partícula Material, x(t'). para cualquier
valor dado de tiempo t^[t¡ tJ. entonces es siempre posible, a
partir de los valores conocidos de la posición, asignar un único
valor de velocidad. v(t). a cualquier valor t contenido en el
conjunto t e^[t¡ tJ. o bien te (tj tJ, siendo [t¡ tJ. un conjunto
de valores de tiempo discreto o denso.

DEMOSTRACIÓN: La demostración, dado un conjunto discreto
[t, tJ. parte de la definición de velocidad media, EC.(2-1); dada una
partición con n valores diferentes de t, es posible definir hasta (n-1)
intervalos Aí^. = t, - t, que no se superponen, en los cuales es posible,
de acuerdo con la DEF.(2-5), calcular la correspondiente velocidad
media; haría falta solamente definir un criterio para asignar el valor
calculado, v^. bien al valor del tiempo en el inicio del intervalo, í,., o ai
instante final, t. . Si el criterio es el primero, es posible calcular
hasta (n-1) valores posibles de velocidad para los posibles valores
de t^[t, tJ. Similarmente, si el criterio es la asignación del valor de
la velocidad media al valor final de tiempo en el subintervalo dado,
se obtendrían hasta (n-I) valores de velocidad para los posibles va
lores de t&(t, tJ. Alternativamente, por cuanto el tiempo real es
continuo, siempre es posible definir una partición [t'^.t J, isomorfa
con la representada por [t¡ .t„): sea, a manera de ejemplo:
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E1 valor de

asignarse al instante tj' en el conjunto
po, o a cualquier otro valor de tiempo t" tal que t. <

la velocidad media en el intervalo Atj - t) puede
stante t' en el coniunto isomorfo de valores de tiem-

De otra parte, siendo la posición de la partícula necesariamente
una función univaluada en el tiempo (dado un instante t existe un
único valor posible x(t)) y entendiendo también que para cualquier

tJ. x(t') es finito, la DEF.(2-6) nos permite calcular, para in
tervalos densos, el valor:

v(í) = lim
xin-xit) dxit)

t'-t dt
(2-3)

Este valor siempre existe en razón de la continuidad de la fun
ción x(t) y es calculable por cuanto el intervalo (t'-t), (¡medición de
duración!), no .importa que tan pequeño sea, mientras no sea nulo,
puede siempre ser medido tan exactamente como se quiera, como
también lo son los valores x(t) y x(t'). Esto es, que la velocidad de la
partícula Puede calcularse mediante la Derivada de la Función
que representa su Posición en función del tiempo. x(t) está com
pletamente definida en todo í' y f en el intervalo denso [t^ ,t^J.^

La demostración anterior, en lo que se refiere a conjuntos den
sos, puede dejar la impresión de que para poder calcular la velocidad
es necesario conocer la forma analítica de la función x(t). Realmente
ello no es así; la utilización de la Derivada constituye solamente una
herramienta para calcular la velocidad; la física del problema est con
tenida en la EC.(2-1). La EC.(2-2) puede ciertamente aceptarse como
una definición de velocidad en t, pero será siempre un valor medio en
el subintervalo (t'.t), pues lo importante es la duración que éste
representa, (t'-t), que es lo realmente medible, no importa que tan
pequeño sea.

EJERCICIO (2-1); La tabla adjunta reúne las mediciones de Espacio y Tiem
po realizadas sobreuna partículamaterial. Se pide calcular los valores correspondien
tes de la velocidad en el intervalo (0,10) segundos.

f[s] 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x(t) [m] 0 0.7 1,0 1.5 3,0 6,0 4.0 3.5 3,2 3.0 1,7
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SOLUCIÓN: En este caso particular tomamos los intervalos de tiempo iguales,
Ar=1s. A partir de la Definición en la EC.(2-2), puede calcularse la tabla de velocidad
correspondiente. Sin embargo, conviene hacer notar que, de acuerdo con la demostra
ción del LEMA (2-1), tenemos hasta tres posibilidades iniciales para constmir la tabla
de tiempo correspondiente a los valores de velocidad, bien sea que se escojan los
intervalos (0,9) [s] o (1,10) [s], o en cada caso se escoja para la asignación de la
velocidad el valor medio de tiempo indicado en los extremos de cada valor del interva
lo, At. Es lo que se representa en la tabla de velocidad adjunta como escalas de tiempo
í, , r, y íj .

íi Is] 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

tils] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

bis] 0.5 1,5 2,5 3.5 4,5 5,5 6,5 7,5 8,5 9,5

V[m/s] 0,7 0,3 0,5 1,5 3,0 -2.0 -0,5 -0,3 -0.2 -1,3

6

i:
S 3O ^
8 2
»• 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

TIEMPO (s)

(a)

Figura 2-3

n 1—7 •• r

123456789 10

TIEMPO (6)

(b)

La FIGURA (2-3) (a) muestra la posición de la partícula en función del tiempo,
x(t), de acuerdo con los datos en la tabla correspondiente. En la FIGURA (2-3) (b) se
muestran las gráficas de velocidad en cada una de las tres aproximaciones anterior
mente descritas. Obsérvese que para este caso particular, la aproximación correspon
diente a la serie de tiempo aparece como la más aceptable (¿por qué?). No es difícil
tampoco colegir el hecho de que las diferencias se hacen notorias, en parte por el
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pequeño número de subintervalos en el intervalo total; vale decir, por lo «grueso» de
la partición. Tales diferencias desaparecen paulatinamente a medida que la partición
se hace más ñna; consecuentemente puede suponerse que no existen en el limite
continuo, en otras palabras, cuando alcanzamos un intervalo denso de valores de
tiempo.

EJERCICIO (2-2): La trayectoria de una partícula puede describirse por la
ecuación,

(O < í < /y)

SOLUCIÓN: Porcuantola trayectoria está representada por una función con
tinua y derivable en todo el intervalo (0,t), es posible calcular la velocidad de la
partícula a partir de la derivada. Fácilmente se obtiene:

& 0.4

r' 1' • I I I '"'7 '

IjO 2.0 3J0 iO 9J)

TIEMPO/T

(a)

-f/r

0<t<t,

1.0 •

OJ '
sw
í<

Oü

H
O 0,4 .

>
02

1.0 2.0 3D 4.0 5.0

TIEMPO/T

(b)

Figura 2-4
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EJERCICIO (2-3): La Trayectoria de una partícula material está defínida por
los valores de posición dados en la tabla adjunta, (a) Construir la correspondiente
gráfica de posición en función del tiempo, (b) Calcular los correspondientes valores
de la velocidad y hacer la correspondiente gráfica en función del tiempo interpolando
linealmente los valores correspondientes.

t[s] 0 1 2 3 4 5 6 7 8

x(t)[m] 0 2 4 10 25 30 40 60 85

t[s] 9 10 11 12 14 16 17 17,5 18

x(t) [m] 100 110 110 110 110 110 108 100 85

f[s] 18,5 19 19,5 20 20,5 21 22 23 24

x(t) [m] 70 63 60 67 75 80 90 96 98

íls] 25 27 30 32 35 40 45 50

x(t) [m] 100 100 100 105 110 115 125 130

EJERCICIO (2-4): La trayectoria de una Partícula material está definida
por la función:

x{t) = a + bt + ct^ + dt^

-d d <t <cl d

(a) Estudie gráficamente la posición de la partícula para diferentes valores de las
constantes a y 6. (b) Construya en cada caso la gráfica de la velocidad en función
del tiempo, {a, b.cyd son constantes positivas).

El LEMA (2-1) nos permite conocer la velocidad de la partícula
a partir de la información que tenemos de su trayectoria; vale la pena
notar que en los diferentes subintervalos de tiempo, al igual que las
mediciones de posición disponibles, solamente nos es posible co
nocer dicha velocidad en forma aproximada al inicio, al final o un
instante intermedio de los correspondientes subintervalos; lo que
pasa en los restantes valores de tiempo intermedios (que de hecho
existen independientemente del experimento que hacemos por cuan
to el tiempo «fluye uniformemente») no es posible saberlo. Lo que
sí podemos asegurar es que, siendo idealmente la posición de la par
tícula una función continua y monótona, para cualquiera de los
subintervalos existe por lo menos un valor intermedio, llamémoslo
por ejemplo tal que la velocidad media en el subintervalo
coincide con el valor real de la velocidad instantánea en dicho ins
tante; es decir.
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Esta aseveración es consecuencia directa de un teorema general
sobre las funciones continuas, conocido como el Teorema de! Va
lor MedicS^^, que se supone es conocido por el estudiante.

Ahora bien; la pregunta que sigue es acerca de la posibilidad de
'determinar la posición de la partícula en cualquier instante de tiem
po en un determinado intervalo, cuando en cualquier instante en di
cho intervalo conocemos la velocidad de la partícula. La posibilidad
real de hacerlo nos lo dice el siguiente lema.

LEMA(2-2); Segundo Problema de la Cinemática: Si para
todo instante t'^[tj ,tj, [t, ,t,J un conjunto discreto o denso
de valores de tiempo, se conoce la velocidad de una partícula
material, v(tj, entonces es siempre posible conocer la posi
ción de la partícula, x(t), para cualquier instante dado t^[t^
>ij. si adicionalmente se conoce una medida de la posición,

para un valor arbitrario, tg&[t¡ ,tJ.

DEMOSTRACIÓN: Pode
mos hacer uso de la FIG.(2-5),
la cual representa, para el caso
de un intervalo denso y arbitra
rio, la velocidad de una determi
nada partícula. El valor v(t) se
supone, de acuerdo con la hipó
tesis sentada en el enunciado del
Lema, conocido, como conoci
do es también elvalor t Apartir
de este valor hasta t, instante en
el cual queremos conocer la po
sición de la partícula, hacemos
una partición del subintervalo [t
'Ín/ ^ A, .tj. (N<n) en incre
mentos Stj - tj- t La magnitud
de estos incrementos (que de he-

V(f)

Ví« --A

/
#

1

í' ^/C-
i i
/' 1/i 1

1 / ' '
V i 1 1

V(t.)

fi
|i
ffi
f 1

i ♦
/ 1

/ j
y \

w

t 1 1

1 I •
t 1 1

t • 1

1 < 1
1 1 I

1 1 >
1 1 t

1 1 1

ii t'
ti to ík íí+1 tn

de estos incrementos (que de he- Figura 2-5
cho corresponden a medidas de duración), en el caso de un intervalo
discreto, estará determinada por los instantes en los cuales se rea-

Ver porejemplo: N.PISKUNOV: «DifíerentialandIntegral Calculus», MIR,Moscú,p
406.
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lizaron las correspondientes mediciones de velocidad; en el caso de
un intervalo denso la magnitud de tales incrementos será arbitraria.

A partir de la definición de Velocidad Media para cada incre
mento de la partición puede escribirse:

)-X{t^)= VAr. (í*^, - íi ) (2-4)

es la velocidad media en el intervalo Ai,. — ík*I ~ ^ k- Sumando

a ambos lados sobre todos los intervalos posibles, se obtiene:

N-\

X{tfj) .*(^0 )~ (tj+l )
1=0 (2-5)

Observando detenidamente la EC.(2-4) encontramos que el lado
derecho corresponde al «área» del rectángulo formado por el ancho
del intervalo At^, y la «altura» representada por la correspondiente
velocidad media, . Esta área, cuando t^> y la velocidad media
la reemplazamos por la velocidad instantánea en t^^j, es, para
una función creciente, ligeramente mayor a la que existe real
mente bajo la curva de velocidad y, como fácilmente puede demos
trarse, menor para cuando la función de velocidad es decrecierUe.
Obsérvese que si en la EC.(2-4) reemplazamos la velocidad media
por el valor instantáneo v(tJ, el criterio anterior se invierte tota -
mente. De otra parte, si la función v(t) crece o decrece linealmeme
en el intervalo At , el «área» que representa la EC.(2-5) corresponde
exactamente al «área» bajo la curva de velocidad, igualdad que siem
pre podremos tomar como válida para intervalos de tiempo Ai su i-
cientemente pequeños pero, en cualquier caso, no nulos. En este
orden de ideas, observando que t^ no es otro que el instante ' ®
cual pretendemos conocer la posición de la partícula, x(t), la EC.f -
5) representará, en forma aproximada, el «área» bajo la curva e
velocidad en el intervalo [tg , t=tj.

De otra parte, la EC.(2-5) podemos escribirla en dos formas al
ternativas, de utilidad según el tipo de problema que estamos tratan
do. En primer lugar, en la suposición de un conjunto de valores
discretos de velocidad, para la velocidad media en el intervalo At
podemos tomar el valor promedio de las velocidades en los instan
tes t, y i, .; en este caso tendremos:
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N-i
1xitf,) =a:(ío )+- 2 [v(/i)+v(/4^, )](í;t^, - ífc)

t=0

(2-6)

Igualmente, dado el caso de contar con una expresión analítica
para la velocidad de la partícula, v(t), encontramos que las expresio
nes (2-5) o (2-6), cuando la partición la hacemos infinita, (lim N-^oo),
no representan otra cosa que la definición de la Integral bajo la curva
de velocidad en el intervalo ,tj; en consecuencia el cálculo de la
posición podrá hacerse utilizando esta particularidad de la función
v(t):

r

x(^t) =xit^) +¡v(,t')dt' (2-7)

Las expresiones (2-5), (2-6) y (2-7) no son calculables si los
valores x(tg) y no se conocen. Físicamente, el valor x(t^ ) corres
ponde a una medición experimental de la posición de la partícula en
un instante conocido, tal como lo establece la hipótesis del Lema.

Por lo general en los cursos introductorios de cálculo el estu
diante se acostumbra a términos tales como «Integrales Definidas»
o «Integrales indefinidas», identificando las primeras como aque
llas que se realizan entre limites conocidos, algebraicos o numéri
cos, que definen un «Valor Numérico» de la Integral de la
correspondiente función. Cuando no existen tales limites, en gene
ral se entiende que entre el «Integrando» y la «Integral» existe una
relación de transformación operacional asociada al «Operador» co
múnmente conocido con el símbolo \( )dt.

Siendo consistentes con los planteamientos que hemos venido
sosteniendo, la «Integración» aparece en nuestros desarrollos como
resultado de procedimientos de cálculo, y en lo que sigue encontra
remos que ello es siempre así; podemos asegurar que en la mecáni
ca, dentro del formalismo que seguiremos utilizando, haremos uso
solamente de 'Integrales Definidas'-, por ello siempre deberemos
tener presente que la comúnmente denominada «Constante de Inte
gración», a la que nos han acostumbrado no pocos manuales de
matemáticas cuando hablan sobre integrales indefinidas, no tiene en
nuestro contexto otro sentido que el de una «Medición Experimen
tal», y en consecuencia está siempre asociada con un valor numérico
específico.
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En la FIG.(2-6) puede verse el sentido que tiene la Medición a
que hemos hecho referencia (insistamos que Medición, en nuestro
contexto, se asocia a la realización de un Experimento). En un ins
tante dado, tx, la partícula no puede ocupar sino un único punto en el
espacio, por ejemplo x(tf. Vemos, sin embargo, que muchas posi
bles trayectorias corresponden a la misma 'curva' de velocidad de
finida en el intervalo (t¡,t2). La única posibilidad que tenemos de
decidir cuál de todas estas curvas corresponde realmente a la tra
yectoria de la partícula de nuestro interés es conociendo, por ejem
plo, el valor x(tx). Adicionalmente, conocido este valor, cualquier
ora medición es superfina por cuanto la forma de la curva está com
pletamente definida por la función v(t).

Figura 2-6

Un ejemplo doméstico puede aclaramos este punto un poco más;
pensemos en la ruta de un bus urbano. La «Ruta», en sí misma, no es
otra cosa que la GEOMETRÍA de una trayectoria, la cual, para el
ejemplo que nos interesa, podemos suponer que es una línea recta.
Si debido al estricto control del tráfico urbano la gerencia de Trans
Tuta Ltda. es informada instante a instante acerca de la velocidad de
una de sus busetas, no es posible para el Gerente saber de cual de las
tantas que ruedan por la misma ruta se trata; si es de La Marquesa,
de La Turquesa o de cualquier otra, ni podrá saber a qué hora pasa
rá La Turquesa por el paradero de la Calle 10 con Avenida Caracas.
Resolver este problema implica conocer la posición de la buseta en
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función del tiempo, esto es, conocer la -¡{.(t) correspondiente a La
Turquesa, y ésta es necesariamente única. Sin embargo, si adicional
a la información sobre la velocidad de una de las busetas en función
del tiempo agregamos la información que nos puede suministrar la
secretaria de la empresa acerca de la hora de salida de La Turquesa
de Usaquén, se tiene todo lo necesario para saber a qué hora estará
ésta pasando por el sitio que nos interesa, en dónde se encuentra en el
instante actual o a qué hora llegará al fínal de su recorrido para que el
conductor rinda cuentas ante su estricto patrón, don Epaminondas
Tuta. Conviene notar que en este ejemplo, aun cuando algo
caricaturesco, se encuentra el origen real de la programación del trans
porte en cualquier sociedad, y bien conocida es, por ejemplo la pun
tualidad de los trenes europeos, ...¡como también el peligro que
implicaría que no lo fuesen!.

EJERCICIO (2-5): Los datos de la tabla adjunta corresponden a la velocidad
deunapartícula material.En el instante t=50 s la posición de la partícula era 100 m
respecto del observador. Calcular la posición de la partícula en los diferentes valores
detiempo contemplados en latabladedatos. ¿Cuálsería la posición de la partícula en
elinstante t=l 10s?Constmyaunagráficapara lavelocidady la posición como funcio
nesdeltiempo;si entre los diferentes valores de tiempo supone que la velocidad varía
linealmente (interpolación lineal), ¿qué puede decir acerca de la variación continua de
la posición?

tfs] 0 20 30 40 50 60 80 90 100 120

V [km/h] 0 20 20 30 80 60 60 50 30 0

EJERCICIO (2-6)La velocidad de una partícula está dada por la función,

—2(í —Íq
v(í) =

Vi
1+

t-t.

^1/V Vi y

\2

^^0' *M y ^\a constantes características delmovimiento. Si la expresiónes
váli^en el intervalo (1^ -2t,^ , +2t,^ ),entonces: (a) Constmya lacorrespondiente
familia degráficas paradiferentes valores de ; ¿Cuál es el significado de las
constantes t^, y ? (b)Calcule laexpresión correspondientea la posición de la
partículapara cualquiervalordet enelintervalo propuesto y constmya lascorrespon
dientes gráficas para losmismos valores de x , queconsideróen (a); (c) ¿Cuál es el

9L
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valor máximo de. la velocidad, y para qué valores de t la partícula alcanza los (2/3) y (1 /
3) de éste valor máximo? ¿Cuál es el valor de la posición en cada caso?

EJERCICIO (2-7) Constmya, con base en su diaria experiencia, la corres
pondiente tabla de medidas de velocidad de su medio usual de transporte, incluyén
dose Ud. mismo en caso de ser Peatón. Suponga que las mediciones se hacen todas
sobre una recta; a partir de estos valores, y realizando una medición apropiada de
posición, determine completamente su posición en función del tiempo en el lapso
comprendido entre el momento en que Ud. toma el correspondiente vehículo y el
momento en que llega a la Universidad.

2.3.2. ACELERACIÓN Y TRAYECTORIA: TERCERO Y
CUARTO PROBLEMA DE LA CINEMÁTICA

DEF.(2'7): LA ACELERACIÓN MEDIA de una partícula ma
terial en un intervalo de tiempo At = t^ - t, , t^ > tj , se define
como la medida de la variación de la velocidad de la partícu
la por unidad de tiempo. Si vft^) y v(t^ representan las veloci
dades de la partícula en t, y t. respectivamente, entonces.

V(f2)-v(í,)
a,2 —

(2-8)

De acuerdo con la definición anterior, la ACELERACIÓN nos dice
qué tan rápido cambia la velocidad de la partícula; pero esta medida
es, en el caso general, dependiente de los instantes inicial y final del
intervalo de tiempo, así como también del tamaño del intervalo en
que se calcule (de la duración entre los dos eventos, siendo éstos los
procesos de medición de las velocidades). No es preciso repetir so
bre este particular lo discutido al analizar la EC.(2-1) que define la
"Velocidad Media". Baste decir que si bien la dependencia temporal
de la aceleración es característica inherente al movimiento de la par
tícula, mediante una 'teórica' precisión absoluta de nuestras medidas
de velocidad en instantes de tiempo 'infinitamente cercanos , pode
mos eliminar la dependencia de la medida de la aceleración respecto
del tamaño del intervalo empleado para calcularla. Llegamos asi al
concepto de «aceleración instantánea», que podemos definir de la
siguiente manera:

DEF.(2-8): LA ACELERACIÓN INSTANTÁNEA de una par
tícula material en un instante dado 't' está dada por la
relación,
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a{t) = lim
vin-v(t) (2-9)

t'-t

Conviene observar que tanto la EC.(2-8) como la (2-9) en la prác
tica corresponden al mismo proceso de cálculo numérico; en el se
gundo caso asignamos, sin embargo, el valor de la aceleración
calculada al instante í y no a t'; esta asignación es meramente con
vencional, debida a la forma como, mediante un proceso de límite,
hacemos que el intervalo de tiempo, At, sea «infinitamente peque
ño»; esto es, acercando el valor t' a t (tla expresión sería igual
mente válida para definir la aceleración en el instante t', si se acepta
esta vez que es t el valor que se acerca a t' (t—¥t').

Continuando con la lógica que hemos venido desarrollando, las
anteriores definiciones nos permiten plantear un nuevo problema
de la cinemática, asociado a la posibilidad de conocer (¡medir!) la
aceleración de ima partícula en un instante dado;

LEMA(2-3): Tercer Problema de la Cinemática: Si para todo
instante t'^[t, .tj, [t, ,tj un conjunto discreto o denso de va
lores de tiempo, se conoce el valor de la velocidad de la par
tícula. v(t'), entonces siempre será posible, a partir de los
valores conocidos de velocidad, asignar valores únicos a la
aceleración, a(t), para cualquier valor t&[t, ,t^) o t^(t¡ ,tj

DEMOSTRACIÓN: La prueba del lema parte de la definición de
Aceleración dada por la EC.(2-9). Correspondería aclarar que, exis
tiendo 'n' valores diferentes de t en el conjunto, solamente nos es
posible definir hasta n-1 subintervalos de tiempo, At. = (t

A„*. , . . .. . Jj -
't-' suuiiiici vaius ue ucriipu, "«j —v.'-j+i - t.), j «

partir de éstos es posible asignar hasta (n-1) valores de aceleración
que, como se hizo para el caso de la velocidad, pueden asignarse a t ,

y a

-1^^, paid. uc la veiocluau, i.j

o a cualquier valor intermedio, como por ejemplo (1/2) (t^, + tp
Por lo demás, la demostración rigurosa sigue los riiismos pasos de la
demostración del LEMA(2-1). Análogamente, si la velocidad se co
noce para todo valor t en un conjunto denso (en un determinado do
minio), necesariamente v(t), en cuanto propiedad que es de la partícula
de acuerdo con elresultado de laDEF.(2-2), es una función univaluada,
continua y diferenciable respecto del tiempo; será posible entonces
en este caso hacer uso de la herramienta del cálculo diferencial para
conocer la aceleración: en estas condiciones, se tendrá:

a(í) =
dv{t)

dt
(2-10)

.1
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No sobra repetir que la anterior expresión no corresponde necesa
riamente a la «Definición» de aceleración; es solamente una manera
de calcularla, para cuya utilización es requisito la condición de
derivabilidad de la función v(t) en todos los puntos del dominio consi
derado. Si la velocidad la entendemos como una propiedad de la par
tícula, debe necesariamente ser univaluada y continua, condiciones
necesarias para que sea diferenciable.

COROLARIO: Si para todo valor t'&[t, .t^J, donde [t¡ ,t^] es
un conjunto discreto o denso, se conoce la posición de la par
tícula, x(t'), entonces es siempre posible asignar un valor de
aceleración a partir de los valores conocidos de posición, a(t),
para cualquier instante íe (t¡ ,t^).

DEMOSTRACIÓN: La demostración es consecuencia inmediata
de los LEMAS (2-2) y (2-3), aplicados «paso a paso»; mediante el
proceso de diferenciación numérica, primeramente asignamos a cada
valor de en el conjunto ,t^J o [tj ,t^J los correspondientes valores
de velocidad y, a partir de ellos, los correspondientes de aceleración
en (t¡ ,tj. Obsérvese que en la eventualidad de n valores diferentes
de tiempo en [tj ,tj, podremos asignar máximo n-2 valores de acele
ración correspondientes a igual número de valores de t.^(tj,t^ cuando
se excluyen los extremos. Claramente esta anotación carece de signi
ficado práctico para cuando n—>oo, esto es, a medida que la partición
del intervalo se hace más fina y en el límite, infinita.

De otra parte, en el límite continuo, esto es, para un conjunto
[t, ,tj denso, siempre será posible emplear las reglas del cálculo
diferencial. La expresión correspondiente no es otra que la defíhi-
ción de la Segunda Derivada de la función monótona y continua
x(t). En consecuencia.

a{t) =
d-x{t)

dt-

(2-^11)

EJERCICIO (2-8): Hagauna demostración detallada, auxiliándose con un
diagrama apropiado, delasEC.(2-9) y (2-10), enparticularparacuando setiene un
intervalo discreto devalores experimentales de tiempo. Observe queel número de
datos queesposible obtener, independientemente delaaproximación queemplea enel
proceso dediferenciación numérica, es n-1 paralavelocidad y n-2para laaceleración,
siendon el númerode valoresexperimentales de posición.Deacuerdocon este resul
tado, ¿cuál seríaunaredacción másapropiada parael LEMA(2-3) y sucorrespondien
te corolario?
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EJERCICIO (2-9) Calcule los valores de aceleración correspondientes a las
mediciones de espacio en los EJS.(2-1) y (2-3); dibuje las gráficas correspondientes en
función del tiempo.

EJERCICIO (2-10) Calcule las expresiones para la aceleración correspon
dientes a las trayectorias de las partículas en los EJS.(2-2) y (2-4). Utilizando un mismo
eje de tiempo, estudie cualitativamente las gráficas correspondientes a posición, velo
cidad y aceleración.

EJERCICIO (2-II) ¿Cuáles son los valores de la aceleración de la partícula
en el EJ.(2-5).Construya la correspondiente gráfica en fiinción del tiempo. ¿Qué puede
discutirse acerca de la forma de la curva entre los diferentes puntos calculados?

EJERCICIO (2-12) Calcule la expresión para la aceleración del móvil del
EJ.(2-6) y construyalacorrespondientegráfica en función del tiempo. Estudie cuida
dosamentelasgráficas deposición, velocidad y aceleración utilizando un mismo eje
de tiempo.

No se requieren grandes elucubraciones para intuir lo que sigue
en cuanto al desarrollo lógico que hemos venido realizando de los
diferentes elementos que introduce la Cinemática en su misión de
«describir» el movimiento de las partículas mediante un lenguaje
matemático preciso. Es interesante sin embargo tener en cuenta que
con los elementos hasta aquí desarrollados es posible resolver una
gran cantidad de problemas físicos, de los cuales los anteriores son
solo algunos ejemplos. Como posteriormente lo estudiaremos, encon
trar o conocer la aceleración de una partícula, lo que hasta ahora he
mos hecho por procedimientos esencialmente numéricos, esto es, de
nuestra propia invención, está relacionado íntimamente con la Diná
mica del problema, vale decir, con procedimientos físicos propiamen
te dichos, con propiedades de los cuerpos y de sus mecanismos de
interacción, independientes de nuestro querer y de los artificios que
ideanaos para entenderlos o describirlos. Es aquí donde radica la ne
cesaria diferencia entre FÍSICA y MATEMÁTICAS, diferencia que
trataremos de enfatizar cada vez con mayor vehemencia.

No nos adelantemos, sin embargo, y resolvamos el problema in
verso al propuesto en el lema anterior; esto es: si conocemos la acele
ración de una partícula (sus propiedades e interacciones de acuerdo
con lo dicho en el anterior párrafo), ¿qué posibilidades tenemos de
predecir su trayectoria? Es esto justamente lo que se aclara tras la de
mostración del Lema que a continuación se enuncia.
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LEMA(2-4): Cuarto Problema de la Cinemática: Si para todo
valor de tiempo t contenido en un conjunto [t¡,tj, discreto o
denso, se conoce la aceleración de una partícula material, a(t),
entonces es siempre posible conocer la posición de la partí
cula, x(tj, para cualquier valor t' en el intervalo, t'e[t,,tj, si
y solo sí se realizan dos mediciones, una de posición y otra de
velocidad, en instantes de tiempo conocidos y contenidos en
el intervalo [tj, tj.

DEMOSTRACIÓN: El LEMA(2-2) anteriormente demostrado
establece que si para una partícula conocemos en todo instante su ve
locidad, entonces siempre será posible conocer su posición en cual
quier instante, si adicionalmente conocemos una medida de la
posición de la partícula, x(t^ ), realizada en un instante t^ conocido,
t^&[tj,tJ. En consecuencia nos restaría demostrar solamente que,
dada la aceleración en todo instante y un valor experimental, v(tj,
para algún valor t^,^[t,,tj, es posible conocer la velocidad de la par
tícula en cualquiera de los valores tejt^.tj; si esto es cierto para
cualquier t, esto es, en cualquiera de los puntos del intervalo, es
entonces posible reconstruir la trayectoria de la partícula haciendo
el cálculo, uno a uno, para todos los instantes de tiempo contenidos
en el mismo intervalo en que se halla definida la aceleración.

El procedimiento matemático a seguir es análogo al empleado
en la demostración del LEMA(2-2), el cual conduce a las expresio
nes (2-6) y (2-7); en consecuencia dejamos como ejercicio al lec
tor la demostración rigurosa, la cual lleva, para el caso que nos ocupa,
a los siguientes resultados:

x(0 =jr(r, )+i5212^a{tj)+a(tj^^ )][/^.^, -í; ] -íJ+v(í,. )[í -íJ
^ k=x [;=v J

r

x(í) =4?^) +v(í, )[í - íJ +j
I

¡a{t")dt" dt'

(2-12)

(2-13)

Estas relaciones resumen, tanto para el caso de intervalos de tiem
po discretos, EC.(2-12), como para intervalos densos, EC.(2-13), la
demostración final del LEMA(2-13) o Cuarto Problema de la Cine
mática. Restaría aclarar que en la EC.(2-12) el límite de la suma
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exterior, «N». corresponde al valor de t en el cual se realiza el co
rrespondiente cálculo de la posición; esto es: tf^= t, entendiendo que
«N» no es necesariamente igual a «n», éste último el orden de la
partición original. ^

Las EC.(2-12) y (2-13) representan las Leyes Generales del Mo
vimiento Rectilíneo. En principio no se requiere, hablando en senti
do matemático, estudiar el comportamiento de «derivadas
superiores» de la posición; la razón la encontramos en la dinámica,
en donde, como posteriormente se discutirá, se estudian las causas
que originan las posibles variaciones del «estado de movimiento»
de una partícula; esto es, que determinan su aceleración.

Hasta aquí se ha podido establecer que los problemas que pre
senta la cinemática UNIDIMENSIONAL de una partícula son clara
mente solucionables. Esta solucionabilidad, así como también sus
limitaciones, se ha podido aclarar resolviendo algunos ejemplos. Para
ñnalizar con esta parte de nuestro estudio, conviene definir algunos
tipos de movimientos sencillos, que no por ello dejan de ser impor
tantes, como que motivaron históricamente el estudio general del
movimiento y permitieron, en particular a Galileo'*', el estableci
miento general de las leyes que lo rigen.

EJERCICIO (2-13): A pártir de las EC.(2-12) y (2-13), encuentre las corres
pondientes expresiones para la «VELOCIDAD» de la partícula, respectivamente en
intervalos discretos y densos de tiempo.

DEF.(2-9): MOVIMIENTO RECTILÍNEO UNIFORME es
aquel en que los espacios recorridospor un móvil en tiempos igua
les, cualesquiera que éstos sean, son iguales.

Esta definición es la misma dada por Galileo en su obra, e igual
mente conviene citar su advertencia acerca de la inclusión del califi
cativo «...cualesquiera que éstos sean»; al referirse a los tiempos de
medición dice textualmente'^':

«Nos ha parecido oportuno añadir a la vieja definición (...)
la expresión 'cualesquieraes decir, para todos los tiempos

Galileo GALILEI; «Consideracionesy demostraciones matemáticas sobre dos nuevas
ciencias». EditoraNacional, Madrid, 1976,Jomada segunda pp 211/247.

Ibid. pp 266/267.
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que sean iguales. En efecto, puede suceder que un móvil re
corra espacios iguales en determinados tiempos iguales,
mientras que distancias recorridas en fracciones de tiempo
más pequeñas pueden no ser iguales, aunque lo sean dichos
intervalos (de tiempo) más pequeños.. .»

A partir de la anterior definición, puede fácilmente demostrarse
que las leyes que rigen el Movimiento Rectilíneo Uniforme serán:

a(í) = 0 (a)

v(t) = Vq = const. (b)

x(0 = á:o+ vJí-ro] (c)

(2-14)

La FIG.(2-7) representa la
posición de la partícula de acuer
do con la EC.(2-14) (c), para
dos casos específicos de este
tipo de movimiento; el primer
caso, (a), representa el de una
partícula que se desplaza con
velocidad > Oy xj(t^> 0. La
segunda trayectoria, (b), repre
senta una situación bastante diferente; esto es, el móvil se desplaza
con velocidad < Oy xft^ > O, este último mayor que xjt„.).

X(t)

\Á)
• -/

/\ t
t 0

Figura 2-7

EJERCICIO (2-14): Asumiendo que el móvil en cada uno de los casos repre
sentados en la FIG.(2-7) corresponde a un vehículo de transporte común y corriente,
dé una explicación a las ecuaciones que representan la posición de los vehículos con
base en situaciones más o menos rea.es. Suponga, claro está, que Ud. es simplemente
un indefenso peatón que espera atravesar la calle por donde se desplazan los respec
tivos losvehículos. Observe que t^ se tomael mismopara la descripción del movi
miento deambosvehículos. Suponga queUd. en t^ seencuentra en el puntomedio
dado por:x(to)=( l/2)[x,(t„)+x^(to)].

Otro tipo de movimiento cuidadosamente estudiado por Galileo
Galilei, en particular asociado con el estudio del problema de la caída
libre de los cuerpos, es aquel que realizan las partículas cuando su
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aceleración, si bien diferente de cero, permanece constante, el cual
podemos definir de la siguiente manera:

DEF.(2-10): MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORME
MENTE VARIADO es aquel que realiza un móvil de tal forma
que los incrementos de su velocidad en intervalos de tiempo
iguales, cualesquiera que estos sean, son iguales: o lo que es
lo mismo, su aceleración es constante.

Se ha querido mantener también en esta definición el mismo len
guaje de Galileo, lenguaje que, aun cuando desprovisto de la sofísti-
cación matemática, no por ello es menos preciso en su descripción''*'
Ahora bien; haciendo directamente uso del hecho de que un móvil
que se desplaza con Movimiento Rectilíneo Uniformemente Varia
do tiene aceleración constante, a partir de la EC.(2-14), para el caso
de un intervalo discreto de tiempo, fácilmente se obtiene que la
posición de la partícula en cualquier instante dado t (en el intervalo
de tiempo en el cual se cumple la condición original, a=cte\ x(t).
está dada por la expresión,

a(í) =J:(í,)+v<íJ[f-íJ+^a[[í-íj'-[t, -íj'] (2-15)
Tampoco es dificil mostrar que para este mismo caso la corres

pondiente expresión para la Velocidad de la partícula está dada por:

v(0 = v(íJ + a[í-/J (2-16)

Las FIG,(2-8) (a) y (b) muestran gráficamente el caso general
del movimiento uniformemente variado que representan las EC.(2-
15) y (2-16) respectivamente, suponiendo una aceleración a>0, así
como también valores positivos para los resultados de las medicio
nes, x(tj y v(tf Así mismo puede verse la relación entre el mínimo
de la curva que representa la posición en función del tiempo y el
correspondiente valor nulo de la velocidad en dicho instante.

Las EC.(2-15) y (2-16) son seguramente conocidas desde la se-
cimdaria; sin embargo conviene recordar, así parezca superfluo, que
el tipo de movimiento aquí representado no es sino uno de los tan
tos posibles. El caso general es aquel en el cual la aceleración, a(t),
está permanentemente cambiando en el tiempo.

Galileo GALILEI: op. cit. pp 275/278 y 288
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"(Iv)
|V(t)

m

üN /
t(Q

t i 1 í
L V 'd>

' (a) (b)

Figura 2-8

Otro de los hechos implícitos en las expresiones arriba men
cionadas, es la asunción, que también se ha hecho en las EC.(2-12) y
(2-13), de que las necesarias mediciones de posición y velocidad
no son simultáneas; esto es, ^ í,,. Sin embargo, se ha dicho también
que, en cuanto que la alteración que el proceso de medir genera so
bre el sistema puede siempre ser eliminada (Teorema General de la
Cinemática), siempre será posible diseñar un único experimento
para medir simultáneamente cualesquier número de variables, en este
caso posición y velocidad. En consecuencia, si las mediciones que
se tienen que hacer en el Movimiento Rectilíneo Uniformemente
Variado se realizan simultáneamente, por ejemplo en el instante tg,
encontramos relaciones para x(t) y v(t) seguramente más familiares:

1 940 =4ío)+ )[í - 'o1+2 ~^

v(0= v(ío) + a[í-ío]

(2-17)

Ahora bien, como consecuencia del carácter homogéneo del
espacio y de la uniformidad del tiempo, siempre es posible esco-
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ger arbitrariamente el origen de las coordenadas espaciales y del
tiempo; luego podemos hacer perfectamente x(0)=0 y tg=0. El re
sultado serán expresiones no solamente familiares, sino probable
mente trabajadas intensamente durante la secundaria:

jc(í) = v(0)í +-|a/^

v(f)= v(0) + aí

(2-18)

Sobra advertir que, no obstante la equivalencia de todas estas ex
presiones, ello no quiere decir que puedan usarse indiscriminadamente.
Cada par de relaciones exige una serie de presupuestos que siempre es
necesario aclarar, previa a su aplicación a una situación determinada.

EJERCICIO (2-15); Deduzca las correspondientes relaciones para x(t) y
v(t), cuando se cuenta con un intervalo discreto de valores de tiempo, en todas as
situaciones que describen, para el caso de un intervalo denso, las EC.(2-15), (2-16),
(2-17)y(2-18).

EJERCICIO (2-16): Construya las gráficas correspondientes a la FIG.(2-8)
para cuando se tienen las siguientes características del movimiento: (a) La medición
inicial develocidad esnegativa,anteriora la de posición (positiva), y la aceleración es
negativa, (b)La medicióninicial de velocidad es positiva, se hace posterior a la de
posición (negativa), y laaceleración es negativa.

EJERCICIO(2-17): Dosvehículos viajanen dirección contraria por una
misma vía. Cuando ladistancia entre ellos es de 200m, uno de ellos aplica los
frenos, generando unadesaceleración uniforme de 7 m/s^ ; si antes de aplicar
los &enos sedesplazaba con velocidad de80km/h,. ¿Cuál era la velocidaddel
se^ndo vehículo, el cual no frenó y continuó desplazándose con movimiento
uniforme, si los dos vehículos no chocaron? Resuelva primeramente el proble
ma en forma gráfica, luego en forma algebraica. Determine el instante y el
lugar de «contacto» de los dos vehículos.

EJERCICIO (2-18): En procesos judiciales referentes a lesiones en acci
dentes de tránsito es frecuente la solicitud del Poder Jurisdiccional a los físi
cos, en el sentido de aclarar, por ejemplo, cual podría ser la velocidad de los
vehículos implicados en el accidente. En estos casos, lo más conveniente es
estudiar, idealmente, loscasosextremos: estoes,cuálesdeberíanhaber sido las velo
cidades o aceleraciones extremas paraque,de acuerdocon el reporte de los agentes
deltránsito, no hubiese habido colisión. Lasituación quesigue corresponde a uno de
tales casos.
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Dos vehículos viajan en direcciones opuestas. El primero de ellos lleva una
velocidad de 100 km/h y el segundo de 80 km/h. ¿Cuál es el valor optimo de la
relación entre sus desaceleraciones, si cuando se hallan a SO m de distancia ambos
aplican los henos, de tal manera que no alcanza a haber impacto?. Como en el proble
ma anterior, resuelva y explique, primeramente, el problema en forma gráfica, y luego
en forma algebraica.

EJERCICIO (2-19): Una tractomula se desplaza con velocidad rectilínea
y uniforme de 80 km/h. Un vehículo lo hace detrás de ella a 120 km/h; cuando este
ultimo se percata de la presencia de la tractomula, se halla a 120 m detrás de aquella
y aplica los frenos para no estrellarse, (a) ¿Cuánto es la desaceleración del segun
do vehículo si al momento de alcanzar a la tractomula ambos tienen la misma velo

cidad? (b) Construya el gráfico simultáneo de las trayectorias de los dos
automotores, (c) ¿Cuánto demora el proceso anteriormente descrito y en qué lugar
sobre la vía sucede? (NOTA Sus resultados deben ser acordes con sus esquemas
en la parte (b)).

EJERCICIO (2-20): El gráfico
adjunto representa la posición en fun
ción del tiempo para un vehículo que se
desplaza por una trayectoria rectilínea;
a partir de dicha gráfica deduzca el com
portamiento cualitativo de la velocidad
y de la aceleración del vehículo. Puede
suponer que los intervalos de tiempo son
iguales. Explique detalladamente lo que
sucede en el punto P, asimilándolo a un
eventual caso real. ¿Es necesario hacer
alguna suposición adicional para lo que
sucede en dicho instante?

EJERCICIO (2-21): La acelera
ción de un bus de transporte urbano
podría ser la representada en la gráfi
ca adjunta para un intervalo de tiempo
entre Oy 40 segundos. Suponiendo que
en t=0 s la velocidad del bus es de 30 km/
h, y que x(0)=0 m, constmya las corres
pondientes gráficas de velocidad y posi
ción en función del tiempo. ¿Cuál es el
«kilometraje» total recorrido por el vehí
culo en el intervalo comprendido entre los
8 y 28 segundos?

2

a|o/s'|

16 / 'M
8 24 32 40

-4"
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EJERCICIO (2-22): La trayectoria de una partícula está representada por ¡a
ecuación de posición:

j:(í) = 3+9í + 2/^ +r''

Construya las gráficas x(t), v(t) y a(t) en función del tiempo. ¿Cuál es la distancia
neta recorrida entre t=10 s y t=30 s? ¿Cuál es la velocidad media en dicho intervalo de
tiempo? ¿Cuánto vale la aceleración media en el mismo intervalo?

2.4. CINEMATICA TRIDIMENSIONAL

Los temas a desarrollar en este parágrafo requieren previos co
nocimientos de geometría analítica, sin embargo, no mayores que
los recibidos durante la secundaria; en cualquier caso se recomien
da al lector repasar sus conocimientos previos en esta materia. Se
sugiere sobre el particular consultar el excelente «Manual de Ma
temáticas» de BRONSHTEIN y SEMENDIAEV ''' o cualquier otro
texto sobre el tema, como puede ser la «Geometría» de BRUMFIEL,
EICHHOLZ y SHANKS .

2.4.1. Consideraciones geométricas

De la geometría recordamos que cualquier punto en un plano siem
pre es posible «ubicarlo» mediante dos coordenadas linealmente in
dependientes; en términos del álgebra vectorial se dice que su Vector
de Posición, puede siempre expresarse como la combinación lineal de
dos vectores no nulos, bajo la única condición de que éstos no sean
paralelos. Decimos, entonces, que los dos vectores que tomamos para
f^scomponer cualquier vector en el plano, constituyen una Base
Vectorial del plano; estrictamente hablando, de un espacio R(S)R. (R
se refiere al espacio de los números reales). Igualmente, cualquier

dimensiones, que bien puede llamarseR(S>R®R=R3, puede expresarse como combinación lineal de tres
vectores cualesquiera (elementos de dichoespacioR'), siempre y cuan
do tales vectores no yazcan en el mismo plano; esto es, no sean

Y. BRONSHTEIN; K. SEMENDIAEV: «Manual deMatemáticaspara ingenieros y
estudiantes», MIR,Moscú. 1971,pp 2291269.

Charles F. BRUMFIEL, Robert E.EICHHOLZ y Mcrrill E. SHANKS:«Geometry».
Addison-Wesley, 1962, pp 250/265.
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coplanares. Esta aseveración es completamente equivalente a decir
que necesitamos tres Coordenadas Linealmente Independientes
para «ubicar» el punto en el espacio tridimensional. Como en el caso
bidimensional, los tres vectores que se adoptan para reproducir cual
quier vector en el espacio tridimensional, constituyen una Base
Vectorial de R^.

Ahora bien, tres vectores de base representan también tres di
recciones en el espacio, y en el marco de la geometría que estamos
utilizando, la de Euclides, tales direcciones, aparte de ser arbitra
rias, son, de conformidad con la propiedad de Isotropía del espacio,
completamente equivalentes. Por consiguiente, siempre será posi
ble escoger una "Base Vectorial", tal que los vectores de base ten
gan magnitud unitaria, así como también que sean entre sí
ortogonales; resumiendo, podemos hacer la siguiente definición:

DER(2-11): BASE VECTORIAL ORTONORMAL DE ORDEN
n es un conjunto de vectores Linealmente Independientes, me
diante el cual cualquier vector en el espacio R . \ ^R puede
expresarse como combinación lineal de los vectores de la base.

(2-19)
J=1

El conjunto de vectores {ü,,Ü2,Ü3,..ü„} representa la Base
Vectorial, la cual adicionalmente cumple con las condiciones de
Ortonormalidad,

üJI = liVk=l,2,...n

J=k
(2-20)

®^J*k ^k=lA"n

Elconjunto de valores, {A¡,A^,Aj ...AiJ^ se denominan las Compo
nentes Ortogonales del vector \, y corresponden a sus proyec
ciones en las diferentes direcciones espaciales definidas por los
vectores ú»' ^sto es.

\ = A*ü|,,V k=1.2._N
(2-21)

En el APÉNDICE I se han desarrollado tres diferentes Sistemas de
Coordenadas Ortonormales, que se han denominado, por razones
geométricas. Rectangulares, Cilindricas y Esféricas, según se tomen
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para su deñnición respectivamente características de simetría de un
Paralelipípedo Rectángulo, un Cilindro o una Esfera. Como puede ver
se en la TABLA I del mencionado apéndice, las «Coordenadas» del
vector de posición no necesariamente tienen las mismas característi
cas dimensionales, lo cual no contradice la EC.(2-21), sino que expre
sa el hecho de que, necesariamente, la orientación de un vector en el
espacio, lo que equivale a «ubicar» un punto en el espacio tridimensional,
requiere del conocimiento de tres parámetros linealmente indepen
dientes. En otras palabras, no se deben confundir las Componentes de
un vector con las Coordenadas del punto en el espacio. Estas no nece
sariamente aparecen en el desarrollo del correspondiente vector de
posición en una particular base vectorial.

D̂e otra parte, es claro que si la ubicación del punto en el espacio
está cambiando en el tiempo, de la EC.(2-19) se deduce que, en princi
pio, tanto las componentes del vector como los vectores de base pue
den también hacerlo, estos últimos solo en dirección, !no en magnitud!
Este sería el caso de escoger en el espacio direcciones de referencia
asociadas con la posición de la partícula, que es lo que de hecho se
hace al escoger las denominadas base esférica o cilindrica (ver APÉN
DICE I). En cualquier caso, siempre es posible tomar como direccio
nes de referencia (para los vectores de base), tres direcciones invariantes
en el tiempo, o sea, fijas en el espacio, no asociadas con la posición de
la ptóícula (pvmto) que se quiere «ubicar». En este caso, toda la infor
mación acerca de la variación en el tiempo del vector de posición (o de
la ubicación del punto material que representa) estará contenida en sus
componentes (que en este caso particular coinciden con las coordena
das del punto). En el caso general, definimos:

DEF.(2-12): una BASE VECTORIAL CARTESIANA es la
constituida por un conjunto ortogonal de vectores unitarios
inealmente independientes orientados en direcciones del es

pacio invariantes en el tiempo y mutuamente ortogonales^^ '̂̂

Tomando como referencia las anteriores consideraciones
geométricas, en principio aceptadas como tales por la Mecánica

Realmente DESCARTES (1596-1650) desarrolló su«GeometríaAnalítica» sinintroducir
concepto alguno de«tiempo», tal como podría deducirse deladeñnición de«Base Vectorial
Cartesiana» que sehaadoptado; sin embargo, esesta característica laquenospermite el
usodeestageometría y el correspondiente «Sistema de Coordenadas»para estudiar la
evolución de laposición de lapartícula enel tiempo desdeun sistema«en reposo», es
decir, «ñjo» al espacio.
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Newtoniana, podemos establecer un POSTULADO general, con base
en el cual es posible desarrollar completamente la cinemática de
una partícula en el espacio de tres dimensiones.

POSTULADO FUNDAMENTAL DE LA CINEMÁTICA EN
EL ESPACIO: El movimiento más general de un punto ma
terial en el espacio puede siempre reducirse a tres movimien
tos rectilíneos a lo largo de en tres direcciones invariantes
en el tiempo y mutuamente ortogonales.

Ciertamente el «POSTULADO» excluye en principio la posibili
dad de utilizar cualquier sistema de coordenadas que se asuma «fijo» al
espacio, pus solo en un sistema euclidiano es posible aplicar, en las
tres direcciones que se tomen como referencia, las leyes deducidas en
la cinemática unidimensional. Sin embargo, ello no es óbice para ge
neralizar nuestras definiciones a un sistema cualquiera de coordena
das, teniendo en cuenta que si las direcciones de referencia que tomamos
no son inerciales, por ejemplo están asociadas a la posición de la par
tícula y, por tanto, varían en el tiempo, las leyes del movimiento pro
yectadas en dichas direcciones no inerciales no serían las que
anteriormente se dedujeron para el movimiento en una dimensión.

Teniendo como referencia la anterior discusión, de conformi
dad con la EC.(2-22), es posible definir la velocidad media e instan
tánea de la partícula en el espacio de tres dimensiones siguiendo el
mismo procedimiento empleado para el caso de la Cinemática
Unidimensional; esto es:

DEF.(2-I3): LA VELOCIDAD MEDIA de una partícula én el
espacio de tres dimensiones en un intervalo de tiempo, Af=í'-
/, está dada por la relación vectorial.

Vai =
r(í')-f(0 (2-22)

t-t

Por cuanto siempre es posible escoger una partición tan fina
como queramos en el intervalo de tiempo, pasando al limite cuan
do el valor «t'» se aproxima á «t», es también posible definir la
VELOCIDAD INSTANTÁNEA mediante la expresión.

v(t) = lim
f(f)-f(/)

t'-t
=¿Vj(/)Üj(í) =m) (2-23)

k= dt
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Por su parte, si q^(t) representan las componentes del vector
r(t), las componentes de la velocidad estarán dadas por ex
presiones de la forma.

dqXt) 3 (2-23')

dt k=l

en las cuales los parámetros. dt
•Ui

j= 1,2,3, corres
ponden a las proyecciones instantáneas del vector dw /dt en
las respectivas direcciones de los vectores de base.

Conviene resaltar el hecho de que en caso de utilizar para la re
presentación vectorial una base Cartesiana, como correspondería si
hemos de tomar direcciones de referencia invariantes en el tiempo,
los parámetros son todos nulos; en consecuencia, para este caso,
conviene utilizar una notación más apropiada:

f(0 =¿JCi(0x,
ri=i

^t) =J^vft)Xt =^X.ft)\,
i=l 1=1

expresión en la cual x. (t) = dxft)

dt

(2-24)

DEF.(2'14): la ACELERACIÓN MEDIA de una partícula en
e espacio de tres dimensiones está dada por la relación
vectorial.

3 _ v(t')-v(0
t'-t

(2-25)

na ogamente, haciendo cada vez más pequeño el intervalo
- , vale decir, haciendo que t' —> í, es posible llegar a un

va or para la aceleración en el instante t: se obtiene asi la
aceleración instantánea, dada por:

1=1

_ dSrjt) _ d'^fjt)
dt ~ dt''

(2-25')

/L
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presión en donde a^(t), ,^,,3 , corresponden a las proyecciones
del vector a(t)e« las direcciones correspondientes de los
vectores de base.

Como para el caso de la velocidad, cuando los vectores se re
presentan en una base cartesiana, las componentes del vector acele
ración se obtienen a partir de las derivadas de las correspondientes
componentes de la función velocidad, o de la segunda derivada de
las componentes del vector posición. En consecuencia, para una re
presentación cartesiana, se tendrá :

á(0=¿ai(Ox, =2vi(í)x, =¿.ri(Ox, (2-26)

i=l 1=1 i=I

EJERCICIO (2-23): Para el caso general de representación vectorial en una
baseortogonal,no necesariamentecartesiana, encuentre unaexpresiónpara lascompo
nentes delaaceleración, a.(t), en términos de las componentes qj(t) del vectorde posi
ción y sus correspondientes derivadasen lamismarepresentación.

EJERCICIO(2-24): Como puede verse enelAPÉNDICE I, las coordenadas
del vectorde posiciónen unabasecilindrica, son {p,(p,z}. Apartirdesu expresión
vectorial, f(tzUi,demuestre quelavelocidad y laaceleración están dadas
respectivamente por las expresiones.

v(0 = >óUp + P(bíip +¿ü, (a)

á(t) =[p-p^')ü^+{2p^ +p(p)u^ +¿u, (b)
(2-27)

(AYUDA: Muestre, mediante undiagrama vectorial apropiado, que, engeneral,
se satisfacen las relaciones:

(dü^ / dt) = {dü^ i dt) =

EJERCICIO(2-25): En coordenadas esféricas, y enuna representación enuna base
correspondiente, el vector de posición está dado por, f (í) = f (í)Ur • Encuentre las
expresiones para lavelocidad y laaceleración. (Para comprobar suresultado, recuerde que
lascoordenadas esféricas y cilindricas, proyectadas enelplano azimutal (z=0de lascoorde
nadas cilindricas) coinciden. Son las denominadas «Coordenadas Polares»).
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2.4.2. Teoremas generales

Aceptando la validez del POSTULADO GENERAL de la Cine
mática en el Espacio, la lógica nos conduce a establecer, para el
caso presente, la forma de las leyes del movimiento que, para el
caso del movimiento rectilíneo, defínen los resultados demostra
dos en los LEMAS(2-1) a (2-4). Como en el caso de la cinemática
unidimensional, suponemos en un intervalo de tiempo, )
una partición cuyos valores representan instantes en los cuales se
han hecho mediciones. Esta partición del intervalo puede ser finita
(n es finito) o infinita (cuando «-»oo). Asi las cosas, las Leyes de la
Cinemática en el espacio serán las que proponen los lemas
siguientes:

LEMA(2-S): Si se conoce la posición en el espacio de una
partícula Material, f(t'), para todo valor dado de t' en un
conjunto de valores de tiempo conocidos, discreto o denso,

] entonces es siempre posible, a partir de los valores
de la posición, asignar un único valor a la velocidad de dicha
partícula, v(í), para cualquier valor t^(t,t^] o t^[t¡t^) .

LEMA(2-6): Si para todo valor t'&[t¡t^^ ], donde [t, tj es un
conjunto de valores de tiempo conocido, denso o discreto, se
conoce la velocidad de una partícula material, v(í'), enton
ces es siempre posible, a partir de dichos valores de veloci
dad, conocer la posición de la partícula, f (O- para cualquier
instante tejt^tj , si adicionalmente se conocen tres medicio
nes independientes de la posición, en direcciones no parale
las entre sí, y en instantes de tiempo conocidos pertenecientes
al intervalo.

LEMA(2-7): Si en todo instante t'e[t,tj, en donde el con
junto puede ser discreto o denso, se conoce el valor de la ve
locidad de la partícula, v(/'), entonces siempre será posible
asignar un único valor a la aceleración, a(í), para cualquier
valor del tiempo en la correspondiente partición, tG(t.t ] o

LEMA(2-8): Si para todo valor de tiempo t'e[t, tj, siendo el
conjunto de valores de tiempo discreto o denso, se conoce la
aceleración de una partícula material, a(í'). entonces será
posible conocer su posición, x(0- cualquier instante
t&jtjtJ, sí y solo sí se conocen por lo menos tres mediciones
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independientes de posición y tres de velocidad en instantes
de tiempo conocidos y contenidos en el intervalo [t,tj, medi
ciones a lo largo de direcciones no coplanares.

DEMOSTRACIÓN: Las demostraciones de las anteriores proposi
ciones tienen, según lo ya dicho, fundamento en las demostraciones de
los LEMAS(2-1) a (2-4), conjimtamente con las propiedades arriba es
tudiadas de la Geometría Analítica de Descartes. Un se^imiento deta
llado de tales demostraciones no parece ser necesario agregarlo al
presente texto, pero no por ello carece de importancia; realizarlo es un
excelente ejercicio para el lector amante del rigor matemático en las
demostraciones. Por cuanto la demostración haciendo uso de im siste
ma Cartesiano de coordenadas, con direcciones fijas y ortogonales en el
espacio, es suficiente para la generalidad del problema, no dudamos que
con algo de paciencia, tanto en el caso de vm conjunto discreto de valo
res de tiempo como para la eventualidad de im conjunto denso, el alumno
diligente llegará, al demostrar el LEMA(2-8), a relaciones similares a
las EC.(2-12) y (2-13). Omitiendo, por razones de simplicidad la prime
ra, la segunda de ellas puede escribirse de la siguiente manera:

I

^j (O= j(íxj )+Vj (í)[t - ]+I dt' V ,.,,3 (2-28)

Aceptando que paso a paso se ha llegado a esta relación, se puede
admitir que se han demostrado con suficiencia los anteriores Lemas.

EJERCICIO(2-26): Realice una demostración rigurosa delas proposiciones
contenidas enlos LEMAS(2-5) a(2-8). Ponga especial cuidado enelsignificado dela
condición acerca delas «Mediciones Independientes» deposición odevelocidad.
Discuta, con base ensus apreciaciones, elcriterio de«simultaneidad» entales medi
ciones. Escriba enforma explícita laexpresión equivalente a laEC.(2-28), para elcaso
de un intervalo discreto de tiempo.

Las EC.(2-28) nos dicen, finalmente, que el problema del rñovi-
miento de una partícula en el espacio tridimensional, si se cumplen
ciertas condiciones relativas al proceso de medición experimental,
tiene solución. En consecuencia, siempre será posible, si. se cono
ce la trayectoria de la partícula, determinar su aceleración, al me
nos con el mismo orden de precisión con el cual se conocé la
posición; como se verá posteriormente, ello equivale a determinar
las acciones externas sobre dicha partícula.
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Similarmente, si se conoce cómo son las acciones externas so
bre la partícula, es decir (¡esto es un avance del próximo capitulo!)
su aceleración en todo instante, siempre será posible conocer la
trayectoria seguida, previa realización de algunos «experimentos» o
mediciones de posición y velocidad.

2.4.3. Aceleración normal y aceleración tangencial

Aparentemente, de acuerdo con lo arriba establecido, podría pen
sarse que no es necesario un estudio del movimiento de la partícula
en el espacio con más detalle, pues finalmente la solución depende
rá del problema especifico a resolver. Y ciertamente así es. Sin
embargo, volviendo a la definición de aceleración dada en la EC.(2-
25), que claramente nos dice que ésta mide el cambio del vector
velocidad, es posible visualizar este cambio, de acuerdo con la ex
periencia diaria, como un cambio simultáneo de Dirección y de Ra
pidez, entendiendo esta ultima como la magnitud del vector
velocidad. La pregunta que surge es, ¿cómo están contenidos estos
dos «Cambios» en la definición de aceleración? Antes de dar res
puesta a esta pregunta, conviene introducir dos definiciones de im
portancia para el análisis geométrico que pretendemos hacer del
movimiento de la partícula:

DEF.(2-IS): desplazamiento INFINITESIMAL de una
partícula es la cantidad representada por el vector.

df(í)= y{t)dt (2-29)

cantidad cuya norma representa un elemento de trayectoria,
es decir, el espacio recorrido por la partícula, dS, en el inter
valo de tiempo dt; esto es,

||dr|| = dS 2-30)
La suma total de los elementos de trayectoria dS en un deter
minado lapso corresponde a la LONGITUD total de la
rayectoria recorrida por la partícula en dicho lapso. Mate

máticamente puede expresarle conip:

(2-31)
•i 'i

LIEF.(2-I6): La RAPIDEZ de una partícula está definida por
la norma de su velocidad, v{t) =\vit% o lo que es equivalente.
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v(0 =^v/(0+v/(í)-i-v.^(r) (2-32)

Dadas estas definiciones, es posible dar respuesta al interrogan
te arriba planteado, para lo cual hace falta demostrar el siguiente
Lema relacionado con la aceleración de una partícula en el espacio:

LEMA(2-9): La Aceleración de una partícula puede interpre
tarse siempre como la resultante de dos componentes
ortogonales, una de las cuales mide el cambio de la rapidez,
la otra el cambio en la dirección de la velocidad.

DEMOSTRACIÓN: En realidad, la primera parte del teorema, con-
cemiente a la posibilidad que siempre existe de descomponer la acele-

' ración en dos componentes rectangulares, es resultado de im teorema
de la Geometría, válido para cualquier vector. Su demostración se basa
en el hecho de que el vector en cuestión en combinación con otro vector
no paralelo orientado arbitrariamente, forman un plano en el espacio;
ahora bien, de conformidad con lo dicho, un vector puede siempre ex
presarse como la combinación lineal de dos vectores de base no para
lelos que yazcan en el mismo plano. Que tales vectores de base sean
ortogonales, es una condición suficiente para la validez del teorema;
en particular para la aceleración podemos entonces escribir siempre.

a = Un +3,. a. 3,. = O (2-33)

En esta expresión se ha escogido arbitrariamente una compo
nente de la aceleración en dirección paralela a la velocidad, que se
ha representado con el subíndice (.f), y otra dirección perpendicular
a ésta, que a su vez se ha representado con el subíndice (^).

0^
RUI!

RÍO
/

/M'-'
y'

1

Figura 2-9
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Observando la FIG.(2-9), se aprecia que en cualquier momento,
en el limite cuando hacemos Ai—><? y se pasa de la aceleración me
dia a la instantánea, se obtiene:

- Av Av. Av
a = — = —!- + —--

Ai Ai Ai
- = aN+aT

_ vit + Ai) - v(í)
Ot —

Ai

dfit) = lim
v(i + Ai) —v(i) _ ¿/v(i)

á(->0 Ai i/í

(2-34)

Adicionalmente, en el limite este valor es paralelo a la veloci
dad; en consecuencia, vectorialmente se tendrá:

arCí) —
ífo(i)

dt

v(0

.v(í)J
(2-34')

Evidentemente esta componente de la aceleración, paralela ins
tantáneamente a la velocidad (y por tanto también al desplazamiento
de la partícula), mide eleambio de la rapidez por unidad de tiempo,
razón por la cual se conoce como Aceleración Tangencial.

Similarmente, para la magnitud de la segunda componente de la
aceleración media se encuentra:

«N = v(i) M
Ai

= v(i)
1 AS

R(t) At

Expresión en la cual, AS, representa el «ajuste» a la geometría
curvihnea de la trayectoria por un elemento de arco de radio R(t) y
Mgulo AP; en otras palabras, el desplazamiento total en el tiempo Ai.
Geométricamente AS = R(t) Áp;. Pasando al límite se encuentra que la
cc^pon^te media tiende a ser perpendicular a la trayectoria y orien
tada en dirección de su radio de curvatura, siempre dirigida hacia el
corr^pondiente «centro». Por su parte, la cantidad AS/Ai , en el límite
cuando At—>0, no es otra cosa que la rapidez de la partícula, luego:

aM(í)= lim
A/->0

'v(/)" >s"

.R(0j . A/_

v'(0
m)

(2-35)
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La cantidad R(t) es una función parametrizada con el tiempo, una
medida punto a punto (¡o instante a instante!) de la geometría de la
trayectoria; se conoce como su Radio de Curvatura. Al inverso de
esta cantidad se le conoce como la Curvatura de la trayectoria:

C(i) =
1 1

m) v\t)
a--

dv

~dt
(2-36)

Esta expresión es comúnmente usada en trabajos de relatividad
y cosmología''^'. Claramente la cantidad en la EC.(2-35) es una
medida del cambio en la dirección de la velocidad, el cual involucra
el carácter cinemático y geométrico de la trayectoria, cantidad que
comúnmente se conoce como Aceleración Normal o Centrípeta
del movimiento de la partícula, aseveración que completa la demos
tración del Lema propuesto. ^

Al nivel del curso presente, es indistinto si para caracterizar
geométricamente una trayectoria curvilínea utilizamos su Curvatura
o su Radio de Curvatura; ciertamente las tendencias se deciden más
por este último término, el cual tiene una identificación geométrica
mucho más conocida. Sin embargo, como arriba se hizo notar, en
libros avanzados de mecánica, en particular en aquellos que enfatizan
métodos de mayor utilidad en la relatividad y gravitación, es mas
común encontrar desarrollos en términos de la Curvatura. De mo
mento baste decir que una trayectoria rectilínea bien puede definirse
como aquella con curvatura cero {C(t)=0) o, equivalentemente, con
R(t)= co.

De todos los tipos posibles de Movimiento Curvilíneo hay uno
que por su frecuente aparición en problemas físicos que involucran
movimiento de partículas tiene un especial interés, y con el cual segu
ramente el estudiante deberá tener alguna familiaridad. Se trata del mo
vimiento circular, cuyas características se describen a continuación.

DEF.(2-17): MOVIMIENTO CIRCULAR es el que realiza una
partícula en un plano con curvatura constante.

Conviene aclarar, que este tipo de movimiento no es el único posible
con curvatura constante, el EJ.(2-29) estudia otra posibilidad no menos

Una extensión del concepto deCurvatura puede consultarse enBRONSHTEIN y
SEMENDIAEV: op. cit., pp276/278. Ver también N. PISKUNOV: op. cit. Cap.VI.
pp 208/217.
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importante; por ello la condición de que el movimiento se realice en
un plano es necesaria en la definición del Movimiento Circular.

Pretendiendo mostrar la aplicabilidad del sistema de coordena
das cilindricas, se deducirán las características del movimiento cir
cular a partir de este sistema de coordenadas. Realizar el desarrollo
a partir de un esquema de coordenadas cartesianas no es muy dife
rente, y se deja como ejercicio de aplicación al lector.

Como se muestra en la FIG.(2-10), por comodidad y facilidad
en la deducción de las relaciones que interesan, se tomará como
origen de referencia un punto a lo largo del eje perpendicular al pla
no del movimiento, que pasa por el centro del circulo de la trayec
toria. En estas condiciones, las coordenadas del punto sobre la
trayectoria en un instante dado, serán:

Z{t) = Zo

p{t) = R(t)= constante

(pCíj= variable

Figura 2-10
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Por otra parte, a partir de lo demostrado en el EJ.(2-24), y en
particular de las EC.(2-27) (a) y (b) para la velocidad y aceleración,
encontramos:

r(í) = /?üp+ZoU^
v(í) = /?(pú^ =

á(0 =

(2-37)

En las anteriores expresiones se han denominado, = ^ y
a= '<p, respectivamente la Velocidad Angular y la Aceleración
Angular, denominación corriente para cuando el ángulo azimutal
de las coordenadas cilindricas coincide con el ángulo de giro de la
partícula respecto del origen, como es el caso que se está descri
biendo, que explica la razón de la escogencia particular del sistema
de referencia adoptado. Adicionalmente, es posible definir los si
guientes Vectores Angulares:

n = (pu, Velocidad Angular

a = Aceleración Angular (2-38)

A partir de las propiedades del triple producto vectorial, puede
fácilmente demostrarse que para v Y a s® cumplen las relaciones
vectoriales.

v = í2xr

á=ñx[^nxf|+áx¡
(a)

(b)

(2-39)

En las anteriores expresiones el vector p corresponde al vwtor de
posición del punto material respecto del origen de coordenadas, no
necesariamente respecto del centro del circulo. De otra parte, puede
fácilmente verse en las EC.(2-39) que el primer término en (b) corres
ponde a la Aceleración Normal o Centrípeta, mientras que el segundo
corresponde a la Aceleración Tangencial', por lo menos el primer ter
mino es, para el movimiento circular, necesariamente diferente de cero.
En consecuencia, un movimiento circular, y en principio cualquier mo-

__ —..Mf .gg necesariamente un movimiento acelerado.-vimiento no rectilíneo, ¡(

Una última observación conviene hacer acerca de las expresiones
que hemos venido utilizando para la velocidad y la aceleración. La con-
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veniencia de definir los vectores angulares radica en su validez general,
independiente del tipo y origen de coordenadas que se emplee, pues las
EC.(2-39) bien pueden expresarse en términos del radio de la circun
ferencia y no necesariamente del vector f • Por otra parte, la forma
simplificada de las expresiones para y y a o" las EC.(2-37),
está íntimamente relacionada con la escogencia de un particular ori
gen de referencia, lo cual no es siempre posible ni necesario hacer.

EJERCICIO (2-27): Las propiedades del producto triple pueden expresarse
en la forma, U, x Uj = Uk , expresión en la cual toma el valor 1si los índices
tienen orden cíclico, -1 si el orden no es cíclico y Oen caso de i=j. A partir de esta
propiedad y de las relaciones entre los vectores unitarios en la base Esférica y Cilindri
ca, demuestre la validez general de las EC.(2-39).

EJERCICIO (2-28): Muestre que en el tiro parabólico la trayectoria de la
partícula puede escribirse en la forma:

f(í) =[vqí cos^o]"k +[vflí sen "X ^]uj
(i) Calculelacorrespondientecoordenada cilindrica p(t) respecto del mismo ori

gen de coordenadas, y constmya la gráfica correspondiente p vs.t. (supon
ga, (p(0)= 35 y V = 100 m/s).

(ii) Calcule <p(t) y construya la gráfica correspondiente.

(iii) Calcule laforma general deaj/t),a/t) y deR(0,y construya lascorrespon
dientes gráficas.

(iv) Construyaunagráfica delvalordelradiodecurvaturaen función de la posi
ciónhorizontal, esto es, R(x).

EJERCICIO (2-29): La trayectoriade una partícula está representada por la
ecuación de la posición,

COPf(í) =[i? sen +[/? eos ¿yíjüj

Las cantidades/{,(O y P son constantes.

u.

(i) ¿Qué tipo de movimiento describe lapartjcula? (Construya las proyecciones
de latrayectoria en losplanos (X,Y) y (Y,Z), y a partir de ellas explique su
respuesta; tome/2/P=2). Explique el significado de los parámetros R. co y P.

(ii) A partirde las transformacionesa coordenadas esféricas, obtenga las expre
siones correspondientes pararft), B(t) y (p(t) y dibuje las correspondientes
gráficas en función del tiempo.

/íl
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(iii) Obtenga las expresiones peira las aceleraciones total, tangencial y normal y
dibuje las correspondientes gráficas en función del tiempo. Discuta sus res
puestas en función del parámetro/*.

(iv) Responda, para el Radio de Curvatura, los mismos interrogantes que para la
aceleración.

EJERCICIO (2-30): LaPRIMERA VELOCIDAD CÓSMICA esaquella con
la cual es preciso lanzar un proyectil, tangente a la superficie terrestre, para que no
caigay quedegirando alrededordelatierra (odecualquierotroplaneta segúnelcaso).
¿Cuánto valedichavelocidad paralaTierra y paralaLuna?. Encadacaso,calculeel
tiempoque tardaríaun proyectillanzadoconestavelocidad en dar lavueltaal corres
pondiente planeta. (Observe quesencillamente setrata deunmovimiento circularenel
cualel radiode curvaturaesel delplanetay laaceleración normal es lacorrespondien
te aceleración gravitacional en la superficie.

EJERCICIO (2-31): Resuelva losmismos interrogantes delosEJ.(2-28) y (2-
29), para el caso de una partícula cuya trayectoria est dada por.

r(t)= R sendif+
Cút

n

-i-[/?cos¿Br]üj

Las cantidades co y /? son parámetrosconstantesde la trayectoria.

2.4.4. Trayectoria y movimiento unidimensional equivalente

Hasta ahora se ha podido demostrar que el problema del movi
miento de una partícula en el espacio puede solucionarse con preci
sión absoluta; la trayectoria de la partícula puede reconstruirse a
partir de las correspondientes funciones x(t), y(t) y z(t), pues las
tres determinan, para cualquier instante t, un punto en el espacio y t
varía continua y uniformemente. El problema puede visualizarse, sin
embargo, de otra manera; así por ejemplo, es posible hablar de la
trayectoria, la «Ruta», de la buseta Z3, sin necesidad de hacer
rencia alguna a tal o cual buseta que recorre dicha ruta, o a la hora de
salida o llegada, tampoco a las paradas o a su velocidad. Esto es,
suponemos que siempre será posible conocer la geometría de la tra
yectoria, de la curva a que se refiere la DEF.(l-5). Que esto es siem
pre posible es lo que se propone en el siguiente Lema.

LEMA(2-10): La geometría de la trayectoria de una partícu
la en el espacio es una curva, z=f(x,y), donde el dominio de la
función está limitado a una relación de la forma y=g(x): la
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forma paramétrica está dada en función del tiempo por el
vector que representa la posición de la partícula, r(í)

DEMOSTRACIÓN: Más que un teorema de la Mecánica, se trata
realmente de un teorema del cálculo vectorial. La demostración que
nos concierne se fundamenta en el carácter analítico y univaluado
de las funciones x(t), y(t) y z(t), así como también en el hecho de que
es siempre posible obtener tales funciones, cumplidos ciertos re
querimientos sobre mediciones experimentales, a partir del cono
cimiento de la aceleración a(í) . En estas condiciones, para el caso
bidimensional, se tendrá:

^=f {f^continua, univaluada =>3t =f~^ {x^continua
3y =gj/-' (;c)] <=> 3y =g{x\contínua

Para el caso tridimensional se parte del principio de que, adicio
nal a loanterior, estambién posible, a partirde la expresiónparámétrica,
eliminar t a partir de dos de ellas. Supongamos que, por ejemplo, de
las ecuaciones paramétficas para x e y se obtiene para el tiempo:

t = l(x,y)

Con este valor en la ecuación paramétrica z(t) se obtiene:

2(t) = z[l(x,y)] <=> r = f(x,y)

Por cuanto adicionalmente en el plano (X^Y) es válido lo ini-
cialmente encontrado para el caso bidimensional, es decir la rela
ción y=g(x), se obtiene que la expresión final para z es la ecuación
geométrica de una curva en el espacio, dada por:

= f(x,y) = f(x.g(x))

Esta expresión complementa la demostración del Lema pro-
puesto'"^^

La demostración anterior puede realizarse también recordando
que una curva en el espacio es siempre la intersección de dos super-

Sobre el particular, ver: T.M. APOSTOL, «Calculus». V0I..I, Blaisdel Pub. Co.,
N.Y., 1962, Cap.VI, pp 285/316. Ver también N. PISKUNOV, op. cit. pp 314/316.
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ficies; Sería necesario demostrar que a partir de las ecuaciones
paramétricas para las coordenadas es posible obtener por lo menos
dos superficies; la intersección de estas superficies es la curva que
representa la trayectoria de nuestra partícula. La demostración con
creta queda como ejercicio para el lector.

EJERCICIO (2-32): (i) Determinar la Geometría de la trayectoria paramétrica
en el EJ.(2-28). (ii) Utilizando las correspondientes transformaciones a coordenadas
polares, exprese también en este sistema la correspondiente ecuación de la geometría,
f(p,tp)=0.

SOLUCION: De la expresión para f (í), tomamos la coordenada x(t);

JC
x{t)= VqÍCOS^o => í =

Vq COS^lo

Llevando esta expresión a la función y(t), se obtiene:

.2

y{t) = tan(p^— ^
2vo cos^o

gx

Esta expresión corresponde a la ecuación de una par bola,

(ii) Se deja esta parte como ejercicio al lector.

EJERCICIO (2-33): Resuelva losmismos interrogantes delejercicio anterior
paralacurva paramétricadel EJ.(2-29). Construya lagráficax(y) paravalores tales que
0¿y¿4nR..

EJERCICIO (2-34): Para la trayectoriaparamétricadel EJ.(2-29), encuentre
lasproyecciones de la trayectoria enlosplanos (X,Y), (Y,Z) y (Z,X), yconstruya las
gráficas correspondientes para cuando 3P

Un segundo punto relacionado con la «Trayectoria» se refiere
al aspecto que toca exclusivamente con el movimiento de la partí
cula a lo largo de la misma, independientemente de su geometría
particular. Se trata de suponer que dicha geometría está previamente
definida; en este sentido es preciso responder preguntas acerca de
la distancia recorrida a lo largo de la trayectoria (o longitud de la
trayectoria), la rapidez del movimiento o las variaciones de dicha
rapidez. Para responder tales interrogantes primeramente se de
muestra el siguiente Lema:
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LEMA(2-11): Si se conoce la aceleración tangencial de una
partícula, a^t'), para un conjunto de valores t'^[t^, tj, don
de el conjunto puede ser discreto o denso, entonces es siem
pre posible conocer la Rapidez de la partícula, v(t). para
cualquier instante íe/í,, tJ, si previamente se ha realizado
una medida de la rapidez, v(tj, para algún valor de
tJ-

DEMOSTRACIÓN; La demostración sigue el mismo procedi
miento empleado en los LEMAS(2-1) a (2-4), por lo que no se con
sidera necesario reescribirlos; no representa complicación alguna
mostrar que el resultado será:

t

v(í)= v(ío) + (2-40)

LEMA(2-12): Si se conoce la Rapidez de una partícula Mate
rial, v(tj, para todo instante t' de un conjunto de valores, dis
creto o denso, í'e/if,, tJ, entonces es siempre posible conocer la
Longitud total de la Trayectoria recorrida por la partícula en
un intervalo de tiempo cualquiera definido por cualquier par
de valores de tiempo en el conjunto dado, [t, tJ <=. /í,, tJ, siendo
í, el instante de referencia a partir del cual se pretende medir la
longitud de la trayectoria que recorre la partícula.

DEM.: Sea P el punto de referencia en el cual se encuentra la
partícula en el instante t^. Sea t'&Jt^, tJ ; entre t' y t'+At, para Ai
pequeño, el «Elemento de Trayectoria», de conformidad con la
DEF.(2-15), puede representarse por un «arco» dado por,

AS = v(t') Ai.

Si el intervalo [t, tJ para algún par de valores i y i^, se ha subdividi-
do en un numero arbitrario de subintervalos Ai^, 2,..,r£n. tales que

r

2^(Aí), =í-í
k=l

Entonces la Longitud de la Trayectoria recorrida por la partícula
en dicho intervalo, de conformidad con la EC.(2-31) será:

^^1!, =¿Ktk)Aí,=jv(i'yí'
k=I .1

(2-41)
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A partir de esta expresión es posible también calcular los pun
tos sobre la trayectoria en que la partícula se encuentra en un instan
te dado; ello exige adicionalmente, conocer el punto en que se
encuentra en un determinado instante de tiempo conocido. Este úl
timo caso es completamente equivalente al ya resuelto problema de
la determinabilidad de la posición en un movimiento rectilíneo. Es
ésta la razón por la cual las expresiones (2-40) y (2-41) se conocen
como las del Movimiento Unidimensional Equivalente.

FLUJO DE INFORMACION EN CINEMATICA

w

«(t)

Figura 2-11

F(t)

MEDICIONES
EXPERIMENTALES

FLUJO DE
INFORMACION
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Todo lo visto hasta este punto es posible resumirlo en el diagrama
de flujo que se muestra en la FIG.(2-11), el cual nos da una idea de lo
que es posible conocer respecto de la Cinemática de una Partícula
Material, así como también las mediciones experimentales que es pre
ciso realizar en algunos casos. En general, existen dos tipos de proble
mas diferentes asociados al estudio del movimiento de una partícula:

(a) Conocemos las variaciones del estado de movimiento y ello
nos permite, previas algunas mediciones, conocer, hacia pasa
do y futuro, la historia de la partícula; esto es, su Trayectoria,
por lo menos durante el mismo lapso durante el cual se cono
cen las variaciones en el estado de movimiento (o sea, como se
verá posteriormente, las acciones externas sobre la partícula
causadas por las restantes en el «universo»). Esta capacidad que
se tiene de predecir y saber hacia pasado y futuro la historia de
la partícula, es lo que comúnmente se denomina el Carácter
Determinista de la Mecánica.

(b) De otra parte, el problema inverso, según el cual si conoce
mos la trayectoria de la partícula, siempre será posible co
nocer en cada instante las variaciones que dicha partícula ha
tenido (y tendrá, si es del caso) en su estado de movimiento
(o sea, ¡las acciones externas sobre ella!). Como se verá pos
teriormente, fue este el problema resuelto por Newton, para
quien eran conocidas las trayectorias de los planetas, a par
tir de las cuales pudo encontrar la conocida Ley Universal
de Gravitación, para lo cual debió suponer que las variacio
nes encontradas en el estado de movimiento de los planetas
eran consecuencia directa de la acción exterior que sobre
ellos, en primera aproximación, ejerce el Sol.

EJERCICIO (2-35) La posición de una partícula está representada, en coor
denadas cartesianas, por el vector:

f(o=4e""* eos ú)t, sen cot,t/^)

R,(üy'%son constantesconocidas, (a) Calcule los valores correspondientes para
la velocidady la aceleración,(b) Calcule las expresiones para la rapidez y la acelera
ción tangencial, (c) ¿Cuáles serían las expresiones para la aceleración normal y el radio
de curvatura de la trayectoria? (d) Estudie la geometría de la trayectoria en los planos
(X,Y), (Y,Z)y (Z,X). (e) ¿Qué puede decir acerca de los valores de las distintas cantida
des calculadas para cuando t -t» oo?
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2.5. NOCIONES ELEMENTALES SOBRE RELATIVIDAD

Hasta el momento, al desarrollar la teoría del movimiento de una
partícula en una dimensión o en el espacio euclidiano tridimensional,
se ha partido del supuesto de la existencia de un sistema de referen
cia inercial; esto es, aquel en el cual el estado natural de movimien
to de una partícula, es el rectilíneo y uniforme, aseveración que, como
se verá posteriormente, constituye el primer postulado de Newton.
Caso particular de lo dicho es, naturalmente, el estado de reposo. La
experiencia diaria, sin embargo, continuamente nos muestra cuan di
fícil es «medir» o determinar el reposo, si es que en realidad existe
como Newton lo asegura al momento de caracterizar su espacio ab
soluto e inmóvil. Lo cierto es que hay situaciones y resultados ex
perimentales que no nos permiten decidir si realmente nuestro
sistema-de referencia se halla o no en reposo, resultado que
«relativisa» las aseveraciones que en el mismo sentido hagamos del
estado de movimiento de otros sistemas de referencia. De lo que sí
podemos estar seguros es del carácter de la Velocidad Relativa en
tre dos sistemas de referencia, y si ésta es o no uniforme y rectilínea.
Este aspecto es el que realmen
te importa para la Invariabili-
dad de las Leyes de la Física.

Así por ejemplo, si cuando
viajamos en un tren, el cual res
pecto de la tierra se desplaza con
movimiento rectilíneo y unifor
me, se nos cae al piso algún ob
jeto, al parecer del viajero el
mencionado objeto al caer rea
liza una «Caída Libre» y conse
cuentemente una trayectoria
rectilínea respecto del. sistema
de referencia fijo en el tren.

y Y' p

—ut—* —• M
U yY

•* / /
V A

/
/ p

*——• r'
0

Xp ^ X

Otra cosa muy distinta ob
serva quien se halla en un siste
ma de referencia fijo a la tierra, en la estación, por ejemplo. Este
observador detecta que el objeto que cae realiza una trayectoria
parabólica. Sin embargo, si uno y otro pretenden establecer la co
rrespondiente ley de movimiento, esto es, la de la caída de los cuer
pos, la correspondiente relación de causalidad, ambos llegan a la
misma conclusión: la ley de acción de la tierra sobre el cuerpo que

Figura 2-12
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cae. La teoría de la relatividad estudia justamente situaciones como
la anteriormente descrita; más exactamente, trata de dar respuesta
al interrogante relacionado con las condiciones bajo las cuales las
leyes de la física, en particular las que describen el movimiento de
los cuerpos, no cambian; esto es, permanecen invariantes bajo
traslaciones del sistema de referencia.

Consideremos dos sistemas de referencia, O y O', el segundo
de los cuales se desplaza respecto del primero con una velocidad i?,
la cual, para el caso de interés presente, se supondrá constante y
paralela al eje X. Se supone además que en un determinado instante,
que será t=0, los dos sistemas de referencia coinciden y sus ejes
se mantienen paralelos entre si. Sean (x,y,z) y (x '.y ',z') las coorde
nadas cartesianas de una partícula vista desde los sistemas O y O'
respectivamente, tal como puede observarse en la FIG.(2-12). Si las
leyes de movimiento son las mismas en ambos sistemas, la coorde
nada jc' calculada desde Oy x calculada desde 0\ deben obedecer la
misma ley de transformación, excepción hecha del signo que en uno
y otro sistema corresponde a la velocidad "u. Esta afirmación se co
noce como Primer Postulado de la Teoría Especial de la Relatividad',
se dice que entre O y O'' realizamos una Transformación Inercial
(u=Cte). En estas condiciones, se tendrá:

x'= 8(u^)[x-ut]

(2-42)

S{u ) es una función de transformación que se deduce al aplicar
las condiciones de invariancia a las leyes de la física, y que por si
metría de las EC.(2-42), se espera que no dependa del signo (direc
ción) de u. A partir de estas expresiones se obtiene:

La velocidad de la partícula, medida en el sistema O', puede cal
cularse a partir de esta expresión, para obtener:

dt
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Por otro lado, a partir de la primera de las EC.(2-42), se obtiene:

dt v'.

dt' 5(m")(v^-w)

Llevando esta expresión a la correspondiente para v^', tras algu
nas factorizaciones algebraicas, se obtiene:

V =

V -M

(2-43)

Por cuanto no hay traslación del sistema O' respecto de O en
direcciones 'Y' o 'Z', puede escribirse;

y = >"

z'= 2
(2-44)

No es difícil demostrar entonces que, para la velocidad de la
partícula en direcciones Y y Z, se cumplen las ecuaciones de trans
formación siguientes:

(¿)
V .. = (a)

(2-45)

V . =
H)

[¿-'IH + 1 (b)

Finalmente, para la transformación del tiempo, recordando que
en t=0 los dos sistemas de referencia coinciden, a partir de las EC.(2-
42) se demuestra fácilmente que.

/•=5(m-)N1 +
5'

-1
(2-46)
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Las EC.(2-42) Y (2-44) para la posición de la partícula, (2-43) y
(2-45) para las componentes de la velocidad y (2-46) para el tiem
po, representan la forma general de una transformación, pero nada
nos dicen acerca de la forma del parámetro '5*, salvo la suposición
que se hace sobre su dependencia cuadrática de la velocidad; más
exactamente, su independencia del signo de Como anteriormente
se dijo, la forma de esta función de la velocidad esta asociada al tipo
de leyes físicas que pretendemos se mantengan invariantes al hacer
la correspondiente transformación.

El caso más elemental de transformación, no por ello de poca
importancia, lo constituyen las denominadas Transformaciones
Galileanas, que implícitamente suponen la invariancia del tiempo;
dicho en otras palabras, parten de su carácter absoluto, independiente
de los fenómenos y del sistema de referencia que se emplee para
describirlos, caráter que Newton acoge y defiende. En este orden
de ideas, se debe tener.

t= f (2-47)

Esto implica, de acuerdo con la EC.(2-46), que la función de
transformación debe ser independiente de la velocidad u e igual a la
unidad; por tanto:

6 = /

Como consecuencia, llevando este resultado a las EC.(2-42) a
(2-46), se obtiene para la transformación de coordenadas:

X = X ut

y = y

Igualmente, para las velocidades se obtiene:

V _ = V - u

V = V
y y

v^= V

(2-48)

(2-49)

Dadas estas transformaciones, se encuentra que la aceleración
de una partícula en los sistemas de referencia O y O' será:
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(2-50)

En el caso particular que la velocidad í sea constante, se tendrá:

á=á (2-50')

En conclusión la aceleración es invariante bajo una transforma
ción galileana ( u = cte). Como se verá posteriormente, gracias a
esta invariancia Newton supone que la aceleración es una medida
de la interacción entre partículas, efecto éste eminentemente diná
mico e independiente del espacio y tiempo en el cual se describe; la
ley (postulado) que así lo establece se conoce como el Segundo
Postulado de la Mecánica de Newton.

Volviendo al ejemplo inicial de la caída de un objeto al piso^ del
tren, por cuanto la velocidad con la cual éste se desplaza es rectilínea
y uniforme, la «Ley de la Interacción entre el Objeto y la Tierra»,
que tanto el pasajero como quien se encuentra en la estación dedu
cen a partir de la caída del objeto en el tren será la misma (la acele
ración gravitacionl, para distancias cercanas a la superficie de la
tierra, es constante y numéricamente iguala 9,86 m/s^ ).

Un aspecto importante de la discusión a seguir, es si las trans
formaciones de Galileo, que mantienen la invariancia de las leyes
de la mecánica, dejan también invariantes otras leyes de la naturale
za, tal el caso, por ejemplo, de las leyes de la Electrodinámica, o si
hay Transformaciones más generales que garantizan la invariancia
de unas y otras simultáneamente. La respuesta es negativa, en el sen
tido de que las leyes del electromagnetismo no son invariantes bajo
transformaciones galileanas; positivamente se responde, sin embar
go, en el sentido de que sí existen leyes de transformación que per
miten mantener la invariancia simultánea de las leyes de la mecánica
y las de la electrodinámica. Tales transformaciones se conocen como
Transformaciones de Lorentz y Poincaré^ '̂*^. Hay que decir, sin em
bargo, que la Mecánica que obedece tales leyes de invariancia no
supone, como lo hace la Mecánica Newtoniana, que el tiempo es

L.PierceWILLIAMS: <rZ,a Teoría Especia!delaRelatividad», Alianza Universidad # 62,
Madrid, 1968 pp 46/50.
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absoluto, y por consiguiente también su medida independiente del
sistema de referencia; en la nueva mecánica de la que se estaría ha
blando, lo que existe como «absoluto» es un tope máximo para las
velocidades, la velocidad de las ondas electromagnéticas en el va
cío. Este es uno de los Postulados de la Teoría Especial de la
Relatividad, propuesta por Albert Einstein en 1905''^'; la importan
cia del estudio de las leyes del movimiento dentro de esta nueva
formulación es lo suficientemente extensa, y de indudable impor
tancia e influencia en todo el campo de la ciencia moderna, como
para pretender reducirla a solamente un capitulo en un texto de Me
cánica Newtoniana. La Teoría de la Relatividad constituye por si
misma un nuevo campo de estudio; de hecho es una formulación
diferente del problema del movimiento de los cuerpos, la cual se
sale de los marcos del presente trabajo''®'.

EJERCICIO (2-36): Suponiendo que la velocidad de la onda electromagné
tica en el vacío, c, es una constante universal (es la misma, no importa desde que
Sistema de Referencia Inercial se mida), encuentre las expresiones correspondientes a
lastransfonnaciones de Lorentz y Poincaré a partir de las EC.(2-43) a (2-46).

EJERCICIO (2-37): Consecuencia directa de la aplicación de las transfor
maciones arriba encontradas son las denominadas Contracción de Longitudes y Dila
tacióndel Tiempo; esto es, las mediciones de longitud y duración (recordemos que
según Newton éstas son las que él llama medidas relativas en el espacio y tiempo
absolutos respectivamente) dependen del sistema de referencia desde donde se mi
dan.Conun pocode consulta bibliográfica no es difícil encontrar las expresiones que
permitenconfirmar lo anteriormente asegurado. ¿Cuáles son las correspondientes ex
presiones para longitud y duración en dos sistemas de referencia que se desplazan
uno respecto del otro con velocidad uniforme y rectilínea, cuando se asume el carácter
absoluto de la velocidad de la luz?

Albert EINSTEIN: wSo6/-£f la electrodinámica de cuerpos en movimiento», Annalcn der
Physik, 18,891/921 (1905). Al parecer el titulo original de la conferencia de presentación
pública de la teoría fue.- «Ist die Trálu'gkeit eines Kórpers von seinem Energieinhalt
abhángig?» (¿Dependela inerciade un cueipo de su cantidad de energía?). Citado por L.
P.WILLIAMS, op. cit., pp 61/67. Vale la pena resaltar que en el mismo número de la
mencionada revi.sta aparecieron otras dos contribuciones del autor: el primero de ellos
relacionado con el «Movimiento Browniano». el segundo con la aplicación de la teoría
cuántica al estudio del «Efecto Fotoeléctrico»

Una visión más amplia sobre los conceptos de Relatividad puede leerse en: Benjamín
CALVO: «Apuntes breves sobre Relatividad». Cuestiones de Física (Soc. Col. de Física),
4. I /2.3 (1979) y 4,3/4.3 (1979).

Capitulo III

DINÁMICA DE UNA PARTÍCULA

3.1. INTRODUCCIÓN

Como ya en el anterior capitulo se hizo notar, conociendo las de
rivadas de orden superior de la posición de la partícula en todo ins
tante, y previo un apropiado número de mediciones de las derivadas
de orden inferior, será posible conocer la posición de la partícula en
cualquier instante, siempre y cuando este valor de tiempo esté com
prendido en el rango de valores en que se conoce la «derivada» de
máximo orden. Sin embargo, hemos suspendido nuestro análisis en
la aceleración; la razón para ello está en la suposición de que para tana
partícula cualquiera esta cantidad, que hasta el momento ha tenido
para nosotros un carácter eminentemente geométrico, cinemático,
está determinada por características esencialmente dinámicas, de
rivadas de la interacción de la partícula con el medio exterior a ella;
más exactamente, con otras partículas.

La DINÁMICA será entonces la rama de la mecánica que, a par
tir del estudio y conocimiento de las acciones que el medio exterior
ejerce sobre la partícula, determina los valores de la aceleración, a(í),
y a partir de ellos determina su trayectoria, ?(/)• Sin embargo, la DI
NÁMICA resuelve también el problema inverso; vale decir, permite
conocer el tipo de acciones extemas sobre la partícula a partir de la
información existente sobre su trayectoria; recordemos sobre el par
ticular que fue a partir del conocimiento de las trayectorias de los
planetas, contenido en los estudios realizados por Kepler, que Newton,
utilizando las «Leyes» y «Postulados» de la Dinámica por él mismo
desarrollada, pudo establecer la Ley de Gravitación Universal.

¿Cuáles son, entonces esos Postulados y esas Leyes que
permiten finalmente resolver el problema del movimiento de una
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partícula? Es lo que se pretende desarrollar en el presente capítulo.
Correspondió a Isaac Newton, hace ya algo más de trescientos años,
acertar con la solución del problema, magistralmente presentada en
su obra, originalmente escrita en latín, «PHILOSOPHIAE NATU-
RALIS PRINCIPIA MATHEMATICA», la cual contiene justamente
esos Postulados y Leyes a que hemos hecho referencia, y cuya vali
dez, como también ya fue mencionado, el mismo Newton corrobora
con su posterior estudio sobre el movimiento de los planetas, inti
tulado SISTEMA MUNDI. Insistir en el estudio de la Mecánica, si
guiendo básicamente los lineamientos trazados por Newton, no es
solamente un «capricho curricular», sino un sano ejercicio pedagó
gico que nos permite acercamos, con la rigurosidad del método cien
tífico y deductivo, en forma sencilla al estudio de los problemas de
la naturaleza.

3.2. POSTULADOS DE NEWTON

Tal vez valga la pena aclarar, que aun cuando conocidos como
«de Newton» no quiere ello decir que los Postulados a que hare
mos referencia hayan sido necesariamente por primera vez enun
ciados por él. No es la labor del científico, contrariamente a lo
que comúnmente se cree, estar permanentemente en el plano del
«invento», de la formulación de cosas necesariamente nuevas,
mágicas, sin historia o desconectadas del continuo y metódico
proceso de elaboración del conocimiento; un Científico no es
quien parte del hecho simple de considerar que lo que otros ha
cen, por distintos métodos y con diferentes motivaciones, nada
vale por cuanto lo único importante es lo que él personalmente
realiza; por el contrario, es quien está en capacidad de compren
der lo elaborado y de asimilar su importancia; de desechar lo su
perfino o redundante y extraer lo esencial y útil al emprender la
solución de los nuevos problemas que la ciencia plantea y preten
de solucionar. En el proceso de la formulación de las grandes teo
rías científicas, y la de Isaac Newton merece ciertamente este
apelativo, siempre se encuentra un previo desarrollo de teorías,
más o menos limitadas, pero que necesariamente dan explicación
a los fenómenos conocidos; así mismo, se presentan descubri
mientos nuevos que en alguna forma limitan dichas teorías, cuan
do no incluso aparentemente las contradicen. Cualquier hueva
formulación que se construya deberá no solamente dar explica
ción satisfactoria a los nuevos fenómenos, sino que tendrá que
estar en capacidad de explicar lo ya explicado por las anteriores
teorías; en este sentido, la «Nueva Teoría» es fundamentalmente
una síntesis del conocimiento existente al momento de su
formulación.
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La Historia de la Ciencia abunda en ejemplos de este proceder;
en el caso particular de la Mecánica bien vale la pena citar la transi
ción de la tesis Geocéntrica sobre la estructura del universo, sosteni
da, entre otros, por Ticho Brahe y Ptolomeo, a la formulación
Heliocéntrica de Copémico y Kepler; En particular, Copémico en su
obra «De Revoíutionibus libri sex», en el capítulo VII, «Por qué los
antiguos pensaron que la tierra estaba inmóvil en medio del mun
do como si fuera su centro», y en el capítulo VIII, «Solución de di
chas razones y su insuficiencia», pone en el centro de la discusión
la polémica acerca de la validez de la concepción geocéntrica del imi-
verso enfrentándola a su argumento central que, aun cuando mantiene
la idea aristotélica de la perfección del universo basada en las «Esfe
ras Celestes», postula que éstas estarían centradas en el sol y no en la
tierra, pues ello finalmente le permite simplificar los movimientos
de los astros, los que girarían alrededor del sol en trayectorias natu
rales, esto es, circulares. Dice sobre el particular textualmente
Copémico en el Cap.IX de su Obra''

«En consecuencia, como nada impide la movilidad de la
tierra, pienso que ahora hay que ver si le convienen va
rios movimientos, de modo que pueda considerarse uno
de los astros errantes. Pues, que no es el centro de todas
las revoluciones, lo manifiestan el aparente movimiento
irregular de las errantes y sus distancias variables a la
tierra, que no pueden entenderse mediante un círculo
homocéntrico sobre la tierra. Luego, si existen varios cen
tros, cualquiera podría dudar, no temerariamente, del cen
tro del mundo, sobre si realmente lo es el centro de
gravedad terrestre u otro...»

3.2.1. Primer postulado: concepto de la inercia

Teniendo en mente las anteriores observaciones, procuraremos
desarrollar la Dinámica de una Partícula a partir de los postulados
sentados por Newton, aceptando su concepción inicial, salvo que
nuestra propia argumentación nos exija reformular todo o parte de
alguno de los planteamientos originales.

POSTULADO 1°: Toda partícula material persevera en su
estado de reposo o de movimiento uniforme en línea recta,
salvo que se vea forzada a cambiar ese estado por acción de
una fuerza impresa.

Nicolás COPERNICO: «Sobre las revoluciones (de los cuerpos celestes)». Editorial Tecnos,
Madrid, 1987, pp 24/29.
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Una primera observación acerca de la redacción de este Postu
lado es que en realidad en la obra de Newton no se habla de Partí
cula Material sino de Cuerpot^'. Sin embargo, entenderemos eti
lo sucesivo que la referencia a «Cuerpo» que Newton hace en la
introducción de los postulados, se asocia realmente al concepto de
Partícula Material contenido en nuestra DEF.(l-6).

Mucho se ha discutido sobre las implicaciones de este postulado,
también conocido como el Principio o Ley de Inercia de Galileo,
pues fue este último quien en sus estudios sobre el movimiento uni-
fonne lo estableció como una de las leyes fundamentales del movi
miento de los cuerpos, cuidadosamente deducida a partir de
consecuentes observaciones experimentales'^'

Ahora bien, la «Ley de Inercia», en la obra de Newton, no tiene
realmente el sentido de una «Ley», si por ello entendemos algo que
debe ser deducido o demostrado, vale decir, el sentido de un «Teore
ma». Por el contrario, tiene el carácter de un Axioma, de una verdad
que aceptamos como tal y que no necesita ser demostrada. En este
orden de ideas, lo que realmente está postulándose no es otra cosa
que la existencia de un movimiento natural de los cuerpos, y este mo
vimiento natural, contrariamente a las tesis de Aristóteles, no es otro
que el Movimiento rectilíneo Uniforme e Indefinido.

lo anterior con lo previamente establecido en laEF.(1-3) y en la DEF.(2-9) de los capítulos precedentes, encontra
mos que implícitamente el postulado establece la existencia de un Sis-
ema de Referencia en el cual se cumple que Reposo y Movimiento

rec 1meo Uniforme pueden situarse en pie de igualdad y en el cual,
a icionalmente, el estado de movimiento natural de una partícula tiene
arac er indefinido. Tal Sistema de Referencia lo denominamos Siste

ma Inercial o Galileano.

laH llama la atención la referencia que el Primer Postu-. ?, concepto de Fuerza; aceptamos que hay aquí una defi-icion intuitiva, entendiéndola en un sentido muy general como
aque o que permitiría cambiar el Estado de Movimiento de una Par-

Isa^ NEWTON: «Príncipios matemáticos de ¡a Filosofía Natural -Sistema delMundo»,
Editora Nacional, Madrid, 1982, pg655.

Galileo GALILEI: «ConsideracionesyDemostraciones matemáticassobredosNuevas
Ciencias», Jomada tercera: «Sobre elMovimiento Local», Editora Nacional,Madrid, 1976
pp 265/275.
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tícula Material y que, en cuanto tal, es exterior a la partícula misma;
pero nada nos dice acerca de la forma en que puede generar dicho
cambio.

3.2.2. Segundo postulado: ley de causalidad

Vale la pena aclarar que en la obra de Newton, previamente a la
introducción de los postulados, se proponen una serie de definicio
nes, entre otras las de Cantidad de Movimiento y Fuerza Impresa,
numeradas respectivamente como Definición II y IV. Tales conceptos
son para nuestro objetivo también de capital importancia, por ello las
incluimos como parte de nuestro estudio tal como fueron redactadas
en los «Principia».

DEF.(3-1): La CANTIDAD DE MOVIMIENTO es la medida del
mismo, surgida de la velocidad y la inercia conjuntamente.

Como lo hemos establecido en nuestras DEF.(l-4), y (1-7),
simplificadamente podemos definir la Cantidad de Movimiento como
un vector, el cual asocia las propiedades geométrica y dinámica fun
damentales de la partícula;

P = mv (3-1)

Recordemos que la velocidad es, como lo sugiere la DEF.(3-1), la
medida del movimiento, así como también la masa, /n, es la medida de
la Inercia. En este sentido hay un cambio respecto de la original defi
nición dada en los Principia, pues allí se habla de Cantidad de Mate
ria en lugar de Inercia', sobre el particular remitimos al lector a la
argumentación dada en el CARI.

DEF.(3-2): La FUERZA IMPRESA es una acción ejercida'so
bre una partícula (cuerpo...) para cambiar su estado, bien sea
de reposo o de movimiento uniforme en línea recta.

Esta definición corrobora lo anteriormente expuesto referente
a la redacción del primer postulado.

POSTULADO 2°: El cambio (de la cantidad ) de movimiento
es proporcional a la fuerza motriz impresa, y se hace en la
dirección de la línea recta en la que se imprime dicha fuerza.
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Este postulado se conoce también como Ley Fundamental de la
Dinámica, en cuanto que establece la relación Causa - Efecto, enten
dida la primera como la «fuerza motriz impresa» y el efecto como el
«cambio en la cantidad de movimiento». Si lo expresamos en otra
forma, podemos decir que el enunciado de este postulado encierra el
conocido Principio (Ley) de Causalidad tal como se presenta en la
Dinámica. El Sistema Físico particular que estamos considerando es
la Partícula Material, y de ella una de sus propiedades dinámicas, la
Cantidad de Movimiento (la única que hasta ahora le hemos defini
do) solamente puede cambiar por causa de una acción exterior, la
FuerzaImpresa, o «Fuerza motriz impresa» en las palabras de Newton.

El lector se preguntará, y con justeza, si esta aseveración no es la
misma que anteriormente se hizo en la discusión del primer postula
do, y en cuanto tal podría llegarse a pensar que este segundo Postula
do estaría contenido en el primero. Observemos, sin embargo, que el
Segundo Postulado, más que asegurar que el cambio en la Cantidad de
Movimiento, p, se debe a la acción de la Fuerza Impresa, jp, lo que
ciertamente ya se dijo en el enunciado del Primero, nos dice concre
tamente en qué forma especifica se realiza dicho cambio: proporcio
nal a la fuerza, y en la dirección en que ella actúa. Si llamamos Ap, el
cambio en la cantidad de movimiento, abreviadamente podemos es
cribir el segundo postulado en la forma.

Foc Ap (3-2)

Claramente esta expresión contiene las dos partes de que consta
el emmciado del Postulado: la proporcionalidad entre la fuerza y el
cambio en la cantidad de movimiento; más exactamente, nos dice que
este relación es 'lineal'; adicionalmente establece la direccionalidad
del cambio, contenida en el carácter vectorial de la expresión.

. punto de la discusión, no solamente sabemos lo que es
Movimiento, sino que sabemos exactamente comomedirla. No sucede lo mismo con la Fuerza, que sabemos qué es, pero

no sabemos como medirla; esto es, no tenemos una definición opera-
cional de Fuerza. Teniendo en cuenta que los cambios de las propie
dades físicas podemos medirlos en el transcurso del tiempo, podemos
perfectamente utilizar la EC.(3-2) para generar una relación opera-
cional que nos permite Medir, Calibrar, una fuerza. En expresión aná
loga a la EC.(2-2), pero con carácter operacional, puede definirse::

'^->0 At dt

(3-3)
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La introducción del proceso de límite se asocia a la precisión
absoluta con la cual, en principio puede medirse Ap o la duración que
tarda dicho cambio, esto es, el intervalo de tiempo Af. Adicionalmente,
para p una función (vectorial) analítica, la expresión a la derecha nos
dice que es posible calcular p a partir de la derivada de la función
p(0-

Conviene aclarar que en la redacción original de Newton, se ha
bla del ...cambio de movimiento... en lugar del ...cambio de la can
tidad de movimiento... razón por la cual hemos incluido lo diferente
entre paréntesis en nuestro enunciado del segundo postulado. Cuan
do nos referimos a una partícula, operacionalmente esta diferencia
no conlleva variación alguna, en cuanto que, tal como lo hemos de
finido (DEF.(l-7)), la masa permanece inalterable. Es por ello que
comúnmente se encuentra la expresión siguiente:

F = mF
(3-4)

Esta expresión es equivalente al Segundo Postulado. Sin ern-
bargo, la EC.(3-4) tiene más un sentido cinemático, que permitiría
diferentes interpretaciones, una de ellas, muy extendida por cierto,
la de que la masa m de la partícula en esta última expresión no seria
más que un coeficiente de proporcionalidad entre la aceleración y
la fuerza; en otras palabras, podría interpretarse simplemente como
un factor de escala, y en cuanto tal su valor podría reducirse a un
esquema de medición operacional. Esta visión, de hecho defendida
por no pocos e ilustres estudiosos de la mecánica como MACH'"*' y
HERTZ'®', no satisface plenamente nuestro planteamiento, en el sen
tido de diferenciar las propiedades físicas del sistema y sus
interacciones (la Inercia, la Cantidad de Movimiento, o la Fuerza)
de las definiciones cinemáticas que utilizamos para medir o descri
bir el movimiento. En este sentido, aceptamos la EC.(3-2) como la
más precisa interpretación operacional del enunciado del Segundo
Postulado.

Para poder Medir una fuerza de acuerdo con la EC.(3-3) o con
la EC.(3-4), es preciso estar en capacidad de medir la Masa de la
partícula. Para ello debemos contar con un patrón universalmente
aceptado y una apropiada unidad de medida, que introducimos me
diante las siguientes definiciones:

Emst MACH: «Thescienceofmechattics», TheopenCourtPub.Co., LaSalle,IlUnois,
1960.

Heinrích HERTZ: «Classical Mechantes», op. cit. Cap. I.
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DEF.(3-3): EL PATRÓN DE MASA es medida de la inercia
contenida en un isótopo de carbono, C

DEF,(3-4): EL KILOGRAMO es ¡a unidad de medi^^ón de masa
(inercia), equivalente a la masa de 5.01186x10 átomos de
Carbono doce (C'^).

Conviene aclarar que la definición de Kilogramo dada en la
DEF.(3-4) no es la original. Inicialmente se introdujo como «Pa
trón» el decímetro cubico de agua a 4°C (punto de máxima densi
dad) y el kilogramo era la masa de dicho patrón, equivalente a la de
im cilindro de platino-iridio que se guarda en el museo de pesas y
medidas de París. Sin embargo, siguiendo la conveniencia de definir
los patrones de medición con base en propiedades atómicas de la
materia, se pensó inicialmente en la masa del Oxigeno, y finalmente
en la del C'^. Adicionalmente, sin que ello represente contradicción
con la anterior definición del «Patrón de Masa», en el campo de
las partículas pequeñas es más conveniente emplear la denominada
Unidad de Masa Atómica (a.m.u.), que definimos como sigue:

DEF.(3'5): La UNIDAD DE MASA ATÓMICA es una unidad
de medición de Inercia equivalente a la doceava parte de la
correspondiente al patrón, C'̂ .

3.2.3. Tercer postulado: la interacción

Hasta el momento se ha introducido el concepto de Fuerza Im
presa', se ha asumido su existencia y postulado el efecto que genera
al producir cambios en la Cantidad de Movimiento de la partícula;
sm embargo, nada hemos dicho acerca de su origen, del por qué,
existen fuerzas en la naturaleza. Sobre el particular es entonces ne
cesario hacer algunas conjeturas, suponer algunos hechos. Es justa
mente lo que hace Newton mediante el establecimiento del Tercer
Postulado, que él complementa con un COROLARIO referente a la
aditividad «vectorial» de las acciones individuales. Sin embargo, la
ley de adición de fuerzas no es deducible lógicamente de los tres
postulados anteriores. En consecuencia, mal puede ser considerada
como un «corolario»; por ello es necesario aceptarla como valede
ra, como un nuevo postulado necesario para todo el desarrollo teó
rico siguiente^®'. Por su parte, vale la pena decir que la dinámica de

A. SOMMERFELD: «Mechanics», e,n«Lectureson TTieoreticalPhysics», Vol.I, Academic
Press, N. Y., 1969. pg 6.
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una partícula es posible desarrollarla completamente haciendo caso
omiso de estos dos postulados restantes. Su mayor utilidad está,
entonces, en que establecen un puente para extender las leyes de la
Dinámica de una Partícula a un Sistema de Partículas.

POSTULADO 3": Cuando una partícula (.. cuerpo) actúa
sobre otra, ésta reacciona sobre la primera con una acción
igual y en dirección contraria , ejercida a lo largo de la lí
nea que une las dos partículas.

l!i i 1

Figura 3-i

La FIG.(3-1) ilustra el significado de este tercer postulado, en lo
que se refiere a la forma como se realiza en la naturaleza la interacción
entre partículas materiales. Solamente el caso (c) ilustrado en el res
pectivo dibujo, corresponde a las interacciones previstas por la Me
cánica Ne-wtoniana. Obsérvese, sin embargo, que la interacción
supuesta en el dibujo (a) cumple con la primera parte de lo expresado
por el tercer Postulado, pero no con el segundo supuesto; esto es, las
fuerzas no tienen «...la misma línea de acción»; éste es un hecho de
significación en todo lo que es la dinámica de un Sistema de Muchas
Partículas, y no debe pasar desapercibido. Como se verá en el si
guiente capítulo, de no satisfacerse esta segunda condición para la
interacción entre partículas, no sería posible que se cumpliera una de
las más significativas leyes de la Mecánica; la ley o «principio» de la
Conservación del Momento Angular de un Sistema.
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3.2.4. Cuarto postulado: superposición de las fuerzas

El tercer postulado no deja duda acerca de la forma en que dos
partículas interactúan; sin embargo queda la duda sobre cómo afec
taría la acción «resultante» sobre cada una de ellas la presencia de
una tercera partícula. Es claro que siendo las aceleraciones de las
partículas vectores geométricos, éstos se superponen para dar un
vector resultante; sin embargo, las acciones mutuas entre las partí
culas, en la mecánica de Newton, no son afectadas ni afectan las
condiciones geométricas; en consecuencia, no es deducible del se
gundo postulado que el efecto resultante sobre una partícula, como
consecuencia de una doble interacción con otras dos, sea una acele
ración neta que simplemente sea la Suma Geométrica de las acele
raciones que generarían las dos interacciones separadamente. En la
obra de Newton, como ya anteriormente fue mencionado, parece
ser que ello se supone así, razón por la cual este hecho se establece
mediante dos corolarios de los anteriores postulados'''. Sin embar
go, está lejos de ser deducible lógicamente que dos acciones diná
micas independientes entre si, obedezcan las mismas leyes de la
geometría; es por ello que este hecho experimenta! es conveniente
introducirlo como un Postulado, necesario para el desarrollo de las
Leyes de la Mecánica, no deducible de los anteriores axiomas. Tal
postulado es el siguiente:

POSTULADO 4°: Las Fuerzas Impresas sobre una partícula
obedecen las leyes de adición de los vectores geométricos.

Varias consideraciones adicionales pueden hacerse sobre esta
Ley (Postulado) del movimiento de las partículas:

(a) El postulado se refiere exclusivamente a las Fuerzas Impresas
sobre una partícula; esto es, actúan en un mismo punto del espa
cio; su ley de adición y substracción es la conocida Ley del
Paralelogramo, forma en que, de hecho, es introducida por el
propio Newton.

(b) La redacción del segundo postulado es clara al referirse exclu
sivamente solo a una Fuerza Impresa', ello simplemente obliga,
primeramente, a Superponer las fuerzas individuales siguiendo

tsaac NEWTON: op. cit. pp 238/241.
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lo establecido en el cuarto postulado, y seguidamente se calcula
la aceleración de la partícula. Es claro que es posible hablar de
«Las Fuerzas» que actúan sobre un cuerpo, pero carece de senti
do hablar de «sus aceleraciones»

(c) No toda interacción entre «cuerpos reales» obedece lo estable
cido en el postulado cuatro. Imaginemos, a manera de ejemplo,
tres átomos de oxigeno ubicados en los vértices de un triángulo
equilátero. De acuerdo con la experiencia, si estas distancias
son lo suficientemente grandes, la interacción entre dichos áto
mos tiene un predominio atractivo; consideraciones de simetría
del problema nos llevan a suponer además que dichas fuerzas son
iguales en intensidad y con direcciones tal como se muestra en la
FIG.(3-2) (a). Observemos ahora lo que pasa sobre el átomo C a
medida que la distancia entre los átomos A y B disminuye, hasta
el punto de formar una molécula de 0^ ; la experiencia nos dice
que en dichas circunstancias, la «fuerza resultante» sobre C no
es la suma de las que A y B individualmente ejercerían; de así
serlo, la tendencia natural sería a la formación de una «molécula
de O3», lo cual no sucede. La unión entre A y B para formar la
molécula, prácticamente hace que desaparezca la acción sobre C.
Evidentemente, este proceso violaría, ¡digamos que afortunada
mente! el cuarto postulado, de no ser por aquello de que no seria
lícito considerar átomos como «partículas materiales». Las
interacciones como la descrita se denominan Saturables, y se
presentan también entre las «partículas» constituyentes de los
núcleos atómicos. Sin embargo, ellas no son consideradas den
tro de la Mecánica Newtoniana como posibles interacciones
entre partículas.

•. ?'í\ ,•
?>>F

F'i /

OÍ.
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3.2.5. Fuerzas en la naturaleza - masa inercial y gravitacional

Establecida la forma como interactúan las partículas, quedaría
por responder una pregunta algo más capciosa: ¿por qué interactúan
las partículas entre si? La respuesta no es fácil de dar en forma úni
ca; independientemente de cualquier conjetura metafísica, podemos
decir que la razón de la interacción está en las mismas partículas.
Debemos estudiarlas como entes que poseen un conjunto de pro
piedades, entre éstas, aquellas gracias á las cuales están en capaci
dad de actuar sobre otras partículas e igualmente ser afectadas por
éstas.

En el parágrafo anterior ya se introdujo una de estas propieda
des intrínsecas, de carácter eminentemente dinámico: la Inercia.
Esta no es, sin embargo, la única propiedad dinámica de la partícula,
aun cuando en el marco de la Mecánica Newtoniana es sí una pro
piedad que poseen todas las partículas materiales. La capacidad que
un cuerpo tiene de actuar sobre otros cuerpos la atribuimos a nuevas
propiedades dinámicas, presentes en mayor o menor grado en «las
Partículas» que lo constituyen. De acuerdo con la experiencia, se
encuentra que cualquier tipo de interacción entre cuerpos materia
les puede reducirse a una o varias de las siguientes interacciones
fundamentales entre sus constituyentes elementales:

a) Interacción Gravitacional: debida a la propiedad Gravitacional
que poseen las partículas. En términos más actualizados, puede
decirse que la interacción gravitacional es consecuencia de la
Energía que poseen las partículas. Es una interacción de largo
alcance, de hecho la predominante (aparentemente) en el sistema
planetario. Entre dos partículas esta interacción es siempre atrac
tiva e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que
las separa.

Un resultado experimental de importancia muestra que para toda
particma material la intensidad de la acción gravitacional, es decir, la
capacidad que una partícula tiene de actuar «gravitacionalmente» so
bre otra (que bien podríamos llamarla su Carga Gravitacional), es
directamente proporcional a su capacidad inercial, vale decir, a su
capacidad de «resistirse» a la acción exterior. Este resultado no nos
dice necesariamente que la Gravitación, como propiedad de la partí
cula, cuyo origen es eminentemente dinámico, sea reducible a la Iner
cia, cuya definición la hemos relacionado, en alguna forma, con las
propiedades geométricas del Espacio a través del establecimiento del
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primer postulado. En este sentido, la propiedad gravitacional se mide
mediante la denominada Masa Gravitacional, diferente, en su ori
gen, a la medida de la Inercia. Que Inercia y Gravitación sean mani
festaciones diferentes de una misma propiedad no nos es posible
demostrarlo con los elementos que trabajamos en la Mecánica
Newtoniana, pues Dinámica y Cinemática son, en principio, inde
pendientes. Que para una partícula la medida de una y otra coinci
dan, solamente podemos constatarlo como un hecho experimental.
Sin embargo, en la Teoría general de la Relatividad, que se asienta
en postulados diferentes a los aquí establecidos, es posible la de
mostración rigurosa de esta equivalencia, que finalmente será la de
mostración de equivalencia entre masa y energía.

b) Interacción Eléctrica: debida a la existencia de Carga Eléctri
ca en las partículas. Por cuanto se encuentran dos tipos diferen
tes de carga, existen también dos tipos de interacción eléctrica;
atractiva y repulsiva. La dependencia de esta interacción con la
distancia entre las partículas es similar a la gravitacional:
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia. Estas fuer
zas caracterizan la mayoría de las propiedades e interacciones al
interior de los cuerpos macroscópicos, incluidas las intera
cciones de tipo magnético. Sin embargo, no es posible, con base
en ellas, explicar ni la propiedad gravitatoria, ni la cohesión en
tre los componentes del núcleo atómico.

c) Interacción Nuclear Fuerte: característica de las partículas
elementales que constituyen el núcleo atómico y de los quarks
que constituyen las partículas elementales; son interacciones
atractivas muy fuertes aun cuando con rangos muy cortos de ac
ción, del orden 1,5 xlO cm o menores. Son Saturables, en el
sentido de que, a pesar de existir varios quarks o nucleones, la
interacción solamente se presenta entre aquellos más próximos
(si es que el concepto de próximo tiene validez a tan pequeñas
distancias); una vez lograda la estabilidad, la acción sobre otra
partícula similar desaparece, en forma análoga al ejemplo ante
riormente discutido de los átomos de oxigeno y representado en
la FIG.(3-2). Este tipo de Fuerzas no obedece el cuarto postulado
de la mecánica Newtoniana.

d) Interacción Nuclear Débil: También apreciable en el rango nu
clear y responsable de la radioactividad nuclear; se manifiesta en
tre todas las partículas fundamentales, leptones y quarks que son
fermíones. La naturaleza de este tipo de fuerzas no se entendió
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bien hasta 1967, cuando Abdus Salam y Steven Weinberg propu
sieron una teoría según la cual estas interacciones pueden unifi
carse parcialment^gj^metodológicamente) con las interacciones
electromagnéticas

En realidad las fuerzas, a nivel macroscópico, se manifiestan de
muchas otras maneras; lo que es cierto es que, en todos los casos, se
supone que pueden ser explicadas con base en las Interacciones Fun
damentales antes anotadas. La interacción atractiva entre dos áto
mos, conocida como de Van der. Waals, varía proporcionalmente con
r®. Esta dependencia puede explicarse, sin embargo, a partir de consi
deraciones de distribución de la carga eléctrica en los constituyentes
de la molécula, en particular por la deformación de la Nube Electró
nica y la consecuente formación de dipolos eléctricos, pero igual
mente manteniendo la Ley de Coulomb - la interacción eléctrica -
como la que realmente se presenta entre los electrones, considera
dos como masas puntuales. Análogamente, existen las Fuerzas Mag
néticas; sin embargo, su existencia puede explicarse por
consideraciones de Movimiento de Carga Eléctrica. Más radical aún
puede ser la existencia de fuerzas de rozamiento interno en los flui
dos, el rozamiento entre superficies, etc. En el caso general, la expli
cación «teórica» a todo tipo de interacciones entre sistemas
constituidos por un gran número de partículas se trata siempre de
buscar en combinaciones de interacciones fundamentales, en parti
cular en fuerzas electrostáticas entre electrones, interacciones mag
néticas (que finalmente son también de carácter eléctrico) y
repulsiones eléctricas entre núcleos atómicos, estas últimas, en cuan
to comúnmente apantalladas por electrones, solamente efectivas a
distancias muy cortas. Estas fuerzas entre núcleos en sistemas
atómicos y moleculares, según Max BORN, tienen, por gracia de los
electrones presentes, una dependencia repulsiva que varia proporcional
a (ver EJ.(3-27))

EJERCICIO (3-1); Para dos electrones separados una distancia de 0.5 A,
calcular el valor de su interacción eléctrica y gravitacional. ¿Qué relación hay entre
estos dos valores? ¿Qué puede decir acerca del comportamiento de los electrones en
un átomo?. Repita el mismo cálculo para la interacción entre dos protones y entre un
protón y un electrón.

Una breve descripción sobre el problema de las interacciones nucleares, en particular
sobre la interacciónnuclear«débil»y la teoría de Weimberg - Salam, puede consultarse en:
Stephen W. HAWKING, op. cit. Cop.V, pp 93/113. Una discusión más amplia sobre el
problema de las interacciones fundamentales se encuentra en: V. GRIGRIEV y G.
MIAKISHEV: «Las Fuerzas en la Naturaleza». MIR, Moscú, 1977 (trad.: 1986)
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3.3. DEPENDENCIA F(/): IMPULSO DE UNA FUERZA

De acuerdo con el segundo postulado, la posibilidad que se tie
ne para medir una fuerza es midiendo el efecto que su acción produ
ce sobre la Cantidad de Movimiento de una partícula material, p; o
lo equivalente, sobre la aceleración de dicha partícula, Estas can
tidades son, en cuanto propiedades de la partícula, funciones del
tiempo: p(0 y "0). En consecuencia, siempre será posible expre
sar la Fuerza Impresa sobre una partícula, como una función del
tiempo, F(/). Esta acción externa sobre la partícula, sin embargo,
puede tener una extensión limitada en el tiempo; si Ai es el lapso
durante el cual dicha fuerza actúa, cuando este intervalo es pequeño,
muy seguramente es más conveniente observar el efecto neto, «In
tegral», que dicha acción produce sobre la partícula, y no necesaria
mente seguir «Instante a Instante» los cambios producidos por unidad
de tiempo en su Cantidad de Movimiento. Cuando nos referimos a la
acción total ejercida por una fuerza en un determinado intervalo de
tiempo, hablamos de su Impulso, el cual se define de la siguiente
manera:

DEF.(3-6).- EL IMPULSO DE UNA FUERZA en un determi
nado intervalo de tiempo. Ai = ij ~^cantidad dada por
la Integral,

í Ai - j (3-5)

Antes de seguir adelante conviene hacer claridad sobre algunos
aspectos implícitos en la DEF.(3-6). En primer lugar, la definición
se hace para cada fuerza, individualmente, y no solamente para la
Fuerza Impresa sobre la partícula; en consecuencia, siempre será
posible calcular separadamente el impulso de cada una de las fuer
zas actuantes mediante la EC.(3-5). De otra parte, conviene no olvi
dar que la DEF.(3-6) es válida para cualquier fuerza, y no únicamente
para aquellas que actúan en intervalos finitos. Lo que sí es cierto es
que el Impulso de la Fuerza está asociado a un intervalo finito de
tiempo; ¡depende de su valor y del momento en que se mide!. He
chas estas aclaraciones, es posible establecer una primera ley gene
ral del movimiento de las partículas, a saber:

LEMA(3-1): El Impulso de la fuerza impresa que actúa sobre
una partícula durante un intervalo de tiempo dado. Ai = fj ~ 'i.
es igual al cambio total de la cantidad de movimiento de dicha
partícula que se produce durante dicho intervalo.
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DEMOSTRACION: Para la Fuerza Impresa el impulso está
definido por la EC.(3-5); sin embargo, debe también cumplirse el
segundo postulado, representado en la EC.(3-3); luego, si el inter
valo durante el cual dicha fuerza impresa actúa sobre la partícula
es Ai = ~ ti. se tendrá:

L =J^U)dt =I dt =p(í2) - p(i,) (3-6)

El resultado en la EC.(3-6) constituye la demostración completa
del Lema propuesto. ^

Indudablemente el resultado en la EC.(3-6) representa una dife
rente forma de ver la ley general del movimiento que establece el
segundo postulado; es una forma diferente de ver el principio de
causalidad: la acción exterior sobre la partícula, vista como Impul
so, genera cambios en la propiedad fundamental de la partícula, en
su Momentum. No debe olvidarse que esta es una Ley General del
Movimiento-, sin embargo, la utilidad del resultado encontrado se
aprecia fundamentalmente cuando se tienen fuerzas que actúan en
intervalos muy cortos de tiempo pero que producen «efectos» de
importancia. En general este tipo de acciones se denominan Fuer
zas Impulsivas. De ellas no
nos interesa, realmente, cono- i 1
cer su valor en cada instante /1\,
del tiempo, pero a cambio nos Fítl 1
es siempre posible, midiendo A
el efecto que causan, conocer I x--
su Impulso, o un valor medio M /
de su intensidad cuando cono- M / \
cemos el valor del intervalo de M I
tiempo durante el cual actúan. \

Si se observa detenidamen- ^ |||b^bB
te la EC.(3-6), puede verse que / pHB® ¡
la integral corresponde al va- '
lor medio de la Fuerza en el I ^
intervalo considerado, multi- ¡ / \ ' ^
plicado por el valor de dicho "1—Í / 1 /
intervalo, o lo que es lo mis- '2
mo, por la Duración del pro- '
ceso; el valor medio de la
fuerza está dado por la cantidad: Figura 3-3Figura 3-3
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1 '1 1
f) = ÍF(í)rfr =—
' h-hi

(3-6')

Como se muestra en la FIG.(3-3), esta relación nos dice que las
áreas sombreadas, la correspondiente al paralelogramo y aquella bajo
la curva # 1, F(t), son iguales. Esta curva representa una fuerza
impulsiva (unidimensional). También en la FIG.(3-3), la curva # 2
puede representar una fuerza cualquiera, pero no necesariamente de
carácter impulsivo; actúa «repartida en el tiempo», no necesaria
mente durante un intervalo «finito» y «pequeño». Es claro que estos
conceptos son eminentemente relativos; las características del pro
blema estudiado serán las que definan si las fuerzas que actúan pue
den o no considerarse como de carácter «impulsivo», así como
también nos dirán acerca de la utilidad de la EC.(3-6) o (3-6').

EJERCICIO (3-2)Lahuella de frenado deunauto, cuya masa esde 1000 kg.,
esde 20m;calcule el impulso total delafiierza de rozamiento, sielcorrespondiente
coeficiente defricción es/x=0.8 y lafiierza de rozamiento está dada por elproducto de
este coeficiente y el peso del automóvil.

EJERCICIO (3-3) Calculeel impulso de la fuerza que unbateejerce sobre
una pelota de béisbol cuando ésta, por efectodelgolpe, es devuelta al lanzador con
una velocidad igual al doble de aquellacon la cual éste la lanzó. El tiempo de la
interacción entreel bate y lapelota puede estimarse enuna décima de segundo y la
velocidad inicial delapelota puede alcanzar40m/s. ¿Cuánto vale laFuerza Media que
el bate ejerce sobre lapelota? ¿Qué puede decir acera de la «fuerza» del bateador?

EJERCICIO(3-4) Calcule el impulso de la explosión en un arma de fuego, si
labala, cuya masa esde70g, esdisparada con una velocidad de 500ra/s. Si eltiempo de
la explosión es de 0.08s, ¿cuánto vale la fuerza sobre la bala?

3.4.- DEPENDENCIA F(r) TRABAJO YENERGÍA CINÉTICA

Fuerza e impulso de una fuerza en cuanto acciones exteriores
sobre una partícula, inducen cambios en la cantidad de movirniento
de ésta. Es lo que hemos establecido como un Principio de
Causalidad fundamental en la mecánica. La materia, la partícula
como su Ente más elemental, tiene una serie de propiedades, que
suponemos no cambian por sí mismas, salvo que algo exterior pue
da inducir variaciones a su valor. Cuando p es dicha propiedad, lo
exterior es lo que conocemos como Fuerza o Impulso. La pregunta
que surge es si la acción exterior sobre una partícula puede tener
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otro tipo de manifestación; más exactamente, si una partícula ma
terial tiene propiedades diferentes a su Momentum (así deban de
rivarse de éste), y si así lo es, cuál sería la forma de la acción
exterior que causaría cambios en dicha propiedad.

La experiencia muestra que, no obstante existan acciones ex
teriores, es posible mantener inalterada la magnitud de la cantidad
de movimiento de una partícula; son acciones que tienen como efec
to simplemente alterar la dirección de la velocidad de la partícula.
Así por ejemplo, puede observarse que la acción que produce el
Peralte en un velódromo no es otra que actuar sobre los ciclistas y
«hacerles tomar» la curva, pero en nada ayuda a aumentar su rapi
dez. Igualmente, en el movimiento de los planetas alrededor del
sol se observa que, entre más se asemeja la trayectoria a una cir
cunferencia, menos cambios se observan en la rapidez de los pla
netas; lo que nos dice que la acción del sol, en el caso de trayectoria
circular de alguno de sus planetas, se reduce básicamente a cam
biar constantemente la dirección de la velocidad, pero no altera la
rapidez del correspondiente planeta. En resumen, la experiencia
nos muestra que si la fuerza es aplicada perpendicularmente a la
cantidad de movimiento, el efecto que produce se manifiesta ex
clusivamente en un cambio de la dirección de la velocidad.

La experiencia nos muestra que cuando la fuerza impresa sobre
la partícula actúa paralelamente a la velocidad, ésta no cambia de
dirección; por su parte, la rapidez cambia proporcionalmente y la
partícula tenderá un Movimiento Rectilíneo Variado. Podría decir
se ®P^ottces que la variación de la rapidez, más exactamente, de la
cantidad J|p| , puede asociarse a una causa exterior proporcional a la
orientación relativa entre la fuerza, F(r), y la dirección del despla
zamiento infinitesimal de la partícula, que sabemos, vectorialmente
está representado por el vector • Ello implica, naturalmente, que
la &erza sobre la partícula sea conocida en cada punto de la trayec
toria; es lo que se quiere significar con la notación F(r) ; esto es, la
fuerza es una función explícita de la posición (de la partícula) en el
espacio.

3.4.1. Trabajo y energía cinética

Las anteriores consideraciones nos permiten introducir dos nue
vas definiciones: una relacionada con la acción exterior, otra con
una nueva propiedad de la partícula, que suponemos, de momento
sin demostrarlo, puede variar solamente si existe la primera canti-
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dad. Tales definiciones son las de Trabajo de una Fuerza y Ener
gía Cinética de una Partícula, que se definen de la manera siguiente:

DEF.(3-7).- TRABAJO DE UNA FUERZA: Es el valor de la
proyección de dicha fuerza a lo largo de la dirección del des
plazamiento de la partícula, multiplicado por el valor del des
plazamiento: en un punto f del espacio, esta cantidad estar
dada por:

51V = F(r)* dr (3-7)

Para una trayectoria en el espacio, F, limitada por los puntos
f^y f^., el trabajo de una fuerza será la suma de las cantida
des dadas por la EC.(3-7) calculadas en cada punto de la tra
yectoria T entre los mencionados extremos; esto es:

r

(3.8)

Como en oportunidades anteriores, conviene reflexionar un poco
acerca de lo implícito en la DEF.(3-7). En primer lugar, como en
situaciones ya estudiadas, la definición es válida para cada fuerza
individualmente. De otra parte, debe tenerse en cuenta que la inte
gral en la EC.(3-8) no es posi
ble realizarla si primeramente no
se especifica la Trayectoria a
seguir, F, a lo largo de la habrá
que calcular las cantidades re
presentadas en la EC.(3-7). No
es suficiente, en el caso gene
ral, conocer los límites de inte
gración, y r,j, pues estos dos
extremos, como se muestra en
la FIG.(3-4), pueden tener un
número infinito de trayectorias
que los conecte, en cuyos pun
tos, igualmente, puede estar per
fectamente definido el valor de
la fuerza, F(r) . Matemática
mente, este tipo de integrales se
conocen como Integrales de
Camino-, su estudio hace parte Figura 3-4



82 C. López T.: Mecánica Newtoniana

del Cálculo Vectorial, herramienta de gran utilidad en el estudio
de las distintas ramas de la Física; por esta razón se recomienda al
lector un repaso de sus bases y teoremas más importantes, tales como
los de Green y Stokes'®'.

EJERCICIO (3-5); Calcular el trabajo realizado por la Fuerza de acción gravitacional
cuando una partícula, lanzada verticalmente desde la superficie terrestre, abandona el
canqK) gravitacional.

SOLUCION: La Fuerza de acción gravitacional y el elemento de trayectoria pueden
expresarse en la forma,

F(r) = -(a/y2)Üy
dx = dyñ

Se asume que la trayectoriaF será el «eje y» de coordenadas. Ahora bien; tomando
como origen el centro de la tierra, los límites de integración serán:

f, = Ru^

Tb = «Uy

En consecuencia, el trabajo total será:

X= jF(r).dr =-aJ-4 =-f
R yr R

DEF.(3-7): ENERGÍA CINÉTICA es la propiedad de una Par
tícula Material, derivada de su estado de movimiento, defini
da por la Cantidad,

r P 1 2T = = — mv
2m 2 (3-9)

Realmente, lo importante de la anterior definición es su dependen
cia con la Magnitud (o norma) del Momentum o, en forma equivalente
para el caso de ima partícula, de su Rapidez. En principio, el coeficien
te de proporcionalidad, \l2m o m/2 según el caso, es deducible a partir

Un capítulo sobre Cálculo Vectorial puede encontrarse en cualquier texto de Cálculo
Diferencial o de Análisis Matemático. A manera de ejemplo, puede consultarse el
texto de N. PISKUNOV, op. cit. Cap.XV, pg 671. También : Tom M. APOSTOL,
«Calculus», vol II, Blaisdel Pub. Co., N. Y., 1962, Cap. V, pg 224.
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de la relación de causalidad anteriormente discutida, la cual se esta
blece, formalmente, mediante la proposición siguiente:

LEMA(3-2): PRINCIPIO DEL TRABAJO Y LA ENERGÍA
CINÉTICA: El trabajo de la fuerza impresa sobre una Partí
cula Material es igual al cambio total de la energía cinética
de la partícula.

DEMOSTRACION: A partir de la EC.(3-8), y por cuanto se
supone que F(f) es la fuerza impresa, para la cual el segundo postu
lado es válido, se encuentra:

jF(r).dr= | —Jm—•vdf
rf. *

=J4imv^]= ]d
J dt

rr.

= T(b)-Tia)

r'.

(3-10)

Análogamente, en forma diferencial el mismo resultado puede
escribirse en la forma.

8W = dT(p) (3-10')

El resultado en las EC.(3-10) o (3-10') comprenden la hipótesis
establecida por el Lema propuesto. ^

Conviene enfatizar el carácter general del LEMA(3-2), el cual no
tiene restricción alguna acerca del tipo Fuerza; el resultado en la
EC.(3-10) es un resultado siempre válido. La única condición es que
F(r) sea la Fuerza Impresa sobre la partícula, esto es, la resultante
total de las acciones que actúan sobre ella. No es un resultado aplica
ble individualmente a cada fuerza, pues, como ya ha sido establecido,
el segundo postulado, presupuesto necesario para la demostración que
se ha llevado a cabo, tampoco es aplicable a cada fuerza individual.

Importante también es la razón de la diferencia en la notación
empleada para las dos cantidades infinitesimales involucradas en la
EC.(3-10'). Como se desprende de la EC.(3-10), la cantidad 'dT' es
lo que matemáticamente entendemos como un 'diferencial', canti
dad que, realmente, no es otra cosa que una cantidad infinitamente
pequeña, obtenida como diferencia de dos cantidades, no necesaria
mente pequeñas, calculadas para valores muy cercanos, ¡infinitamente
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cercanos!, del correspondiente argumento. No sucede lo mismo, sin
embargo, con la cantidad a la izquierda, '81V'; aquí el 'S' se emplea
solamente para indicar que la cantidad total 'díV' es numéricamente
comparable con un diferencial; es una cantidad inrinitamente peque
ña, pero no se obtiene como diferencia de valores sucesivos de W.
Contrariamente a T'. 'JV' no es Función (en el sentido matemático
de la palabra) de las propiedades del sistema, constituido en nuestro
caso por una partícula material; es extemo al mismo. Esta diferencia,
aun cuando aparentemente sutil, es de suma importancia en el estudio
de sistemas de muchas partículas, sobre los cuales trataremos en el
CAP.rV.

EJERCICIO (3-6): Calcule, a partir del resultado en el EJ.(3-5), el valor corres
pondiente a la «segunda velocidad cósmica», conocida también como «Velocidad de
Escape», utilizando la Ley deducida en el LEMA(3-2). (Nota: suponga que una vez la
partícula escapa del campo gravitacional terrestre, que actúa sobre ella con una fuerza
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre el centro de la tierra y la
partícula, su velocidad es nula).

EJERCICIO (3-7): En la Cinemática Unidimensional es conocida la expresión,

vf-Vf = 2aS
í es la distancia total recorrida en el intervalo en que se toman las dos mediciones de
velocidad. Demuestre queestaexpresiónse deduce directamente a partir del principio
generaldelTrabajoy la Energía Cinética.

EJERCICIO (3-8): Calculedirectamente el trabajo que realiza un obrero para
subir con velocidad constante unbloque demasam porunaplataforma inclinada 45°,
hasta una altura Hsobre lasuperficie; elcoeficiente derozamiento es^ =0.8y la fuerza
de rozamiento está orientadaparalela a las superficies encontacto ysunorma es igual al
producto delafuerza normal quelasuperficie fijaejercesobre lasuperficiedel bloque
(Ver#3.5.2), Calculetambiéndirectamenteel trabajo que realiza la fuerza de acción
gravitacional. ¿Cambia este valor de acuerdo con la velocidad con la cual el obrero sube
el bloque?

EJERCICIO (3-9): En lasaplicaciones prácticas, más que el concepto de Tra
bajo deunafuerza sobre unapartícula, seemplea elde«Potencia de la Fuerza»,definida
como larata a lacualdicha fuerza realiza trabajo sobrelapartícula en cuestión.Con base
en esta definición, muestre que la Potencia de una Fuerza en un instante áiíáo,P(t),
puede expresarse en la forma.

/>(?) = F(f).v(0 (3-11)
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3.4.2. Energía potencial - conservación de la energía

Considérese el EJ.(3-7) en el cual se calcula el trabajo que reali
za la fuerza de acción gravitacional sobre un bloque que es levantado
hasta una altura H por encima de la superficie. La FIG.(3-5)
esquematiza la situación y muestra además tres posibles trayectorias
para llevar el bloque desde la superficie (extremo izquierdo del trián
gulo) hasta la altura requerida-
mediante el empleo de la rampa.
La fuerza tiene, en todos los ca- j
sos, la forma:

F(f) =-mgü^ J Á
Por su-parte, el elemento de p J "X jáBím flí"

trayectoria a lo largo de F,, en 3 ^ Oí
cada unode sus dos tramos, pue- / J T
de expresarse de la manera si- / _ jT ^guíente: / |

^ =dzñ^ / nig
En el caso general, para las ^ I»g1 ®

restantes trayectorias, se tendrá:

¿__J^iTÍg

df = dyü^ + dzú^
Figura 3-5

Para el trabajo de la fuerza de acción gravitacional, en cualquiera
de las tres casos indicados, se obtiene:

B C H

- JF(f) • IF(r) •í/t =O- jmgdz - mgH
r, A r, B o

Por otra parte, para la trayectoria F^ se obtiene:
c H

jF(r)*¿ff =0-Jmgí/z =mg/í
r, A o

No es difícil mostrar que igual resultado se obtiene por la trayec
toria Fj. En conclusión, en este caso particular, el trabajo de la fuerza
de acción gravitacional es independiente de la trayectoria seguida para
ir del punto A al C, siendo el primero el borde inferior de la trayecto
ria y el segundo el extremo superior.
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El ejemplo anterior obliga la pregunta acerca de qué tan fre
cuentes son estos casos en los cuales se encuentra que el trabajo de
la fuerza no depende de la trayectoria seguida. La realidad es que es
un caso corriente en la naturaleza. Existen una gran variedad de
interacciones tales que, en general, el cálculo del trabajo no depen
de sino de los puntos de salida y llegada de la partícula sobre la cual
la fuerza actúa. Este tipo de fuerzas se denominan Conservativas, y
se definen de la siguiente manera:

DEF.(3-8): FUERZA CONSERVATIVA es aquella cuyo tra
bajo no depende de la trayectoria a lo largo de la cual actúa.
Por consiguiente, a partir de la EC.(3-8), para dos trayecto
rias r, y Fj cualesquiera, se tenderá:

"•b

|F(f)<ff=r,HÍ= jF(r)rfr
ri""*

Como puede verse en la FIG.(3-6), puede decirse que la «suma»
de las trayectorias Ej-Fj , constituyen una «Trayectoria Cerra
da», quesale delpunto y llega nuevamente a dicho punto. Esto
es válido, para cualquier par de trayectorias F, y F^ ; la defini
ción anterior, por tanto puede
establecerse de la manera si
guiente: para cualquier trayec
toria cerrada en el espacio, F, si
F(r) es una fuerza conservativa,
se cumplirá que.

Vr, |íray.cerrada, =:>| F(r) •dr =O
(3-12)

En la anterior expresión, el sím

bolo ^ hace referencia al hecho de
que la trayectoria F es una trayectoria
«cerrada». Ahora bien; es claro que si
la fuerza en la EC.(3-12) es la Fuerza
Impresa, la relación entre trabajo y
energía cinética tendrá, gracias al re
sultado del LEMA(3-2), una mayor
significación; este hecho lo comple
mentan la siguiente definición y sub
siguientes lemas. Figura 3-6

,L
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DEF.(3-9):- ENERGÍA POTENCIAL DE UNA PARTÍCULA:
Si F es la Fuerza Impresa sobre una Partícula, y es de carác
ter conservativo, la Energía Potencial de dicha Partícula en
un punto cualquiera, en el espacio, se define mediante el
trabajo que dicha Fuerza Impresa realiza para llevar la Par
tícula desde dicho punto, hasta un punto de referencia arbi
trario al cual se le asigna el valor U(ref)=0. A partir de la
EC.(3-8) se tenderá :

r

í/(r) =-jF(r')*dr'
ler (3-13;

Análogamente, a partir de la expresión diferencial, EC.(3-7),
se obtiene:

úf(/(f) =-F(r)* dr (3-14)

Lo que sigue es un poco de manipulación matemática; hacemos
uso de algunas definiciones y teoremas desarrollados en el cálculo
vectorial para transformar las anteriores relaciones en expresiones
que, eventualmente, llevan a otras que, aplicadas a determinados pro
blemas, pueden ser mas sencillas de calcular. En este orden de ideas,
podemos realizar explícitamente el producto escalar indicado al lado
derecho de la EC.(3-14), y, paralelamente, expresar la variación,
dU(f), en términos de las correspondientes variaciones de su argu
mento; se obtiene:

j=i J=i

áU{Y)

dx.
+ F. dxj = O

Por cuanto se trata de una suma de términos Linealmente Inde
pendientes, cada uno de los sumandos debe ser nulo, y de éstos, los
coeficientes de las variaciones en las coordenadas, pues se supone
que éstas, los dx^ , no lo son. En consecuencia:

dUíf)

dx.
= -Fj cí>F(r) = -VÍ/(r) (3-15)

Esta expresión es completamente equivalente a la EC.(3-12).
Se expresa diciendo que Una Fuerza es Conservativa si puede expre
sarse como el «Gradiente» de una Función Escalar, la cual es, en
realidad, una medida de la Energía Potencial.
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El operador Gradiente, comúnmente expresado como grad o
V, puede entenderse como un «vector» cuyas componentes son ope
radores; es tal que, al operar sobre una función escalar, por ejemplo
U{f) en nuestro caso, la proyecta en un vector, gr. á'C/(r)= Víy(r)
(en Matemáticas se diría que el gradiente es una aplicación que pro
yecta los elementos de R' en R^). Una forma usual de expresar el
operador gradiente en coordenadas cartesianas es:

k°l <3c,k J

Ü, (3-16)

La expresión correspondiente a este operador en otros sistemas
de coordenadas no es tan elemental, pero puede obtenerse para co
ordenadas cilindricas y esféricas a partir de las transformaciones
estudiadas en el CAP.II y las relaciones encontradas en el APÉNDI
CE I. (Ver EJ.(3-10)). Una forma alternativa de caracterizar una fuer
za conservativa mediante el operador conocido como Rotacional
de la fuerza, puede consultarse en el APÉNDICE II.

EJERCICIO (3-10): Las expresiones para el Gradiente y el Rotacional (ver el
APÉNDICE II),utilizando las transformacionesde coordenadas y de base vectorial
estudiadasenelAPÉNDICE I,puedentambiénexpresarseen coordenadas cilindricas
y esféricas. Encuentre las correspondientes expresiones de estos operadores en los
sistemasde coordenadas antes citados.(Aim cuando éste es directamente un ejercicio
de matemáticas,el resultado es de mucha utilidad en distintos problemas de física).

EJERCICIO (3-11)La acción sobre una partícula está representada por el
vector,

F(x )={^0 /

donde yAsonconstantes. ¿SetratadeunaFuerzaConservativa?Explique
brevemente. Calcule eltrabajo necesario parallevar ima partícula demasamdesdeun
punto (0,0,0) hasta otro (Xp 0,0)siguiendo una trayectoria a lolargo delejeX.

EJERCICIO (3-12) Muestre que unafuerza de la forma,

F(;r) = -/i:(;c-;Co)u,

esdecarácter conservativo. Siella corresponde a lafuerza impresa sobreuna
partícula, aceptando queel origen de EnergíaPotencial corresponde al punto
donde lafuerza esnula, ¿Cuánto vale el trabajo dedichafuerzacuando lapartícula
sobre lacual actúa sedesplaza entre dospuntos, x, y Xj? Si cuando se halla en
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un punto x^ la velocidad es nula, ¿qué puede decir acerca de la velocidad de la
partícula cuando ésta pasa por el punto x^?

La restricción impuesta sobre una fuerza, en el sentido de que sea
conservativa, aparentemente es una exigencia muy fuerte sobre un
determinado tipo de interacción. Sin embargo, el hecho real es que
las interacciones fundamentales de que anteriormente se habló perte
necen a este tipo; si cualquier otra interacción finalmente se deriva
de ellas, es de esperarse que el carácter conservativo de una fuerza
tenga en la naturaleza mayor importancia de la que se podría suponer
cuando las analizamos solamente como un grupo restringido, particu
lar, de interacciones. El carácter geométrico de la partícula asociado
a su posición en el espacio cobra, entonces, una mayor importancia
cuando sobre ella solamente existen acciones extemas de carácter
conservativo. Llegamos así a la definición de Energía Mecánica, pro
piedad que nos permite tener una imagen de la partícula que asocia su
estado de movimiento y propiedades que adquiere por el hecho de
que las acciones sobre ella dependen únicamente de su posición en el
espacio.

DEF.(3-10): LA ENERGÍA MECÁNICA es una propiedad de
la Partícula derivada de su posición en el espacio y de su esta
do de movimiento, la cual se obtiene como la suma de su Ener
gía Cinética, T(p) y de su Energía Potencial C/(f)." esto es.

E=T{p) +£/(?) =-^ +C/(r)
2m

(3-17)

Es claro que esta cantidad tiene importancia cuando la «configu
ración» exterior a la partícula no cambia, única forma de asegur^ que
la Energía potencial depende únicamente de f 'A-SÍ por ejemplo, un
cambio en la «configuración» exterior, implicaría que U dependería
en forma explícita del tiempo, y esto equivaldría a considerar que las
fuerzas que actúan sobre la partícula no son imivaluadas. En efecto,
una fuerza no conservativa puede, en principio, expresarse como de
rivada de un potencial que depende simultáneamente en forma explí
cita de la posición y del tiempo. Esta consideración es de suma
importancia en formulaciones más modernas de la mecánica, en par
ticular las propuestas por Lagrange y Hamilton, forniulación comun
mente conocida como Mecánica Analítica o Mecánica Variacional.

LEMA(3-3): PRINCIPIO DE LA CONSERVACIÓN DE LA
ENERGÍA MECÁNICA. Cuando la Fuerza Impresa sobre unapar
tícula es de carácter conservativo, su Energía Mecánica es una
Integral del Movimiento.
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DEM: De conformidad con el 'resultado en el LEMA(3-2), las va
riaciones en la Energía Cinética de la partícula son consecuencia del
trabajo de la Fuerza Impresa, no importa el carácter de esta fuerza.
Por consiguiente, combinando el resultado de este lema, EC.(3-10'),
con la DBF.(3-8), válida para fuerzas de carácter conservativo, EC.(3-
13) se obtiene en forma inmediata:

dU(f) =-F(r) •dr =-dT=> d[T +í/(f)] =O
<:>dE(p,f)=0

(3 -18)

De manera equivalente: en dos puntos cualesquiera de la trayec
toria, 1 o 2, la medida de la Energía de la partícula es la misma:

ni) + C/(i; = £:(1) = T(2) + U(2) = Ei2) (3-19)

Estas expresiones son la demostración completa del Lema
propuesto. ^

Probablemente lo sencillo de la demostración no refleja la im
portancia del concepto encerrado en ella. Baste decir, como ante
riormente fue mencionado, que este Principio de Conservación
de la Energía, el cual, como posteriormente se verá, es extensible
a un sistema de partículas, aún en el caso en que debamos aceptar
que por ser tantas no nos sea posible resolver el problema individual
de cada una de ellas, es uno de los pilares de la física Newtoniana.
Sus implicaciones en todos los campos de la física son de máxima
importancia, conceptual y práctica, al cual debemos poner especial
cuidado.

La importancia y utilidad del principio deducido probablemente pue
de apreciarse a partir de la consideración de algunos ejemplos ilustrativos;
la signifícación de esta ley podrá ser apreciada aún más tras el estudio del
tema tratado en el siguiente numeral, así como también mediante el estu
dio de las leyes generales que rigen la Dinámica de un Sistema de Partí
culas, tema que será estudiado en los siguientes capítulos.

EJERCICIO (3-13): Retomemos al ejemplo desarrollado al .comienzo del #
3.4.2.; allí enconti^nos que, independientemente de la trayectoria seguida, el trabajo
que realiza la fuerza de gravedad,

F(r) = -mgn^

sobre una partícula de masa m, cuando ésta es elevada hasta una altura H sobre
el nivel del piso, está dado por la expresión,
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= -mgH

Ello quiere decir también que, respecto de la superficie la Energía Potencial de la
Particula es:

U(H)= mgH

Si en dicho punto la partícula se encuentra con velocidad nula, entonces para
cualquier alturasobre lasuperficie, h<H, esposible calcularsuvelocidad apartirdela
expresión para la energía total; en efecto, tomamos,

E(H) = E(h)

=> \mv' + mgh= mgH

Por consiguiente.

v,=V2s(H-A)

Estetesultado, ya anteriormentededucidoen lacinemática, teptesenta iavelocidad
con lacual esnecesario lanzar vma particuladesde lasuperficie terrestrepara alcanzar
una altura H sobre la misma.

EJERCICIO (3-14)El ejemplo anterior puede aplicarse también alcaso para
cuando lasuposición dequelafuerza deacción gravitacional no esconstante. En esta
situación, en elEJ.(3-5) seencontró que el trabajo que realiza la fuerza de acción
gravitacional, tal como fuera establecidaporNewton, cuando ima partícula se mueve
entre lasuperficie de la tierra yunpunto infinitamente lejano, puedeexpresarse como,

=fF(r' )*df'=-al^=-^=^U(R)-U(co)
? i z ^

Elultimo término corresponde aladefinición de Energía Potencial. Tomando tómo
origende energíapotencial el punto f = oo (que correspondeaU(oo)=0). Paraunadistan
cia cualquiera al centro de la tierra, r, obtenemos;

Uir)=-alr (3-20)
Apartirde este resultado, es posiblecalcularlamínimavelocidadcon lacual esnecesa

rio lanzar, desde lasuperficie delatierra, una nave espacial para «sacarla» del campo
gravitacional terrestre. Tal caso límite implicaríaque laenergíacinéticade lapartículaque se
lecomunicaríaenlasuperficiedelatierrase«gastaría» íntegramenteen lograrelcambiode
energía potencial entre los mismos puntos, vale decir, r= Ry r =<». En consecuencia, por
cuantolafuerzaimpresasobrelapartícula seria laacción gravitacional, setendrá:
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de donde.
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r(vi) + U(R) = E(R) = £(00) = r(0) + t/(oo)

- — = 0
^ ^ R

VjsedaiominaSEGUNDAVELOCIDADCÓSMICAoVelocidaddeEsc^. EnelEJ.(2-30)
sededujolaexpesiónparalaPRIMERAVELOCIDADCÓSMICA, v^. Comoesdesuponer,
estosdosvaloresextremosjueganpapeldemáximaimportanciaen la astronáutica.

EJERCICIO (3-15) Apartirde losdatosenel APÉNDICEIV, calcule los valo
res correspondientes a la primera y segunda velocidad cósmica de los distintos planetas
delsistema solar. ¿Cuáles serianestosvalorespara el Sol?

EJERCICIO (3-16) Suponga, locualpuedeestarmuy cerca de la realidad, que
lalunasedesprendió delatierra; apartirdel valorcorrespondente asudistanciameda
alcentro delatierra, cualdebiósersuenergíacinética, endirección radialrespectode la
tierra, almomento dedesprenderse? ¿Cuál essuactual energíacinéticamediarespecto
de la tierra?

EJERCICIO (3-17);Parael sistemaen el EJ.(3-12), si la fuerza impresa es la allí
descnta, ¿quépuededeciracerca lamáximavelocidadposiblede lapartícula? ¿Cuálesel
alejamientomáximo de laparticula, tomado apartirdelaposición deequilibrio? ¿Enqué
punto setiene unavelocidad igual a lamitad delvalormáximo posible?

ejercicio(3-18) ¿Cómo cambiarían losvalores correspondientes de lasveloci
dades cósmicassilaleydeatracción gravitacional fuese tal que laenergíapotencialdeuna
partículasituadaenunpuntor,medidodesdeelcentrodelatierra, fuesedelaformapropues-
taporYUKAWAparalainteracciónentrenucleones? LaEnergíaPotencialpropuestaseria:

í/(r) = -Am
r

expresiónenlacualm correspondea lamasadelaparticulay esimaconstanteque
seajustaríaparaque, siRrqnesentaelradiodelaTierra, laaceleración«gravitacionab> en
lasuperficiecorrespondaalvaloractual, g=9.8m/s^.

EJERCICIO (3-19): Calcularelerror, á U/Uque se cometeal calcular la energía
potencialgravitacional aunaalturaifsobrelasuperficiemediantela^rtoximación implícita
enelEJ.(3-13)ymediantelaCE(3-20)enelEJ.(3-14).(NOTA:noolvideusarun origencomún
para la energíapotencial enambos casos)
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3.4.3. Energía potencial e integración del movimiento

En el EJ.(3-12) se estudió el caso de una particula que se mueve
por la acción de una fuerza de la forma.

F(a) = -/í:(a:-á:o)ü, (3-21)

La solución encontrada (¡que se supone fue hallada por el estu
diante!), es una solución armónica, entendiendo por tal la de un mo
vimiento periódico, perpetuo y simétrico a lado y lado del punto de
equilibrio de la particula (a:=Aq). Esta solución caracteriza un tipo
muy particular de movimiento, de máxima importancia en la diná
mica. En el caso general, podemos hacer la siguiente definición:

DER(3-12): MOVIMIENTO ARMÓNICO SIMPLE: Es el mo
vimiento unidimensional definido por una trayectoria de la
forma

x{t)= x¡^ sen(íü/ + <5) (3-22)

en donde las cantidades co y 5 son cantidades constantes
y se denominan la Amplitud Máxima (Elongación), Frecuen
cia y Fase inicial del movimiento. Un sistema de una Partí
cula cuya trayectoria está dada por la EC.(3-23) se
denomina Oscilador Armónico.

Los valores de y 5 se obtienen a partir de los valores coffes-
pondientes a las necesarias mediciones de posición y velocidad en
instantes conocidos. Por su parte, la frecuencia del movimieníey.en
el caso particular del EJ.(3-12) dada por la relación, (0 = ^¡Klm,
involucra la característica inercial del sistema, que bien puede lla
marse la Constante de Inercia, representada para el caso citado por
la masa, m, y la del campo, exterior, que llamaremos Constante de
Fuerza, y que en el presente ejemplo corresponde a la constante e
fuerza del resorte, K.

El hecho importante es que, en la realidad, existe una gran
cantidad de situaciones experimentales que conducen a solucio
nes de la forma prevista por la EC.(3-22). Realmente, está solu
ción, con mayor o menor aproximación, representa siempre el
movimiento de una partícula en la vecindad de un punto de equi
librio estable, entendiendo por tal aquel estado al cual natural
mente tiende una partícula.
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La Fuerza sobre una partícula, si es conservativa, exige que la
Energía Potencial sea necesariamente una función derivable en todo
el espacio en el cual el movimiento de la partícula está deñnido.
Ello quiere decir que, en el caso general, la función que representa
la Energía Potencial de una partícula puede representarse por una
función monótona en el espacio de tres dimensiones. La curva re
presentada en la FIG.(3-7) puede corresponder, entonces, a la ener
gía de una partícula que se desplaza a lo largo del eje X. Para esta
partícula, su energía será:

E=\mv^ +U{x) =\4
d̂t

+ U{x) (3-23)

Interesante es el hecho de que, al emplear la Constante del Mo
vimiento, Energía, la ecuación de movimiento la reducimos a una
ecuación diferencial de primer orden para encontrar la posición de
la partícula, x(t):

dx

dt
-(E-U(x))
m

Yi
(3-24)

La integración de esta ecuación, en cuanto que es posible sepa
rar las dos variables involucradas, conduce a la expresión.

*(0

t-t,.= í
dx' (3-25)

'o {E-U(x')}
Yi

m

Claramente la integración al lado derecho de la EC.(3-25) es
posible si se conoce la forma analítica explícita de la función U(x) y
SI ello conduce a una expresión integrable en forma cerrada. En cual-
quier caso, lo que nos es posible afirmar es que, siendo U(x') una
función monótona, la integral existe y es, en principio, finita. De
otra parte, por cuanto solamente nos interesan valores reales del
tiempo, necesariamente la integración solo tenderá sentido físico
aceptable para aquellas regiones del espacio en las cuales, como
puede apreciarse en las regiones 1, 2 y 3 en la FIG.(3-7), se cumple
la condición.

E>U{x') (3-26)

Es claro que no en todo el espacio se cumplirá la condición de la
EC.(3-26). Dado un determinado valor de la Energía de la partícula,
E, las regiones del espacio en las cuales dicha partícula puede encon-
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V(x)

E (=Cíe.)

3 X

^t1 ^t2 Xr4

Figura 3-7

trarse estarán limitadas por Puntos de Retorno, los cuales defini
mos de Ta manera siguiente:

DEF.(3-13): PUNTOS DE RETORNO: Si la Energía Poten
cial de una partícula está representada por una función U(?),
y su energía total es E, los valores de la posición para los
cuales se cumplen las condiciones:

t/(r,) = £

F(f,)^0
(3-27)

se denominan los Puntos de Retorno del movimiento de la pdr-
tícula, y corresponden a puntos en los cuales su Energía
Cinética es nula.

En la FIG.(3-7) los puntos identificados como x^ , , Xj y x^
corresponden a puntos de retorno; como puede apreciarse, limitan
regiones permitidas del movimiento de la partícula.

En el caso general, puede observarse que entre dos puntos de
retorno existe siempre un extremo de la función C/(r), que
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suponemos es monótona. Sin perder generalidad, teniendo en cuen
ta que el movimiento en tres dimensiones puede considerarse como
la superposición de tres movimientos unidimensionales independien
tes, es posible, a partir del hipotético movimiento representado en
la FIG.(3-7), hacer las siguientes definiciones:

DEF.(3-I4): PUNTOS DE EQUILIBRIO ESTABLE: Para un
movimiento en una diménsión, son los puntos de ¡a trayecto
ria de una partícula, , en los cuales se cumplen simultánea
mente las condiciones,

dU{x)

dx
= 0a

d^'Uix)

dx'
>0 (3-28)

En otras palabras, corresponden a los mínimos de la función
U(x), puntos en los cuales la fuerza sobre la partícula es nula.

DEF.(3-15): PUNTOS DE EQUILIBRIO INESTABLE: Para
un movimiento en una dimensión, son los puntos de la trayec
toria de una partícula, , en los cuales se cumplen simultá
neamente las condiciones.

dUix)

dx
= 0a

d^Uix)
dx^

<0 (3-29)

otras palabras, corresponden a los máximos de la función
yW, puntos en los cuales también la fuerza sobre la partícu
la es nula.

La FIG.(3-8) permite entender
algo mejor estos conceptos. La pri-
inera derivada de la Energía Poten-
oial corresponde a la componente de
la fuerza en dicha dirección, pero de
acuerdo con lo visto, con sentido
contrario (ver la EC.(3-15)). Si la
partícula se encuentra en cercanías
de un punto de equilibrio estable, por
ejemplo hacia la izquierda de dicho
punto {x < x^ ), la fuerza está dirigi
da hacia el punto de equilibrio; esto
es, es «positiva». Lo contrario suce
de para cuando la partícula se en
cuentra al lado derecho del punto de

Figura 3-8
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equilibrio estable; la fuerza es «negativa», va dirigida hacia la iz
quierda, esto es, nuevamente hacia el punto de equilibrio (¡en el cual
la fuerza es nula!). En consecuencia, si entre dos puntos de retomo
se tiene un mínimo de energía potencial, la partícula se mueve a
lado y lado de dicho punto; las fuerzas efectivas tienden siempre a
llevar la partícula hacia dicho punto.

Por el contrario, si la partícula se halla en la vecindad de un pun
to de equilibrio inestable, esto es, de un máximo de energía poten
cial, las fuerzas efectivas que sobre ella actúan tienen como efecto
alejarla de dicho punto y llevarla hacia regiones de mínima energía
potencial.

EJERCICIO (3-20): En un «Punto de Silla», tanto la pñmera como la segtui-
da derivada de una función son nulas. ¿Cómo interpretaria esta situación cuando la
función es la energia potencial de ima partícula? Siendo dicho punto necesariamente
tm punto de equilibrio, ¿cómo lo clasifícaria?

EJERCICIO (3-21) Al hacer las DEF.(3-12) y (3-13) se dijo que no restaban
generalidad al problema en tres dimensiones. ¿Comparte Ud. estaaseveración? ¿Por
qué? ¿Cómo extendería las mencionadas defíniciones para cubrir el caso general de
una partícula que se mueve en tres dimensiones?

EJERCICIO (3-22) (i) Muestre, por integración directa de la ecuación dife
rencial de movimeinto a partir de la EC.(3-25),que la solucióndelproblemadelpéndulo
simple en la aproximación de ángulos pequeños,es una soluciónarmónica;¿Cuáles son
las correspondientes constantes de fuerza e inercia en este caso? (ii) A partir de la
solución encontrada, ¿cómo relaciona las «constantes de integraciót»> con las medi
ciones, en instantes conocidos de tiempo, de posición y velocidad de que hablan lo
teoremas de la cinemática? (iii) La probabilidad de encontrar la partícula en un determi
nado punto x,P(x), es inversamente proporcional a su velocidad. Encuentre una
expresión apropiada para dicha probabilidad y construya la correspondiente gráfica,
P(x)vsx.

EJERCICIO (3-23) Muestre que
lapartícula de la figura, actuada por tm sis
tema de osciladores conectados en <q)ara-
lelo», realizaunmovimientoarmónico simple.
Si el conjunto de osciladores ha de reem
plazarse por uno solo, ¿cuál seria la cons
tante de fuerza del oscilador equivalente?
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EJERCICIO (3-24): Como en el
caso anterior, la conexión de resortes de la
fígura, conexión en «paralelo», puede
reemplazrese por un único oscilador equi
valente. ¿Cuálsería la constante de fuerza
de dicho oscilador que remplace todos los
conectados en serie?

EJERCICIO (3-25): La partícula
del diagrama se halla sometida simultánea
mente a la acción de dos osciladores con

constantes y respectivamente, pero
que actúan endirecciones mutamente per
pendiculares. ¿Cuálserá la solución gneral
parala trayectoriade la partícula?

SOLUCION: Para desplazamientos
pequeñosde la posición de equilibrio, que
por conveniencia tomamos en (0,0), cuando
losresortes seencuentran en su «longitud
natural» (no ejercen acción alguna) se
tendrá:

= —K^x = m
d X

dt'
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k kn

=-K^y = m d'y
dr

Independientemente, lassoluciones pueden escribirse en la forma.

senicoj + ó^) y(0=yM seniú) t + S^)

Estemovimientoen dos dimensiones no es, en el caso general, un movimiento
annónico simple; loimportante esque, noimporta quetancomplicado puedaparecer,
siempre sepodráexpresarcomolasuperposiciónde dos movimientos armónicos sim
ples. Enalgunos casos particulares, dependiendo de la relaciónentre las constantes
defuerza y lasfases iniciales, esposible lograr quelapartícula tengaun movimiento
periódico y describa unatrayectoriaestacionaria. Estetipode trayectoriasse conocen
como «Figuras deLissajoux». EnlaFIG.(3-9) puedenobservarsealgunasde éstasy
lascondiciones bajo lascuales esposible obtenerlas. Alestudiantequeda comoejer
cicio demostrar la validez de lo allí indicado.

EJERCICIO (3-26): Muestre que, en el caso general, cuando las dos fre
cuenciascoinciden, la trayectoriade lapartícula es una elipse cuyo semieje mayor se
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halla rotado respecto del eje X un determinado ángulo. ¿Cuánto vale este ángulo?
¿En qué condiciones la trayectoria de la partícula será una línea recta?

Probablemente el estudiante de física habrá oído con frecuen
cia términos tales como armónicos, oscilaciones, modos de vibra
ción, frecuencias propias, ondas, etc., términos todos asociados con
lo que comúnmente se describe con el nombre de «oscilaciones».
Lo cierto del caso es que este tipo de problemas cubre ima vastísima
cantidad de situaciones reales, que todos los tratadistas de la MECÁ
NICA coinciden en que ello requiere, al menos para Físicos e Inge
nieros, un estudio por separado con énfasis en su tratamiento general
y las aplicaciones más importantes en cada caso. Que no entremos en
el estudio detallado de las «Pequeñas Oscilaciones», no quiere de
cir que desconozcamos su importancia; se trata solamente de poster
gar el tema para que pueda ser tratado con una mayor profundidad con
los métodos matemáticos que en tal tipo de problemas se utilizan.
Sin embargo, conviene dejar claro que lo complejo de este tipo de
problemas no está ligado a principios físicos generales distintos de
los que hemos venido exponiendo en nuestro curso.

La importancia del tema arriba mencionado se hace, tal vez, más
evidente tras la consideración del siguiente T.EMA, consecuencia
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inmediata de un teorema general del análisis matemático, conocido
como el «Teorema de Taylor» El teorema nos dice que siempre,
en la vecindad de un punto en donde la función es analítica y
diferenciable, ésta puede desarrollarse en una serie de potencias de
la forma.

n=0 dx"
{x-XqY (3-30)

En esta expresión el término de orden cero se entiende simple
mente como el valor de la función en dicho punto, U(x^; los coefi
cientes restantes son las derivadas de diferente orden, calculadas en
el punto alrededor del cual «se desarrolla» la función. La serie dada
en la EC.(3-30), se conoce como Serie de Taylor para funciones de
una sola variable. Cuando el desarrollo se hace alrededor del punto
x=0, la serie se conoce como Serie de Maclaurin.

Por cuanto el teorema en su forma general se limita a la vecin
dad de un punto y exige que allí la función tenga un comportamiento
analítico (¡las derivadas en dicho punto deben existir y ser finitas!),
la utilización del resultado se emplea para estudiar el comportamiento
de una determinada función alrededor de un punto cualquiera de su
dominio. No nos interesa hacer una exhaustiva demostración del
«Teorema de Taylor», sino la utilización del resultado. Por lo gene
ral físicamente los puntos que más interesan son los puntos de equi
librio estable, es claro que es de suma importancia estudiar el
comportamiento de la Energía Potencial alrededor de dichos pun
tos. Proponemos, entonces, el siguiente LEMA:

LEMA(3-4): En la vecindad de un punto de equilibrio estable
el movimiento unidimensional de una partícula puede siem
pre aproximarse por un Movimiento Armónico Simple.

DEM.: Desarrollando explícitamente la EC.(3-30), y tenien
do en cuenta que el término de primer orden no aparece por
cuanto en el punto de equilibrio estable es nulo, se obtiene:

Sobre eldesarrollo de funciones en«Series de Taylor» y lautilización deesteproce
dimiento enlaaproximación defunciones analíticas, véaseporejemplo:TomAPOS
TOL,op.cit.,Vol.I, pp450/452;Vol.II, pp 388/390. Véase también: Yu TAKEUCHI:
«AnálisisMatemático», UniversidadNacional, Bogotá, 1974, pp 261/21'3.

Dinámica de una partícula

U{X) = U{X^) +
1 d'U{x)

dx~

7 ® 1

ix-xj +^-

Ux

d^Ujx)

dx"

En la anterior expresión, si la
serie converge y los desplazamien
tos de la posición de equilibrio son
pequeños, es claro que los dos pri
meros términos son los de mayor
significación. La primera aproxi
mación de importancia será el tér
mino de segundo orden, conocido
como «Término Armónico» y repre
senta una parábola centrada en el eje
de las ordenadas cuyo mínimo co
incide con el de la función U(x).
Como se muestra en la Fig.(3-10),
ello quere decir simplemente que si
el movimiento de la partícula está
restringido a pequeños desplaza
mientos a partir de la posición de
equilibrio estable, lo cual lo puede
garantizar un valor de la energía to
tal cercano al valor mínimo de ener
gía potencial, este movimiento, en
primera aproximación es un Movimiento Armónico Simple', si m es
la masa de la partícula, la frecuencia de dicho movimiento estará
dada por la expresión.

*rl Xm Xr2

2 1
00 = —

m

d^Ujx)
dx^

Figura 3-10
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ix-xj"

(3-31)

(3-32)

Esta expresión concluye la demostración del lema propuesto.

Probablemente el resultado anterior puede parecer algo inútil,
pues lejos está la forma funcional de la energía potencial dp pare
cerse a una parábola, salvo, como anteriormente se dijo, cuando la
partícula se encuentra cerca de un punto de equilibrio estable. Lo
que pasa es que en los fenómenos reales, la vecindad del punto de
equilibrio es lo importante en el movimiento de las partículas, pues
la estabilidad de los sistemas es lo que realmente importa. Así por
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ejemplo, cuando se constituye una molécula, si ha de permanecer
como tal, los átomos que la componen solamente podrán moverse
en la vecindad de su posición de equilibrio. Igualmente, los áto
mos que componen un sólido no están, en el caso general, movién
dose a lo largo del cristal; ocupan posiciones más o menos fijas, y
los únicos movimientos posibles serán desplazamientos siempre
cercanos a dicha posición. En un edificio, sus partes están, aparen
temente, siempre en la misma posición; sin embargo, si en un piso
elevado, por ejemplo en el piso 20 ó 25 de un rascacielos criollo,
colocamos una lámpara colgante, podremos observar que ésta siem
pre se mueve... bueno, aparentemente se mueve, por cuanto lo que
realmente se mueve permanentemente es el edificio como un todo;
¡por fortuna para los habitantes, los desplazamientos de las partes
del edificio siempre son cercanos a la posición de equilibrio!. Lo
que el teorema anterior nos dice es que, en el caso general, todos
estos sistemas podemos suponerlos como si sus partes (¡partícu
las!) estuviesen unidas por «resortes» que no les permiten apartar
se demasiado de su posición original. Es justamente esta
consideración, un poco burda si se quiere, la que hace que el estu
dio de sistemas de Osciladores Armónicos Acoplados sea de tanta
importancia, tanto en la física como en las distintas ramas de la
ingeniería.

EJERCICIO (3-27): POTENCIAL DE LENNARD - JONES["]: fue propuesto
como modelo para la interacción de dos átomos al momento de formar una molécula
diatómica, en particular para el raro caso de moléculas de gases nobles. Para lo que
nos interesa,podemos suponer que un átomo se mueve en una dimensión y que su
EnergiaPotencial estárepresentada por la función.

Uix) = As{
p -l 12 r 1 6"

<7 <7

_X _

Esta fomia delaenergíapotencial comprende unprimer térmido decarácterrepulsi
vo,pero designificación solo adistancias muycercanas a cero. Representa larepulsión
entrelosnúcleos delosátomos quecomponen la molécula; de otra parte,se tiene un
término de carácteratractivo, de mayoralcance que elprimero yque predominaa gran-
des distancias entre los átomos que componen lamolécula; enprincipio su origen es
estrictamente eléctrico y daorigena lasdenominadas «Fuerzasde Vander Waals»,
provenientes de ladeformación delas«nubes» electrónicas de losátomospor repulsión

M. YAVORSKI y A. A. DETLAF: «Manual de Física», MIR, Moscú, 1972, pg 809.
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colombiana a medida que éstos se acercan,
dando origen a una distribución de carga
de tipo «dipolar». Dejando para la física
molecular el estudio detallado de este tipo
de interacciónes, es posible de momento
centrar la atención en el movimiento de una

partícula en la vecindad del punto de equi
librio estable que la energia potencial pro
puesta genera de acuerdo con lo hasta ahora
estudiado.

SOLUCIÓN: (a) La FIG.(3-11)mues
tra la forma aproximada de la función U(x),
en la cual puede apreciarse el significado
de los parámetros que caracterizan la energia
potencial, e y ct. Es claro que si x = a, se
tendrá U(a) = 0. Por otra parte, hacerlo
explícitamente es trabajo para el estudiante,
el mínimo de la función se encuentra en:

U{x^) = -s
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POTENCIAL DE LENNARIMONES

Figura 3-11

=Xq = 2 O-«1,12(7

El valor e corresponde a lo que se conoce como «Energia de Disociación» de la
molécula; esto es, la energia que habrá que suministrarle para nuevamente reducirla a
dos átomos separados. La cantidad o, de acuerdo con lo dicho, es una medida del
diámetro atómico del elemento constituyente de la molécula.

(b) Como puede verse en la figura, solamenteparaestados deenergia negativa se
tendrá un movimiento con dos puntos de retomo; esto es,

e<E<0

Los puntos de retomo, en el caso general, pueden obtenerse a partirde la si
guiente ecuación equivalente de segundo orden: x^

U -U = 0
4e

siendo: M =

Las soluciones de esta ecuación para los puntosde retomoserán:
n6

«=(y2)±(/2)^%=
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i) En el caso de que se tenga E > O,el segundo término a la derecha será mayor
que 1/2; por consideraciones eminentemente físicas podemos suponer que siempre x >
O, luego la raíz negativa no tiene sentido; en este caso se tiene, entonces, un solo
punto de retomo.

ii) Para el caso ya visto en fonna cualitativa, E=-s, el término dentro del radical se
anula, por consiguiente se tendrá el valor correspondiente a la posición de equilibrio
anteriormente encontrada, x^,

iii) En el caso particular E = O, hay dos raíces posibles; una de ellas, asociada al
valoru = 1,ya anteriormentehabíasido estudiada, pues conduce, simplemente a U(o)
= 0. Por su parte, la solución con el signo menos en el radical también existe; nos dice
que U(x) tiende a cero asintóticamente; en consecuencia, U(oo) = O

iv)En elcasogeneral,para cuando la Energía es negativa, pero mayor al valor -e,
siempre setendrán dosraíces reales y fínitas paralospuntosde retomo,puestoque la
expresión parau serásiempre positiva, independientemente del signo del radical.

(c)Paraelestudio delpotencial en lascercanías del mínimo, esto es, para | E |
cercano ae, es necesario obtener, cuando menos, el término de segundo orden del
desarrollo de Taylordado en laEC.(3-31) alrededordel punto x^; seobtiene:

í/(A:)«-f +
1 d^'Uix)

dx^
la«Constante deFuerza» dada poreltérmino enparéntesis tendrá elvalor.

d '̂U^x)
dx^

=̂ [26.2"^ -7,2"^]=57,15(£ /o-^ )
A partirdeestevalorseobtiene la frecuencia de pequeñasoscilaciones:

íWo = 2A /Z
a V m

E,reRCICIO(3-28): Consultando en libros sobre datos moleculares,
(m sería la masareducida de la molécula)tabule los datos para m, o, e y
el que calcule para la frecuencia de pequeñas oscilaciones, para distintas
moléculas de «gases nobles» tales como Helio, Argón, Xenón, etc. ¿En
qué rango óptico se encuentran? ¿Corresponden estos valores a la realidad
experimental?
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EJERCICIO (3-29): POTENCIAL DE MORSE: Siguiendo los pasos del EJ.(3-
27), estudie el comportamiento de una partícula cuya energía potencial, está dada por
la expresión:

U(x) = s 1 - e

Estudie y aclare el significado de losparámetrose,P, yx„. Calcule lafrecuencia de
pequeñas oscilaciones y encuentre la equivalencia posibleentre losparámetrosdel
potencial de «Lennard-Jones» y el de «Morse».

3.4.4. Introducción al concepto de campo

Probablemente el Estudiante, desde muy temprano en su carrera
O incluso probablemente antes de ingresar a ella, ha oído hablar con
relativa frecuencia de Campo Gravitacional, Campo Eléctrico. Cam
po Magnético o Campo Electromagnético, con seguridad con ina-
yor frecuencia que con la que ha oído hablar de Energía Potencial
Gravitacional, o Eléctrica. Esto no es simplemente un problema
semántico; realmente es consecuencia del aparecimiento de nuevos
fenómenos físicos cuya explicación a partir de los conceptos de la
mecánica introducidos por Newton, muy especialmente de la forma
especifíca de la interacción entre partículas que establece el tercer
postulado y del carácter absoluto del Espacio (o del Tiempo), no es
siempre posible o, si se quiere, resulta poco convincente.

Estamos acostumbrados a identificar los objetos en nuestro al
rededor por su peso; cada uno de ellos posee un peso diferente, re
sultado, como ya lo sabemos, de la acción que sobre ellos ejerce la
Tierra. Por otra parte, desde el famoso experimento del Tubo de
Newton, que probablemente todos pudimos realizar en la secunda
ria, sabemos que, no importa que tan pesado sea un cuerpo, si es
posible eliminar la resistencia del aire, todos caen con la misma
velocidad y en un mismo tiempo cuando se lanzan desde una misma
altura. Superado el primer semestre de carrera, ya sabemos que ello
se debe a que todos adquieren en la vecindad de la tierra la misma
aceleración; el conocido valor g=9.86 m/s^. En otras palabras, este
valor identifica, no al cuerpo en particular sino a la «vecindad de la
tierra»; esto es, una región particular del espacio en la cual lo im
portante no son los cuerpos que caen o se hallan en él, sino «La
Tierra». Podemos, entonces, pensar en una forma algo diferente res
pecto de la interacción entre nuestro planeta y la partícula; podemos
pensar que la tierra altera las propiedades del espacio en su vecindad;
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cualiñca el espacio; crea un Campo Gravitacional; la medida de
esa «Cualidad» que la tierra comunica al espacio, la medida de ese
Campo Gravitacional para alturas pequeñas comparadas con su ra
dio es el vector aceleración g, cuyo valor no depende de los cuer
pos que en cualquiera de esos puntos se ubica.

Por otra parte, sobre ima partícula ubicada en un punto del espacio
en el cual existe un Campo Gravitacional aparece una Fuerza
Gravitacional cuyo valor es directamente proporcional al valor del
campo en dicho punto. Se trata ahora de una interacción Partícula -
Planeta vía espacio; sin embargo, no vía un espacio pasivo, absoluto e
independiente de los fenómenos que en él se suceden - tal es la carac
terización newtoniana del espacio - sino de un espacio con propieda
des derivadas de la distribución de materia que en él se encuentra.

Es claro que la descripción de la interacción entre partículas de
acuerdo con la concepción newtoniana, comúnmente conocida como
la de Acción a Distancia, y la descripción mediante el concepto de
Campo son completamente equivalentes; sin embargo, no lo son cuan
do es preciso introducir, como de hecho hoy es necesario hacerlo en la
teona de la relatividad o en el electromagnetismo, dependencia tem
poral en la propagación de la interacción. La introducción del tiempo
enla interacción entre dospartículas no cabe en la Mecánica de Newton,
pues ésta, independientemente de la distancia entre las partículas que
mtercalan, debe ser instantánea.

A manera de conclusión de lo anteriormente dicho, veamos al
gunas definiciones operacionales de Campo, relacionadas con las
in eracciones gravitacional, eléctrica y magnética.

CAMPO GRAVITACIONAL: Si en un punto de
terminado del espacio, f, sobre una partícula con masa
^avitacional «m» aparece una fuerza. F(r), el Campo

ravitacional en dicho punto estará dado por la relación.

g(f) = lim
F(f)

/«-»o rn
(3-33)

Parece conveniente insistir en la aseveración, «con masa
gravitacional m», expresión que bien pudiese ser cambiada por la
de «Carga Gravitacional m», en la DEF.(3-16). Este lenguaje se
asienta en el criterio según el cual la interacción entre cuerpos
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materiales se realiza cuando ambos poseen la misma propiedad. En
este caso, conviene insistir en el tema, entendemos que ésta no es
otra cosa que la medida de dicha capacidad de actuar, de ejercer
fuerza gravitacional sobre otra partícula, la cual necesariamente
debe poseer la misma propiedad. Desde el punto de vista del con
cepto de Campo, mantenemos el mismo principio; si el espacio se
halla alterado por la capacidad gravitacional de la materia que en él
se encuentra, una partícula que se encuentra en algún punto de di
cho espacio, sentirá una fuerza gravitacional solamente si ella tie
ne también dicha capacidad gravitacional de alterar el espacio. Como
se mencionó el # 3.2.5.: si esta capacidad de una partícula de ac
tuar gravitacionalmente sobre otra corresponde a la misma de opo
nerse a la acción exterior, sea cual fuere su origen, (gravitacional,
eléctrico o magnético), es un problema que no es posible elucidar
a la luz de los postulados y leyes del movimiento de las partículas,
tal como aparecen en la mecánica de Newton.

DEF.(3-I7): CAMPO ELECTROSTÁTICO: Si en un punto de
terminado del espacio, f, sobrejina partícula con carga
trica «q» aparece una fuerza, F(f). el Campo Electrostático
en dicho punto estará dado por la relación.

E(r) = lim
F(f)

q-*0

(3-34)

Obsérvese también que formalmente las dos ultimas definicio
nes son prácticamente idénticas; el papel que en el primer caso jue
ga la Masa Gravitacional, m, lo hace en el segundo caso la Carga
Eléctrica, q. Como ya se estableció, la materia no solamente tiene
Gravitación e Inercia como propiedades fundamentales; puede tener
otras propiedades, en este caso Electricidad, cuya medida cuantita
tiva se ha representado por 'q'.

Interesante es también el papel que cumple el limite en las EC.p-
33) y (3-34). Ello se relaciona con el problema de Medición; recorde
mos que, en fin de cuentas, se trata de Definiciones Operacionales. El
papel que my q juegan en dichas expresiones no es otro que el de INS
TRUMENTOS DE MEDICIÓN. El significado del límite no es otro
que el de recordar que las dimensiones de tales instrumentos deben ser
tales que no afecten sensiblemente el valor del campo existente en di
cho punto previamente a la realización, del experimento de medida. Es
decir, no afecten la preexistente distribución de masa gravitacional o
de cargas eléctricas según el caso.
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El Magnetismo no es, como tendrá el Estudiante posibilidad de
estudiarlo en cursos posteriores, una propiedad independiente de la
Carga; pero, adicionalmente, está asociado también con la Veloci
dad de la particula, con su estado de movimiento. Puede decirse
que CARGA x VELOCIDAD constituyen la propiedad de la materia
que origina el magnetismo y, consecuentemente, la interacción mag
nética. Pero en la misma forma que una Masa Gravitacional actúa

'solamente sobre otra Masa Gravitacional, una Carga Eléctrica
sobre otra Carga Eléctrica, también una «Carga Magnética», vale
decir, cargas en movimiento o Corrientes Eléctricas, solamente
actúan sobre Cargas Magnéticas en movimiento, esto es, sobre
Corrientes Eléctricas. La Corriente Eléctrica más elemental es una
Partícula Cargada con cantidad de movimiento p no nulo. Tomando
ésta como instrumento de medición, puede definirse operacional-
mente el Campo Magnético, de la siguiente manera:

DEF.(3-18): CAMPO MAGNÉTICO: Si sobre una particula
con Carga eléctrica «q» que se mueve con velocidad « y» ac
túa una fuerza perpendicular a su velocidad. F(r, , se dice
que en dicha región existe un Campo Magnético. B(f), cuya
dirección e intensidad obedecen la relación:

(v / v) XB(f) = lim
iqv)-*0

F(r,v)

qv _
(3-35)

En el numeral siguiente tendremos oportunidad de estudiar el
movimiento de una partícula en un campo magnético estático como
el definido en la EC.(3-35). Queda claro que para que exista un Cam
po Magnético Estático en el punto f,B(r),^ es necesario que exista
en el medio distribución estacionaria de corrient^es eléctricas;
de lo contrario habría una dependencia explícita de B(f con res
pecto al tiempo, í; en este caso no se trataría de un Campo Magné
tico Estacionario. Finalmente, no es difícil mostrar que las unidades
en que se mide el campo magnético en el sistema MKS serán:

{B(r)} =NI Am
En esta expresión el AMPERIO o COULOMBIO/SEGUNDO es

la unidad de corriente en el mismo sistema de unidades.

3.5. DEPENDENCIA F(v)

En el anterior parágrafo encontramos un tipo de interacción muy
particular, la interacción electromagnética, en la cual la fuerza sobre
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la partícula depende explícitamente de la velocidad que ésta tiene.
Por cuanto en un punto del espacio una partícula tiene un número
infinito de posibles valores de su velocidad, este tipo de fuerzas
son, de hecho, no univaluadas en el espacio y por consiguiente no
conservativas de la energía total (así permitan conservar la energía
cinética, tal sería el caso de las berzas que aparecen en la EC.(3-
35)). La pregunta es si las fuerzas magnéticas son las únicas que
muestran una dependencia explícita con la velocidad, o si existen en
la naturaleza otras interacciones que así se manifiesten. La respues
ta es que, si bien a nivel microscópico lo primero es cierto, a nivel
macroscópico existen una serie de hechos experimentales que mues
tran interacciones sobre cuerpos con dependencia explícita de la
velocidad de la partícula. Estas situaciones, si bien teóricamente son
problemas de dinámica de muchas partículas, ¡de muchísimas, de
hecho! pueden solucionarse con buena aproximación mediante la
aplicación de las leyes de la dinámica de una partícula.

El problema general de fuerzas que dependen de la velocidad
puede expresarse en forma genérica de la manera siguiente:

dv.
F(v) = <i> FjCVk )k =

dt J " "
j,k = 1,2,3 (3-36)

Conviene insistir en el sentido que tiene el índice diferente para
la componente de la fuerza y de la velocidad en la expresión equiva
lente al lado derecho de la EC.(3-36). Ello se refiere a que, engeneral,
cada componente de la fuerza puede depender, independientemente
de cualesquiera de las componentes de la velocidad, o de ella como
vector en el caso general; a esto hace referencia la repetición del
índice «k» externo al paréntesis. La forma explícita de la expresión
será, obviamente, resultado del problema particular de que se trate.

Puede decirse que todos los casos en que se presenta una relación
de la forma de la EC.(3-36) se pueden clasificar en dos grandes grupos,
a saber: Fuerzas de rozamiento o disipativas, y fuerzas de carácter mag
nético, del tipo de las definidas en el numeral anterior, entre las cuales
las representadas por la EC.(3-35) son, ciertamente, un caso bastante
representativo. En lo que sigue trataremos de analizar los casos más
comunes de estos dos tipos de acciones sobre una «partícula».

3.5.1. Fuerzas disipativas o de rozamiento

En el caso general, ya se ha establecido que las fuerzas elementa
les entre partículas son de carácter conservativo; más aún, se ha
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añrmado que todo tipo de interacción que aparezca entre cuerpos
macroscópicos puede siempre expresarse en términos de las que
hemos denominado fuerzas o interacciones fundamentales en la na
turaleza. El problema real es que no siempre es posible tratar las
interacciones entre cuerpos macroscópicos, cuando intervienen un
indeterminado y muy grande número de partículas, a partir de las
interacciones «reales» entre ellas, pues su tratamiento, aun cuando
foere posible, sería interminable; y si lo fuese, sería probablemente
inútil para los propósitos prácticos. Piénsese, a manera de ejemplo,
en la descripción de la interacción existente entre una canica y un
fluido dentro del cual se desplaza, tal el caso del agua, por ejemplo.
Los átomos en la canica están separados aproximadamente 0,5x10"

m; si la canica tiene 1,0 cm de diámetro, ello quiere decir que su
superficie, la que está en contacto con las moléculas de agua, con
tiene aproximadamente (7cxlO"^/7cxO.25x10'̂ °) = 4x10"^ átomos, en
interacción con otras tantas moléculas de agua. Aún en el caso de
que se asumiese un solo tipo de interacción entre una molécula de
a^a y un átomo de silicio (¡suponemos que la canica esta hecha de
silicio!), ello nos llevaría a un sistema de ecuaciones imposible de
resolver; pero ... ¿vale la pena resolverlo?

La respuesta a la anterior pregunta es no. Finalmente, no nos
interesa en absoluto que pasa con tal o cual átomo de silicio o con
tal o cual molécula de agua; nos interesa el movimiento de la cani-

y ésta, como un todo, podemos tratarla para efectos prácticos,
como una partícula. Las interacciones que sobre ella ejercen las
moléculas de agua aparecen en este caso como una Fuerza de Ro
zamiento-, que el agua actúe sobre la canica se dice que es por su
viscosidad. Este tipo de problemas, como lo es también la
interacción entre dos superficies sólidas, o entre dos líquidos, o
entre cuerpos rígidos con gases, etc, son problemas que, por su
cotidianidad, han llevado al establecimiento de Leyes Empíricas',
esto es,^ a encontrar leyes matemáticas que describen con bastante
precisión el movimiento de los cuerpos en situaciones y condi-
ciones conocidas, leyes que se deducen a partir de la realización e
1 ealización de experimentos controlados. El reto para el físico

es encontrar una explicación a estas leyes empíricas a pár
ele los principios fundamentales que rigen el micromundo.

Para medios homogéneos e isotrópicos se encuentra que, en el
caso general, la Fuerza de Rozamiento que un fluido ejerce sobre
una partícula'que se desplaza en él sigue la ley general.
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F(v) = -/(v) = m-—

(3-37)

Esta relación nos dice, simplemente, que la fuerza es siempre
antiparalela a la velocidad; recordando lo dicho en el # (2.4.3), ello
quiere decir que su acción es siempre tangente a la trayectoria; su
efecto es producir una aceleración tangencial; luego.

F(v) = m
dv

It
V

V

dv
<=> -/(v) = m— = ma^

dt
(3-38)

Recordando el resultado en el LEMA(2-11), a partir de la EC.(3-
38), para f(v) una función no nula en un intervalo dado de tiempo,

es siempre posible encontrar el valor de la rapidez de la partí
cula, v(t), para cualquier valor rG[í,, /J, siempre y cuando se realice
una medida previa de rapidez, = v(t^. para un valor conocido,
í e[í,,rj. El valoj que se obtiene de la expresión para el tiempo se
deduce directamente a partir de la EC.(3-38)

V(f)

-/o =-m i dv'

W)
(3-39)

Adicionalmente, por cuanto la anterior expresión es siempre po
sible conocerla para cualquier valor de t, con la única restricción,
íe[r,, íj, de acuerdo con el LEMA(2-12), será siempre posible re
construir la rapidez en todos los puntos del intervalo [í,, íj; f partir
de estos valores de v(t) es posible conocer el espacio recorrido por
la partícula en cualquier subintervalo de [r„, £ [/,, íj:

's (3-40)AS =Jv(/')df

(1) Rozamiento entre Superficies:

Cuando dos superficies se hallan en contacto, existe^ entre ellas
una interacción generada, no solamente por la interacción eventual
entre los átomos de una y otra, sino principalmente por efectos
macroscópicos relacionados con la calidad de las superficies como
tal; sus respectivas rugosidades, dureza, tipo de material, área de
contacto, etc. Se presentan dos situaciones diferentes; una estática,
relacionada con la fuerza de interacción existente cuando las
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superficies se hallan en reposo una respecto de la otra, y una diná
mica cuando las dos superficies se hallan en movimiento relativo.

Si un bloque se halla sobre una superficie, empíricamente se
encuentra que la acción máxima de la superficie sobre el Bloque
puede expresarse de la siguiente manera:

f -
N

l|Sf|| (3-41)

En esta expresión, conoci^da como Ley de Coulomb para la Fric
ción EstáticaS '̂̂ ^, se tiene: N es la fuerza que la superficie ejerce
sobre el bloque en dirección perpendicular al punto común de con
tacto; Pj se denomina el Coeficiente de Rozamiento Estático, el
cual caracteriza las dos superficies en contacto; es la Fuerza de
Rozamiento Estática, cuya dirección es siempre antiparalela a los
Desplazamientos Posibles del
bloque, 5f, que son compatibles
con la situación de contacto (para
dos superficies planas, tales Des
plazamientos Posibles son siem
pre paralelos a _^a superficie,
perpendiculares a N); esta depen
dencia de los desplazamientos po
sibles incluye la dependencia con
la velocidad, pues en fin de cuen
tas sus direcciones son las que son
posibles para la velocidad del blo
que. Por otra parte, la afirmación
en el sentido de que la EC.(3-41)
representa un valor extremo, está
asociada con la fuerza que es
preciso aplicar para poder poner el bloque en movimiento respecto
de la superficie, pero manteniéndolos en contacto: en otras pala-
bras, es preciso «vencer» la fuerza de rozamieto estático que la su
perficie ejerce sobre el msmo bloque.

La FIG.(3-12) idealiza un experimento, el del Plano Inclinado,
mediante el cual es posible medir el Coeficiente de Rozamiento

Figura 3-12

Queestarelación extrema seatribuya a COULOMB, no es muyfrecuente. Laafirma
ción que aquí se hace ha sido tomada del libro de A. SOMMERFELD,: «Mechantes»
{Lecturason theoreticaphysiscs K/),AcademicPress, N. Y.., 1960, pp 81/82

Dinámica de una partícula 113

Estático. Simplemente, el ángulo del plano puede cambiarse a voluntad.
Se trata de encontrar la inclinación a partir de la cual el bloque empieza a
deslizarse. Cuando ello sucede, necesariamente la componente del peso
del bloque paralela al plano inclinado compensa el valor máximo posible
de la fuerza de rozamiento estática; en consecuencia, se tendrá:

mg sen &^, = /^ = eos9^ ^ Ms = tg^
M

Conviene insistir en que esta expresión es solamente válida en
el preciso instante en que se rompe la condición de equilibrio; una
vez ello sucede y el bloque empieza a moverse, se pasa a una situa
ción dinámica; dada esta nueva situación, la condición de equilibrio
dinámico (esto es, que el bloque se desplace con velocidad cons
tante respecto de la superficie) es diferente a la que establece la
EC.(3-41).

No por la simplicidad de las relaciones establecidas puede decirse
que la Fuerza de Rozamiento Estático carece de importancia. Piénsese
solamente en la importancia que ellas tienen en la locomoción
vehicular, animal o humana; son justamente las Fuerzas de Rozamien
to Estático las que lo garantizan, pues son ellas las que actúan sobre los
cuerpos que se desplazan (conviene que el lector piense un poco más
detenidamente en esta aseveración); son ellas las que permiten la trans
misión del movimiento en las máquinas, en las bandas transportadoras
y todo tipo de engranajes mecánicos. Finalmente, así parezca un poco
contradictorio, es gracias a estas fuerzas que es posible evitar pérdidas
de energía en el movimiento de los vehículos, ya que un gran coefi
ciente de rozamiento estático garantiza un movimiento de solo rota
ción de las ruedas que ejercen la tracción; de lo contrario, habría
deslizamiento y pérdida consecuente de energía. La condición para que
esto no se presente se conoce como Condición de Rodadura[^^] .

La Fuerza de Rozamiento Dinámica, para la cual podemos definir
un Coeficiente de Rozamiento por Deslizamiento, sigue una ley simi
lar al caso estático representado en la EC.(3-41); en este caso, sin
embargo, se puede hacer uso de la velocidad de la partícula respecto
de la superficie. Experimentalmente se encuentra que para tm amplio
margen de valores de la velocidad se cumple la siguiente relación:

ÍD = ¡I II y
(3-42)

" Sobreel concepto de «Rodadura» consultar:Carolina SPINEL: Cuestiones deFísica
(boletín de la Soc. Col. de Fisica), 8, #2,4 (1984)
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El subíndice «D» hace relación al carácter dinámico de la EC.(3-
42); es un resultado experimental que siempre, para un par de super
ficies dado, se cumple;

(3-43)

El tratamiento dinámico de la fuerza previsto por la EC.(3-43),
para cuando el bloque se desplaza en una dirección definida, no tiene
nada diferente al tratamiento

para cuando se tiene una fuerza —*
constante. La FIG.(3-13) ilus- (flÍL'
tra el caso de un movimiento | ^ /
sobre un plano inclinado to-
mando en consideración la f,,
fuerza de rozamiento; sin em-
bargo, al hacer el Diagrama de
Cuerpo Libre (diagrama en el Y Mq y
cual solamente se representan
la acciones sobre un único

cuerpo o partícula) es preciso
hacer una suposición inicial Figura 3-13
acerca de la dirección del mo

vimiento; solo si esta suposición se hace es posible resolver el pro
blema'""'. En el ejemplo de la FIG.(3-13), se ha supuesto que la
velocidad de la partícula es hacia la derecha, ¡bajando! Ello no quie
re decir que una vez resuelto el problema, necesariamente sea esta
la dirección «real» del movimiento del bloque. La suposición ini
cial no debe afectar el resultado.

Figura 3-13

EJERCICIO(3-30): Encontrar, en el ejemplo representado en la FIG.(3-13),
las aceleraciones de los bloques y la tensión en la cuerda.

SOLUCION: Las ecuaciones de movimiento para los dos bloques, entendien
do que la aceleración de M a lo largo del plano es la misma de m en dirección «y»
(cambiar la dirección de la fuerza. Tensión, es la ílinción que cumple la «cuerda», que
para todos los efectos se considera sin masa e inextensible, aun cuando sea deforma-
ble) son las siguientes:

mg sen 0- r - f^j= Ma
-mg + r =ma

Hernán ESTRADA y Alvaro MARIÑO: «Algunas notas sobre el Rozamiento», Cues
tiones de Física (Soc. Col. de Física), 2, #2/3, 2 (1977).

De estas expresiones se obtiene, para las dos incógnitas, a y T respectiva
mente:

M (sen 0 - p n eos 0}- m
° = — g

M A- m

T = — Kl-F sen0 -Pfj cos0)g
nu

Queda al estudiante comprobar explícitamente estas relaciones, as¡ como tam
bién estudiarlas para los casos extremos 6 = Oy 9 = ti/2.

EJERCICIO (3-31): En el pro
blema representado en la figura, entre el
bloque de masa m y el de masa M el coefi
ciente de rozamiento es . y entre el blo
que M y el plano inclinado es p,. (a)
Constmya, para cada bloque, los corres
pondientes Diagramas de Cuerpo Libre
(digramas de fuerzas); (b) Resuelva la di
námica del problema y explique el movi
miento posible del bloque m respecto del
bloque M. (observación; elproblema debe
resolverse con referencia a un sistema

inercial).

EJERCICIO (3-32) El coeficiente de rozamiento dinámico entre un carro y
su pista en una montaña rusa es de 0.3; si la altura inicial a partir de la cual se lanza
el carrito es de 40 m y la pista tiene 150 m de longitud total. Suponga que se trata
simpimente de planos inclinados; ¿cuál es. en estas circunstancias el trabajo hecho
por la fuerza de rozamiento dinámico sobre el carrito si se quiere que, tras llegar al
nivel del piso vuelva y suba una determinada colina de altura IT<40 m y quede en
reposo? ¿Es equivalente que la «Montaña Rusa» fuese simplemente de planos
inclinados a que tenga la característica normal de «Tobogán»? ¿Cuál sería el valor
de h' en función del coeficiente de rozamiento?

EJERCICIO(3-33) Un coeficiente cinético de rozamiento normal entre el pa
vimentoy las llantas de un vehículo es de 0.8; si el tiempo de reacción al freno de un
conductores del orden de 0.5 s, ¿Qué distancia se debe guardar entre dos vehículos en
una vía cuando se conduce detras de un vehículo similar a lOOkm/h? ¿Cuál sería esta
distancia si la velocidad fuese 70 km/h?
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(2) Rozamiento en un medio fluido: Ley de Stokes

Según G. B. STOKES, para una partícula que se desplaza en un
medio fluido, mientras se mantenga la condición de laminaridad, esto
es, mientras se pueda mantener la suposición de que el fluido se com
pone de capas que se desplazan unas respecto de las otras, la fuerza de
Rozamiento Dinámico es directamente proporcional a la velocidad de
la partícula. En su forma explícita, esta fuerza, para una partícula es
férica de radio R, se expresa en la forma"^' ,

f =-67tT]i?V = -YV

r| se denomina el coeficiente de
viscosidad''®' y «i?» es el radio de la
partícula. No es de interés para
nuestro objetivo la deducción de la
EC.(3-44), lo cual es objeto de una
rama más especializada de la me
cánica de muchas partículas, la Hi
drodinámica. Nos interesa, en la
eventualidad de que una fuerza de
tal tipo actúe sobre una partícula,
describir su movimiento.

Comparando la EC.(3-44) con
/V encontramos que,f(v)-yv, por consiguiente, a partir
de la EC.(3-39), por integración di
recta se obtiene para la velocidad
de la partícula;

V(/)= (3-45)

vWu

vje - -

v»7/in

mí y

mi y

Vomly

m¡y

Figura3-I4

(3-44)

La deducción de laEC.(3-44) es un problema que estudia {^Hidrodinámica. Sobre el
particular ellector puede consultar; A. SOMMERFELD: «Mechanics ofdeformable

{Lectures on theoreticalphysics V.H), Academic Press, N. Y., 1967, pp 246/

Segn Newton el«Coeficiente deViscosidad» o «Rozamiento interno», proviene dela
acción mutua entre las capas de un fluido; si ¿//^representa la fuei-za de rozamiento interno
sobreuna superricie¿/S, se cumple la relación, ¿//'yí/S = -h<¿/v/¿ú'>, siendo<¿/v/g()'> el
gradiente de lavelocidad de lascapasde fluido en dirección perpendicular a la de su
desplazamiento. Sobre el particular consultar M.YAVROSKI y A.A. DETLAF. op. eit.
pp217.

Para la aceleración tangencial se deduce inmediatamente:

Xlg-'V""»"-'!!'
nJ (3-46)

Entre un instane arbitrario / y un instante conocido, suponiendo
que estre sea el msmo valor t^, la distancia que una partícula alzanza a
recorrer dentro del fluido cuando es «frenada» por la acción viscosa,
será:

AS|:^ (3-47)

En la FIG.(3-14) puede verse la representación gráfica del mo
vimiento de un partícula bajo la acción de una fuerza que obedece la
«Ley de Stokes». tal como se desprende de las EC.(3-45) a (3-47).
Este movimiento puede corresponder, a manera de ejemplo, al pro
ceso de parada de un submarino que se desplaza horizontalmente y
de repente apaga sus motores para detenerse únicamente bajo la ac
ción de la resistencia del agua. Como puede verse, la cantidad deter
minante en la distancia máxima que en estas condiciones puede
recorrer la partícula, el submarino, es finita, así el tiempo que tarda
en recorrerla es, teóricamente, infinito. Una medida del tiempo real
que tarda en decaer el movimiento, y también del que tarda en reco
rrer la distancia máxima, está dada por la cantidad t = m/y, valor
que bien puede llamarse el Tiempo de Decaimiento del movimiento
del submarino. Conocida como es la masa de la partícula, lo impor
tante, si se quiere minimizar el valor z, será lograr un coeficiente y
- 6nr\R lo más pequeño posible. Por cuanto R es una dimensión
característica del submarino, lograrlo es un problema de diseño, de
ingeniería. Para resolver este tipo de problemas es preciso acudir a
las leyes de la HIDRODINÁMICA, ciencia
que justamente trata del movimiento de cuer- _ _
pos en medios fluidos. La Ley de Stokes es
precisamente una de tales leyes, válida para
medios viscosos incompresibles.

EJERCICIO(3-34): La figura muestra la caída

de una esferita de radio R y masa m en un tubo que
contiene aceite. Encuentre la expresión correspondiente
a la rapidez, la aceleración y el espacio total recorrido
por la partícula dentro del tubo, y construya las corres
pondientes gráficas en función del tiempo a partir del
instante en que la partícula hace contacto con lasuper-



118 C. López T.: Mecánica Newtoniana

fície del líquido. Estudie gráficamente el problema para distintos valores de los
parámetrosy.myv^, ¿Existe alguna condición limite para la velocidad de la partícula al
momento de hacercontacto con la superficie del liquido? Este sencillo experimento, de
acuerdo con lo visto, es la forma más elemental de calcular la viscosidad de un liquido;
encuentre unarelación que, experimentalmente, le permita determinar esta propiedad
del fluido en que se mueve la partícula. ¿Existe alguna restricción sobre el tamaño -la
longitud- del tubo?

EJERCICIO(3-35) Un cañón dispara un proyectil con una rapidez v^, for
mando un ángulo con la horizontal, 6; la resistencia del aire al movimiento obedece la
Ley de Stokes; suponiendo que en t = O, x(0) = y(0) = O, encuentre las expresiones
correspondientes para la velocidad y posición de la partícula respecto del origen en
cada instante. Muestre que para valores grandes de tiempo, X»m/y, el movimiento
tiende a ser vertical.

(3) Rozamiento en un fluido: Dependencia Cuadrática

Cuando una partícula se des
plaza en un medio fluido, no ne
cesariamente incompresible, tal
el caso del aire, por ejemplo, la
ley que describe su movimiento
no es tan sencilla como la prevista
por la Ley de Stokes; sin embar
go, para velocidades de la partí
cula mayores, pero siempre por
debajo de la velocidad del soni
do, se encuentra que, con buena
aproximación, la dependencia de
la fuerza tangencial con la velo
cidad obedece la ley siguiente
(atribuida a Newton):

fv = -pvv (3-48)

O Cs

Figura 3-15

Para valores de la velocidad entre

y p' comportamiento es bastante complicado, pero para velocidades mayores a2c^, en general nuevamente se
tiene un comportamiento similaral predicho por la Ley de Stokes, aun cuando
con un coeficiente de proporcionalidad diferente''^'

«ABCderPhysik», V.II, F.A. Brockhaus Verlag, Lepzig,1973, ppl296.
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EUERCICIO(3-36) Mostrar que si una partícula se mueve bajo la acción de
una fíieiza dada por la EC.(3-48). las soluciones para su movimiento a lo largo de la
trayectoria,suponiendo que en t = O, v = v„y que la distancia recorrida la medimos a
partir de t= O,están dadas por las siguientes relaciones:

v(í) =

1-

ci{t) = -

ASr =-lnl'o p

m
a-'o)

pVo
m

Pvo
m

PVo
1-

m
(í-'o)

Dibuje y analice gráficamente el movimiento a partir de lasanteriores expresio
nes, paradiferentes valores del tiempox =Pv(0)/m; ¿Quésignificado tiene este tiempo
enrelación con el tiempo característico de decaimiento en el caso de una fuerzatipo
Stokes?

EJERCICIO(3-37) Un paracaidista cae verticalmente bajo laacción de la
fiierza deatracción gravitacional; la resistencia delaire, ima vezhaabierto elparacai-
das, esdelaforma previstaen la EC.(3-48). Traslanzarse, elparacaidistacae libremen
te durante un tiempo t, antes de abrir su paracaidas. Encuentre las expresiones para la
velocidad, la aceleración y el espacio recorrido porel paracaidista ensucaída en
función del tiempo total transcurrido desde sulanzamiento. Haga un estudio gráfico
delproblema para diferentes valores de los par metros t,, p y m.

3.5.2. Fuerzas magnéticas

La EC.(3-35) define la fuerza magnética sobre una carga pun
tual, fuerza que, de acuerdo con el segundo postulado del Newton,
es medible gracias a la inercia de la partícula, m. Contrariamente a
los casos estudiados en el anterior parágrafo, en donde se tienen
fuerzas de rozamiento que actúan siempre tangencialmente, en este
caso se tiene una fuerza que, en cuanto que actúa siempre perpendi
cular a la velocidad de la partícula, no realiza trabajo y no cambia,
por tanto, la Energía Cinética de la partícula; su efecto es siempre
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una contribución a la Aceleración

Normal, es decir, al cambio de
dirección de la velocidad.

A manera de ejemplo, considé
rese la situación representada en la
FIG.(3-16); se tiene allí un Campo
'Magnético Uniforme, g, el cual se
ha representado como una distribu
ción uniforme de «Lineas de Cam
po». En la FIG.(3-16) el plano de
la hoja coincide con el plano (X. Y)
y la dirección del campo magnético
es fi :
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Figura 3-16

Por simplicidad suponemos que la velocidad de la partícula car
gada se halla también en el plano (X, y su magnitud es (la cual no
puede ser cambiada por una fuerza del tipo dado por la EC.(3-35)).
Por consiguiente, la partícula permanecerá indeñnídamente en di
cho plano. Analíticamente se tiene:

= F, = ) = qv^B„

dv

dv
m—-=F = a(v B —vB) = 0

z X y 'y^x'

La última ecuación puede integrarse inmediatamente para obtener:

V, = cte. = O

A constante igual a cero se desprende de la condi-ci n micialmente puesta, en el sentido de que la partícula
en el plano (X; 19.

se mueve

Por su parte, las dos ecuaciones restantes se hallan acopladas;
para fortuna, son fácilmente desacoplables; si en ambos casos deri
vamos nuevamente, se encuentra:
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d'v dv

dt dt

m

m

v, = -co V,

v„ =-(0 V,

La solución de este sistema de ecuaciones es conocida, pues su
forma es analíticamente igual a dos ecuaciones de un oscilador armó
nico; En ambos casos tenemos soluciones periódicas; sin embargo,
por cuanto la rapidez no puede cambiar, debe cumplirse siempre que:

Vy sera

1 I 2 2
Vp* = +Vy

Por consiguiente, la única posibilidad para las componentes y

Vj = Vq sen(íDí-i-6)

Vy = Vq cos(o)í + 5)

La constante 6 corresponde a una medición de la velocidad; si, a
manera de ejemplo, suponemos que la situación mostrada en la
FIG.(3-16) corresponde al instante í = O, entonces se deber tener
necesariamente, 5 = 0. Si adicionalmente el punto mostrado corees-
ponde a las coordenadas (-R.O), la solución para la trayectoria de la
partícula será una circunferencia de radio R, la cual se recorre con
una frecuencia co:

r(/) = cos(coí)+ ü sen(a) t)]

La frecuencia angular de este movimiento,

co = (3-49)
m

se denomina Frecuencia Ciclotrónica, y es característica de la re
lación q/m de la partícula de que se trata.

Por otra parte, el radio de la trayectoria circular que describe la
partícula está dado por:

r, Vo v„m
^= —= — (3-50)

(O qB^
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A pesar de lo sencillo del problema resuelto, vale la pena resal
tar que las aplicaciones tecnológicas derivadas de las EC.(3-49) y
(3-50) han sido de singular importancia en la física. Describamos,
así sea de manera muy somera, algunos de ellos:

(a) El Ciclotrón: inventado por Lawrence y Livingston en
1932t>8i ^ es un instrumento mediante el cual es posible acelerar par
tículas cargadas sin necesidad de hacer uso de altos voltajes. Su fun
cionamiento está descrito en todos los textos de física general o de
física nuclear, y estudiarlo se deja como ejercicio para el estudian
te.

(b) El Tübo de Rayos Catódicos combina la fuerza magnética y
eléctrica actuando simultáneamente y en direcciones perpendicualres
sobre una partícula cargada (más exactamente, ¡sobre un Haz de Par
tículas!). El campo eléctrico y el magnético se colocan cruzados y
perpendiculares a la velocidad de la partícula; cuando ellos tienen la
misma intensidad, se tendrá:

qvB = qE

Por cuanto la intensidad de los campos se conoce, a partir de
esta relación es posible medir, por ejemplo, la velocidad de la par
tícula, la cual no se desviaría al pasar por la región en la que se
encuentran los campos cruzados; más aun, cualquier otra partícula
que lleve una velocidad diferente al valor E/B se desviará, por lo

^"strumento se utiliza como Selector de Velocidades
también, por razones que no importa de momento, llamado
Monocromatizador) del haz de partículas cargadas. Agreguemos
que la pantalla de un televisor no es otra cosa que el extremo fos
forescente de un tubo de rayos catódicos sobre el cual chocan elec
trones, y cuyo fundamento más primitivo es el aquí descrito.

(c) El Espectrómetro de Masas: es un instrumento invaluable
en^ análisis químico. Si por algún procedimiento se logran cargar
eléctricamente las moléculas de un compuesto, acelerarlas e in
troducirlas a la región en la cual se encuentra un Campo Magnéti
co uniforme, de acuerdo con la EC.(3-50) cada una de ellas.

E. O. LAWRENCE y M. S. LIVTNGSTONE: «Theproduction ofhigh speed light ions
without theuseofhigh voltages». Phys. Rev. 40. 19(1932).
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dependiendo de su relación q/m, describirá una trayectoria circu
lar con un radio característico; por cuanto los valores de q no pue
den ser sino múltiplos enteros de la Carga Fundamental, la del
electrón (se dice que la carga eléctrica está Cuantizadá), es posi
ble, con alguna ayuda computacional, identificar los compuestos
presentes en una determinada muestra, digamos, por ejemplo, de
una extracción de café o de jugo de papaya.

(d) Las Lentes Magnéticas gracias a las cuales es posible lo
grar aumentos que permiten identificar, por ejemplo, defectos cris
talinos muy pequeños; a manera de ejemplo, digamos que en un
microscopio electrónico es posible amplificar un objeto hasta
200000 veces, lo cual nos dice que un «objeto» de tamaño del or
den unos 100 A, en la pantalla del microscopio se puede observar
como un objeto de 2 mm. Las Lentes Magnéticas tienen su funda
mento en fuerzas magnéticas como las descritas. La Optica Elec
trónica no es otra cosa que la disposición de este tipo de lentes en
forma análoga a como se combinan lentes en un microscopio co
rriente para optimizar su capacidad magnifícadora.

(e) Otros Aceleradores Circulares, tales como el Sincrociclotrón
o el Betatrón, también funcionan por procedimientos análogos a los
descritos; el Sincrociclotrón es básicamente un Ciclotrón pero que
tiene en cuenta la variación que se presenta en la frecuencia de rota
ción de la partícula por la variación que sufre su masa cuando se lleva
hasta velocidades comparables a la velocidad de la luz, 300.000 krn/s
(efecto relativista). Por su parte, en un Betatrón, la partícula describe
luia trayectoria circular, pero con radio constante; como se desprende
de la EC.(3-50), para acelerar la partícula en estas condiciones será
necesario variar el campo magnético de manera regulada.

EJERCICIO(3-38) Modifique las relaciones obtenidas para la velocidad y
laposición cuando enelejemplo representado enlaFIG.(3-17) lapamcula tiene una
componente nonulaen dirección Z. ¿Qué tipo demovimiento describe?

EJERCICIO(3-39) Haga unesquema ydescriba brevemente los instrumen
tos mencionados en el presente parágrafo.

EJERCICIO(3-40) Si se tieneunciclotrón de 1mdediámetro, yelcambio de
energía potencial por unidadde cargaeléctrica enunelecUón cuando atraviesa la
zona entre lasdos«D»es de 15 J/C(joule/culombio), ¿Cuál eselvalordela«Frecuen
ciaCiclotrónica»?¿Cuál será la velocidad final de lapartícula acelerada? ¿Cuánto
tiempo demora la partícula dentro del aparato?
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3.6. TORQUE DE UNA FUERZA Y MOMENTO ANGULAR

3.6.1. Defíniciones generales y teorema de conservación

Conviene recordar la definición &-y
general de MOMENTO de un vector
respecto de un determinado punto, tal \
como se hace en gemometría. Obser- \
vando la FIG.(3-17), si P corresponde \
al punto de aplicación del vector ^ , y \
fes el vector de posición del punto P \
respecto de un origen de referencia O, \
entoces el MOMENTO DEL VECTOR \ '"f
A respecto del punto 'O' se \ M
define como el vector dado por el pro- \ a M--
ducto, r

M =rxA (3-51) ' '
T . Figura3-17_ La magnitud («norma») del vector

M corresponde numéricamente al «área» encerrada por el
paralelogramo formado por los vectores A y f • dirección es
perpendicular al plano correspondiente, esto es.

|m] =M=rAsen(a)
M*r =M»Á=0 (3-52)

Condene observar que la anterior definición de momento supo
ne un «Punto de Aplicación» del vector a >cuya ubicación en el
espacio está completamente definida por el vector de posición f;

na "c tiene mucho sentido definir un punto de aplicación
Fir A momento, j(¡j . La ubicación que le hemos dado en la•t - ) es completamente simbólica y arbitraria.

ANGULAR DE UNA PARTÍCU-
respecto de un origen, también conocido como Momento

me ICO, se define como el Momento del Vector Cantidad de
Movimiento respecto de dicho origen; esto es.

L = rxp (3-53)

Como lo es la Cantidad de Movimiento, el vector £
piedad inherente a la partícula, derivada simultáneamente de su estado
de movimiento y de su posición en el espacio respecto de un punto
de referencia particular.

DEF.(3-20): EL TORQUE DE UNA FUERZA sobre una par
tícula, respecto de un origen de referencia, se define como el
momento de la fuerza respecto de dicho origen; esto es.

N = rxF
(3-54)

El vector representa, al igual que la fuerza, una acción exter
na sobre la partícula; en este sentido, cabe preguntarse qué tipo de
cambios genera esta acción externa en las propiedades de la partícu
la; esta situación la aclara el siguiente lema:

LEMA(3-S): Principio de Conservación del Momento Angu
lar de una Partícula: El Torque de una fuerza sobre una par
tícula. respecto de un origen, es igual al cambio del Monten o
Angular de la partícula medido respecto del mismo origen.

DEMOSTRACIÓN: Partiendo de la EC.(3-53), se obtiene;

dL _ dp dr -
= r X —-I- — X p

dt dt dt

Del segundo postulado se tiene: = F, la fuerza
bre la partícula. Adiciooalmente, por d«mición, el vector p F
ralelo a la velocidad, , luego, x p = O; en consecu

^ =rxF=Ñ (3-55)

resultado que demuestra completamente el Lema. ^

El resultado de este teorema, ai igual que el segundo postulado,
representa tres ecuaciones diferenciales de inovimiento maep -
dientes, para L , L y L respectivamente. Sin ernbargo, ya se ha
visto que las tres ec\iaciones de movimiento implícitas en el segun
do postulado, son suficientes para describir completamente el mo
vimiento de una partícula; en consecuencia, debemos concluir que el
resultado de este teorema es una herramienta más en la solución del
problema de la dinámica de una partícula, pero no es un resultado
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necesario. Queda claro que su utilidad se centra cuando se tienen
integrales primeras, «ab inicio», esto es cuando se cuenta con que el
Momento Angular de la partícula en alguna determinada dirección
se conserva. En este caso, emprender la solución del problema a
partir de la EC.(3-55) puede facili
tar el hallazgo de solución.

EJERClCIO(3-41) Estudiar el
problema del «Péndulo Simple» a partir de
las ecuaciones de movimiento dadas por la
EC.(3-55).

SOLUCION: Como se aprecia en la
FIG.(3-18), la posición de la partícula está re
presentada por el vector,

R(0 = sentp - úy costp)

Para la fuerza se tiene:

F(í) = -mgüy

para el torque, se obtiene:

Ñ=R XF=—n^mg sen tp

z
V

\ X

V |m§
Figura 3-18

En consecuencia, setendrá que y sondosintegrales de movimiento. Por
sonsiguiente, elproblema se reduceen principioa a resolver la siguiente ecuación:

dL
—- = N^= -mg sen (p
dt

Noesdifícil mostrar quelacomponente delmomento angularen ladirección Z
está dada por la expresión,

L = mRv
Z

expresión en dondevrepresenta larapidez de lapartícula. En consecuencia, para
ladistancia queéstarecorre a lo largo desu trayectoria circular, se obtienela ecuación
siguiente:

- , , = -g sen íp « -g sen(AS / R)
dt
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Para ángulos pequeños, la solución de esta ecuación es la de un Movimiento
Armónico Simple, tal como se encontró en el EJ.(3-12). La ñecuencia del movimiento

<0 =Vi/R •

3.6.2. Fuerzas centrales y leyes de kepler

Probablemente la aplicación más importante de lo hasta ahora dis
cutido es el estudio del problema conocido como de Fuerzas Centra
les. Como se aprecia en la FIG.(3-19), se trata de un Origen Inercial
de Fuerzas, O, hacia el cual es atraída la partícula de masa m. Por cuan
to el origen de fuerzas es Inercial, es posible describir el movimiento
de la partícula respecto de él. El carácter de Fuerza Central lo introdu
cimos mediante la siguiente deñníción:

DEF(3-21): FUERZA CENTRAL: Es la Acción Externa sobre
una Partícula, que se origina en un Centro Inercial y tiene siem
pre la forma genérica.

F(r) = /(r)Ú, (3-56)

No es de nuestro interés el caso en que el módulo de la fuerza,
f(r,^,(^), depende de las coordenadas 9 o <p, sino solamente cuando se
tiene, f(r): es decir, cuando se tiene un problema con Simetría Esféri
ca. {r constante => f(r)=cte). Este caso corresponde, por ejemplo, a la
fuerza de atracción que el Sol, tomado como centro «inercial» de fuer
zas, ejerce sobre uno cualquiera de sus Planetas; o la atracción que un
Núcleo Atómico, suponiendo que tiene una masa infinita, ejerce so re
cada uno de los electrones, o la repulsión que el mismo Núcleo ejerce
sobre una Partícula a. En el primer caso nos referimos a las Fuerzas
de Gravitación, estudiadas por Kepler y Newton; en el segundo a as
denominadas Fuerzas Electrostáticas o de Coulomb, y en el tercio
de las Fuerzas Electrostáticas de Dispersión, en particular las es
diadas por E. Rutherford'"^ , entre otros.

En el CAP.V tendremos oportunidad de volver con más detalle so
bre este tipo de problemas; de momento, con el fin de ilustrar lo hasta
ahora estudiado respecto de las leyes de conservación de la Energía y
del Momento Angular, nos limitaremos al caso del Movimiento
Kepleriano. Si se tiene Simetría Esférica, y f(r) es una función
univaluada, necesariamente la Fuerza Central es de tipo Conservativo,
luego existe una función, la Energía Potencial de la Partícula, tal que:

E. RUTHERFORD:«77ieíCOíten«go/o and P particlesandthestnictureoftheatom».
Phil. Mag,21,669 (1911).



Vt/(r)=-F(r)<» /(r)=-
dV {r)

(3-57)

Por consiguiente, la Energía Mecánica del Sistema es una Inte
gral del Movimiento, y estará dada por:

E = -mv' +C7(r)
2

(3-57')

Adicionalmente, para el Momento Angular se obtiene también:

L = r X mv (3-58)

Por cuanto para el torque respec
to de! origen de fuerzas se obtiene:

Ñ=rxF=0

se tendrá que el Momento Angu
lar, como la Energía, representa tres In
tegrales del Movimiento (Constantes)

De acuerdo con lo hasta ahora Figura3-19
establecido, el problema de una par
tícula implica la realizción de seis (6)
integrales (¡tres ecuaciones diferenciales de segundo orden!); sin
embargo, teneninedo en cuenta nuestros nuevos hallazgos, cuatro
(4) de tales integrales han sido realizadas, las que nos habrían
cunducido a la obtención de las tres componentes del Momento
Angular y a la Energía. En conclusión, la «integración» total del pro
blema se reduce a la realización de las dos (2) integrales restantes,
que implican, de todas maneras, la realización de dos nuevas medi
ciones experimentales independientes. Para determinar cuáles han
de ser tales integrales, es preciso llevar las «constentes» ya cono
cidas a las ecuaciones de movimiento.

3.6.2.1 Segunda Ley de Kepler

De acuerdo con la EC.(3-52) y (3-58), el Momento Angular, l,
debe mantenerse perpendicular al «plano» formado por los vectores

f y p; por cuanto la dirección de cambia, ello quiere decir
que el movimiento se realiza siempre en un mismo plano. Si asigna
mos la dirección a la dirección del Momento Angular, ello quie
re decir que el movimiento se realiza en el plano (X.Y) de las
coordenadas cartesianas o fr.cp) de las coordenadas cilindricas. En
otras palabras, que la dirección de £, cambie es equivalente a
eliminar un Grado de Libertad del sistema, es decir, a una doble in
tegración; es equivalente ha «haber integrado» el movimiento en di
rección Z (para dar z = cíe = O, v 0).

Por otra parte, también la magnitud del Momento Angular per
manece constante; por tanto de acuerdo con el esquema en la FIG.(3-
19) se obtiene fácilmente:

L = mv sen a = cte

Sin embargo, utilizando la misma figura, puede apreciarse que la
cantidad «vsena» corresponde aproximadamente a la «altura» del
«triángulo» mostrado, que encierra el «Ár.ea» barrida en un segundo
por el vector de posición f del Planeta, A =
límite cuando puede expresarse por:

. Esta altura, en el

Vsen a =P '̂̂ J =Pí*

Luego la expresión para L puede escribirse de la manera siguien-

L= mp^tp = 2mA

A = — = cte.
2m

(3-59)

(3-59')

Este resultado es de singular importancia en la Astronomía, y se
conoce como Segunda Ley de Kepler, por haber sido este último
quien, a partir de mediciones astronómicas, y en apoyo de la con
cepción Copernicana que colocaba al Sol en el centro del Universo
y no a la Tierra, mostró que era ésta una de las características del
movimiento de los Planetas cuando rotaban alrededor del Sol. Esta
ley se expresa de la manera siguiente:

Segunda Ley de Kepler: Los radios vectores de los Pla
netas en su movimiento de rotación alrededor del Sol ba
rren áreas iguales en tiempos iguales
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3.6.2.2 Primera Ley de Kepler: Movimiento Unidimensional
«Efectivo»

A partir de la expresión para la velocidad en la EC.(3-57), ex
presada en coordenadas cilindricas, se obtiene:

1 • 1 2 • '>
V =p +p (p"

Es posible, a partir de la expresión para (j) en la EC.(3-59), ob
tener para la Energía:

£=̂ mp^ +-^+C/(p) =̂ mp' +£/ef(p)
2 2mo 2

(3-60)

expresión en la cual la Energía Potencial Efectiva, se ex
presa como:

C/ef(P)=
2mp'

+ Í/(P)
(3-61)

Las EC.(3-58) a (3-61) son las mismas expresiones obtenidas
para el caso de una partícula que se mueve en una sola dimensión,
con la salvedad de que en este caso la Energía Potencial Efectiva
no representa la Fuerza Impresa sobre la partícula, sino que contie
ne un término adicional, comúnmente conocido como «Fuerza
Centrifuga». En otras palabras:

= - ú, = F(p) + Fe(p)= F(p) +
ap 2mp •

F„(p)= (3-62)

En conclusión: haciendo uso de la Integral L. el problema se
reduce al de una partícula en una dimensión que se mueve en un campo
de Energía Potencial efectiva. Haciendo también uso de la Integral
E, como ya se hizo al tratar el problema de una partícula en una di
mensión, es posible encontrar la solución a este Problema
Unidimensional Equivalente:

t-t. ' 01 dp'

lE-UAP') (3-63)

De otra parte, conocido pCt) a partir de la EC.(3-63), es posible
regresar a la EC.(3-59) para obtener ipft):

Lr dt'
(p(0-(pi =-1-^77:mi p^(í')

(3-64)
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Las integrales EC.(3-63) y (3-64), conjuntamente con las dos
mediciones p(ío) y <p(í,) (pudiendo ser íq = í, ) corresponden a las
dos integrales que, como anteriormente se comentó, resuelven com
pletamente el problema. En resumen, un problema que teóricamen
te implica la realización de seis (6) integrales numéricas y la
realización de seis (6) mediciones en otros tantos instantes de tiempo
conocidos, lo hemos reducido vía la introducción de cuatro (4) In
tegrales Primeras (Constantes del Movimiento), cuya determina
ción no importa en que instante se realiza, a solamente dos (2)
integrales numéricas y la realización de dos experimentos adiciona
les (toma de mediciones) en instantes conocidos de tiempo. El es
tudiante puede entonces suponer que la MECÁNICA debería
reducirse a tratar de encontrar las Integrales Primeras del Movi
miento antes de pretender integrar las correspondientes ecuaciones.
Si así lo ha inferido, ¡tiene toda la razón! La MECÁNICA ANALÍTI
CA, finalmente, desarrolla métodos para enfrentar los problemas
del movimiento desde este punto de vista.

A partir de la forma diferencial de las EC.(3-63) y (3-64) es
posible también eliminar el tiempo para obtener la ecuación dife
rencial de la trayectoria (de su geometría). No es difícil mostrar
que la relación geométrica entre p y (p está dada por:

tp(p) =
dp'/p'̂

(3.«5)
P(0)

La pregunta que sigue es ¿qué, geometría representa la EC.(3-
65), o las EC.(3-63) y (3-64)? Es claro que la respuesta solamente
puede darse si se conoce en forma explícita la dependencia funcio
nal de la Energía Potencial Efectiva, EC.(3-61), la cual está deter
minada esencialmente por la Energía Potencial «real», U{p), ya que
el término centrífugo, L^I2mp^ , tiene en todos lo casos la misma
«forma», esto es, la misma dependencia funcional de la variable p.
Según Kepler, para todos los planetas se cumple la siguiente ley:

Primera Ley de Kepler: Los Planetas se mueven en tra
yectorias elípticas con el Sol en uno de sus focos.

Es claro que si todos los planetas tienen el mismo tipo de trayecto
ria, todos obedecen la misma Ley de Interacción con el Sol, represen
tada por í/(p); y esta interacción debe ser tal que satisfaga las Dos
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1

1

\Oc(P)'̂ p^
\

\

—h P
0

E(=:Cte) ^ ^ -

/

/

Figura 3-20

Condiciones implícitas -en la Primera Ley de Kepler, a saber: que la
trayectoria sea Plana y que sea Cerrada ( esto es, tenga dos puntos de
retomo en p) en un ciclo (elipse).

Yademostramos que el carácter plano de la trayectoria se asocia al carác
ter Centralde la fuerza, pero nada tiene que ver ello con la dependencia explí
cita de dicha fuerza con la distancia. Es decir, se asocia a la Conservación de
la Dirección del Momento Angular, implícita en la Segunda Ley de Kepler.

Por otra parte, la segunda condición requiere un análisis más
detenido de la integral en la EC.(3-65). En la FIG.(3-20) se muestra
una posible forma de Energía Potencial Efectiva; de una parte se
tiene el término Centrifugo, siempre positivo, y de otra, en este
caso particular, una Energía Potencial atractiva que varía inversamente
con la distancia al centro de fuerzas, pero más lentamente que el
término centrifugo. El resultado es que se tiene un mínimo de U/p)
y la posibilidad de un Movimiento Unidimensional Equivalente con
dos puntos de retomo, y dependiendo, claro está, del valor
de la Energía Total; más exactamente, en este caso particular, para
E(p„)<E<0. F .P

La situación en el plano, sin embargo, tiene muchas variantes;
En la FIG.(3-21) se muestran dos posibles movimientos de la partí
cula entre los mismos puntos de retorno, que por simplicidad se han
denominado p^ y p^ para sus valores mínimo y máximo respectiva
mente. Como las trayectorias allí observadas puede haber infinitas.

L

Dinámica de una i'aktic ula 133

e igualmente pue
den ser cerradas o

abiertas en un nú

mero de ciclos que
puede ir entre uno
e infinito (¡lo que
equivale a decir que
la trayectoria no se
cierra!); todo de
pende de la forma
explícita de la Ener
gía Potencial, í/(p),
esto es, de la Ley de
Interacción entre el

Centro de Fuerzas y
la Partícula. Figura 3-21

Para evitar procedimientos matemáticos algo engorrosos pre
tendiendo integrar la EC.(3-65), podemos partir de la ecuación
geométrica de la elipse, tomando como válida la Primera Ley de
Kepler. De acuerdo con el esquema de la elipse en la F1G.(3-
22), se tiene:

p + p' = 20 (3-66)

siendo a el Semieje Mayor de la Elipse. A partir de esta ecuación pueden
fácilmente encontrarse las siguientes relaciones:

6 = o(l-e^)'= (3-67)P = o(l - 8-)

«P» se denomina el «Latus Rectum», «e» la
«ó» el «.Semieje Menor».

A partir de estas expresiones pue
de encontrarse que la relación entre p
y (p (las coordenadas polares de la par
tícula^ está dada por:

—= 1+ ecos(p (3-66')
P

ecuación equivalente a la EC.(3-66).
Sjin embargo, es ésta una relación más
general en cuanto que es la ecuación
fjenérica de una Cónica, esto es, vá
ida para una Circunferencia (e=0),

una Parábola (e=l), una Hipérbola
(e> 1) o una Elipse (e< l).

«Excentricidad»

Figura 3-22
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EJERClCIO(3-42) Muestre que efectivamente la EC.(3-66') se deduce de la
EC.(3-66).

EJERCICIO(3-43) Muestre que tomando como origen el centro geométrico
de la elipse, a partir de la EC.(3-66) o (3-66') se llega a la ecuación conocida en coorde
nadas cartesianas,

a)
= 1

EJERCICIO(3-44) ¿Cuál será la ecuación de la Elipse en coordenadas
cartesianas, pero tomando como origen el Foco? ¿Cuál será la correspondiente ecua
ción de la Elipse en coordenadas polares tomando como origen el centro geométrico?

Aplazando un poco la discusión sobre la cónica y haciendo uso
de un poco de intuición, puede verse que la relación diferencial en
tre (1/p) y (f> es bastante sencilla, en cuanto que corresponde a una
solución armónica. Por consiguiente, lo más indicado es encontrar
esta relación utilizando en nuestras EC.(3-59) y (3-60) la variable u
= 1/p. Tras algo de manipulación se encuentra:

Si obtenemos la segunda derivada, y recordando que la Fuerza
real, la acción del sol sobre el planeta, está dada por, F(p) = -{dU/
dp), nuevamente, tras algo de manipulación se encuentra:

d^u m
• mh—-

F(«)

u

= 0
(3-68)

Lo interesante del asunto es que la solución dada por la EC.(3-
66') es solo posible si el último término de la derecha en la EC.(3-,
68) es constante. Ello implica entonces, que necesariamente la
norma de la fuerza debe ser proporcional a u?".

F(P) = ^ <=> F(p) =--^üp
P P

a > O (3-69)

Por consiguiente, para la Energía Potencial se obtiene:
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(/(p) =-J F(p)«íír =--
OC P

(3-69)

Dejando para el lector los pormenores de las demostraciones
correspondientes, se encuentra para el Latus Rectum el siguiente
valor:

P =
ma

(3-70)

EJERClCIO(3-45) Desarrolle todos los pasos necesarios para llegar a la
EC.(3-67) a partir del cambio de variable u=1/r.

EJERCICIO(3-46) Llevando la solución en la EC.(3-69) a la EC.(3-68), en
cuentre la solución a la ecuación diferencial y muestre que efectivamente es la ecua
ción de una cónica tal como se representa en la EC.(3-66'), de donde se obtienepara P
laEC.(3-70).

Por otra parte, de la ecuación para los puntos de retorno, E= C/^p).
y comparando con el valor correspondiente para ellos que se obtie
ne a partir de la EC.(3-66'), se encuentra:

ma Pr

de donde se obtiene para la excentricidad:

2 E (3-72)
1 +

m a

Volvamos ahora sobre los distintos ti
pos de cónicas posibles para la particular
forma de Energía Potencial dada por la
EC.(3-69):

(a) Físicamente no tiene sentido un valor
negativo de en la EC.(3-71). Por consiguien
te, toda trayectoria para valores positivos de
energía, F>0, tendrá un solo punto de retor
no, el cual se obtiene para cuando cp = O:

, 2EI}
2

ma (3-71)

t

1
i 1

6=1,15

ir-0.=T/6
/'/P

""

'''

/ 1 '
P

1 !

Figura 3-23
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Pm =
1 + 8

Como se desprende de la EC,(3-23), para cuando el planeta se
aleja, p—>oo, se encuentra el ángulo de la asíntota;

P(<Po) = «= =:

El valor negativo índica, como se
puede apreciar el la FIG.(3-23), que
el ángulo correspondiente es mayor
que tc/2. Más corriente es dar el án
gulo entre las dos asíntotas simétri
cas del movimiento; este ángulo es
2<Po.

(b) Para E = O se encuentran dos
puntos de retomo y e = 1. Tales puntos
son:

COS((P(, ) = - 1/ 8

Pm =
2ma

= 00Pm =

2.0

\Y/P

1.0

P=L''2lm

T

Pf2 *—x/p
•1.5 0.0 0.5

La trayectoria corresponde a una
1^ FIG n ^9 ^ puede pareciarse enj . , -(3-24). Obsérvese que en este caso el máximo acercamientoe p aneta al sol ( o del cometa, si es del casolcorresponde exacta
mente a la mitad del valor delLatus Rectum, P.

r^t" existen dos soluciones; sin embargo, existeicencia de parte de los físicos a ceptar la solución p = oo como un
pun o e retorno, pues se supone que físicamente no tiene mayor
sen 1 o. Lo mas prudente parece ser dejar al lector la acptación o no
del punto de vista aquí defendido.

Finalmente, pra valores de enrgía tales que.
ma

<£<0 o

Figura 3-24

8 < 1

se tendrá una trayectoria elíptica, tal como lo estableció Kepler en su
primera ley, originalmente calculada para Marte. Los parámetros res
tantes de la elipse que pueden apreciarse en la FIG.(3-22), se obtienen
fácilmente a partir de las relaciones geométricas, EC.(3-67).

Dinámica de una partícula 137

a =
a

2|£|

2iMj£|

(O

(«)

(3-73)

En el caso particular que la Energía de la partícula tenga el míni
mo valor, esto es,

ma'

21}
= E

se tiene que los dos puntos de retomo coinciden y la excentrici
dad es 8=0; este caso corresponde a una trayectoria circular.

También sobre este particular existe cierta polémica, en el sen
tido de si la trayectoria circular implica la existencia de «dos» pun
tos de retorno, o si se trata solamente de «uno». Insistimos en
mantener como solución al problema físico el resultado que nos
brinda la matemática; y este resultado es que hay «Dos soluciones
reales», por tanto con sentido físico; que tales soluciones sean
numéricamente iguales, «degeneradas», es otro problema. Recor
demos que las dos soluciones, aun cuando iguales, corresponden a
soluciones diferentes para el ángulo (p.

EJERCICIO(3-47) Encuentre larelación expresa entre los puntos de retomo
de la trayectoria elíptica y los semiejes mayor y menor.

EJERCICIO(3-48) Tomando unmismo punto como foco yun mismo valor
para P, dibuje las elipses correspondientes a los valores de excentricidad e=l/3,2/3 y
1/4. ¿Cómoserelacionanentresi loscorrespondientes valores delaenergía?

En resumen, la validez de la Primera Ley de Kepler está asocia
da a diferentes condiciones, a saber:

i. La dirección del Momento angular de la partícula no cambia,
razón por la cual la trayectoria es plana.

11. La Energía Potencial del Planeta es inversamente proporcional
a su distancia al Sol, lo cual permite la posibilidad de una cónica
para la trayectoria.
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iii. La Energía Total del Planeta es negativa, lo cual garantiza que la
cónica sea una Elipse.

Por otra parte, el estudio eminentemente analítico nos deja la
posibilidad de otros tipos de trayectorias posibles, tal el caso de las
trayectorias parabólicas e hiperbólicas, para Energías nulas o posi
tivas. Más aun, si aceptamos que la ley de interacción entre el Sol y
la Tierra es la misma que existe entre la Tierra y un cuerpo en su
vecindad (lo cual en el marco del problema de fuerzas centrales aun
no lo hemos demostrado), la posibilidad de estas trayectorias abier
tas nos dice simplemente que es posible escapar del campo
gravitacional terrestre... lo cual, por como está la situación en nues
tro planeta, parece ser que día a día es una posibilidad cada vez más
halagadora.

3.6.2.3: Tercera Ley de Kepler

De la Geometría recordamos que el rea total de la elipse está
dada por la expresión siguiente:

A = nab

siendo a y b los correspondientes semiejes. Por otra parte, a
partir de la Segunda ley de Kepler, EC.(3-59'), se obtiene:

A= — =~
T 1m

X es el Periodo de Rotación del Planeta alrededor del Sol. Ha
ciendo adicionalmente uso de la EC.(3-67), se obtiene para x:

x^ =
a

a

(3-74)

Este resultado se conoce como la Tercera Ley de Kepler, cuyo
enunciado es el siguiente:

Tercera Ley de Kepler: Los cuadrados de los periodos de
revolución de los planetas alrededor del sol están en relación
directa a los cubos de los semiejes mayores de las correspon
dientes elipses.

Como puede verse, esta «Ley» no corresponde, realmente, a des
cubrimiento nuevo alguno; de acuerdo con nuestro desarrollo, es

I
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consecuencia inmediata de la Segunda Ley, la cual establece la cons
tancia de la Velocidad Areal. Lo importante, sin embargo, es que a
partir de la EC.(3-74), es posible calcular, bien las distancias me
dias de los planetas al Sol cuando conocemos sus períodos, o calcu
lar sus periodos si las primeras se miden. Según Kepler, la expresión
de la ley, para dos planetas alrededor del sol, es la siguiente:

- 2 -

Tl

II

«1

."^2.

I

t.

Por otra parte, a partir de la EC.(3-74), se llega a:

m, a,

"h «2

Este resultado nos dice simplemente que la constante de la fuerza
que sobre cada uno de los Planetas ejerce el sol, debe ser necesaria
mente proporcional a su Masa Inercial, m. En consecuencia. Xa. Cons
tante de Fuerza, a, no puede sino depender de las características
del Sol y ser directamente proporcional a la masa del planeta:

a = Kj/n

En el CAP.V, una vez hayamos hecho uso del tercer postulado e
Newton durante el estudio del Sistema de Dos Partículas, encon ra
remos que esta relación es la clave en el planteamiento de la ey
Universal de Gravitación de Newton.



Capítulo IV

DINÁMICA DE UN SISTEMA DE PARTÍCULAS

4.1 INTRODUCCIÓN

En el capítulo precedente se estudió la dinámica de una
partícula; la descripción de su movimiento se hizo a partir del
primero, segundo y cuarto postulados; no fue necesario, sin
embargo, hacer uso del tercero de ellos, vale decir, del Prm"
cipío de Acción y Reacción. Según este axioma del movimien
to, las fuerzas en la naturaleza aparecen como resultado de la
INTERACCIÓN ENTRE PARTICULAS, la cual, para masas
puntuales, tiene las características de igual magnitud, direc
ción contraria e idéntica línea de acción. De otra parte, dicho
principio presupone la existencia de por lo menos dos partí
culas y, en cuanto tal, se constituye en el eslabón que permi^,
a partir de las leyes ya deducidas para el movimiento
ellas, describir la dinámica de un SISTEMA DE PARTIC -
LAS con interacciones entre las distintas partes (Particu as;
que lo componen.

4.2. DEFINICIONES BÁSICAS

Las propiedades dinámicas inherentes a una partícula eran
su Inercia y su Cantidad de Movimiento; posteriormente se
definieron su Energía Cinética y Potencial. Adicionalmente,
la acción externa estaba definida como una Fuerza, capaz e
producir cambios en la cantidad de movimiento de la partícula.
Sin embargo, la extensión de las anteriores definiciones a un
Sistema de Partículas, no es siempre inmediata, y si bien se
parte para ello del principio de la Aditividad de las propieda
des -estén ellas representadas por cantidades escalares o
vectoriales - no necesariamente las «nuevas propiedades» de
finidas tienen una interpretación trivial a partir del significado
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que tienen para una partícula. No es conveniente, por tanto, to
mar las nuevas definiciones a la ligera, sino partir del hecho de
que conllevan en sí mismas nuevos conceptos que exigen tam
bién reflexión adicional.

DEF.(4-l): MASA: Un sistema constituido por un conjunto
de Npartículas, cada una de ellas con masa k=l,2,...N,
tendrá una Masa total M dada por,

N

M = (4-1)
k=l

La EC.(4-1) presupone, implícitamente, una distribución
Discreta y Enumerable de partículas; en lo que sigue, salvo que
se diga lo contrario, el número total de partículas, N, se supone
constante, y por consiguiente constante ser también la Masa M
del Sistema.

En la práctica, un sistema no siempre puede considerarse
como una distribución discreta y enumerable de partículas; por
ello conviene reescribir la EC.(4-1) para casos especiales de dis
tribuciones de materia no necesariamente discretas u homogé
neas. Hablamos, entonces de distribuciones Continuas de masa;

Figura 4-1

dentro de esta categoría pueden distinguirse distribuciones Li
neales. Superficiales o Volumétricas. Como puede verse esque
máticamente en la FIG.(4-1), para distribuciones como las
mencionadas la MASA del Sistema puede calcularse, según el
caso, mediante las expresiones siguientes:

(a) M=fX(f)4/(f)
r

(b) M=ff o(r)í/Z(r)

(c) M =J|j5(r)4V(r)

(4-2)

En todos los casos, en la EC.(4-2) f corresponde a la posición en
el espacio del «Elemento de Masa», por ejemplo dm = 'k{f)dlij)
el caso de la distribución lineal; las funciones de la posición,
X(r),cr(r),6(r) corresponden a las Densidades de Masa lineal, su
perficial y volumétrica respectivamente. Cuando estas cantidades son
constantes, esto es, no dependen de la posición del elemento de masa
en el material, se dice que la distribución de masa es Homogénea.

DEF.(4-2): El CENTRO DE MASA de un Sipema de Partícu
las se define como un punto en el espacio. Rj. . calculado de
acuerdo con la relación vectorial,

1 ^
Rr = y "kfv (4-3)

expresión en la cual M es la masa total del sistema de acuerdo
con las EC.(4-1) o (4-2). y N es el número total de partículas.

DEP(4-3): VELOCIDAD Y CANTIDAD DE MOVIMIENTO
DEL CENTRO DE MASA: La variación de la posición del cen
tro de masa respecto del tiempo define su velocidad:

Similarmente, y por analogía con la expresión para el Segun
do Postulado, la cantidad,

MV,=Pc

define la Cantidad de Movimiento del CM. (4-5)
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Las anteriores expresiones nos permiten proponer una primera
ley del movimiento de un sistema de partículas referente a su Cen
tro de Masa (CM), ley que queda establecida mediante la demostra
ción del siguiente Lema:

LEMA(4-1): La posición del Centro de Masa de un Sistema
de Partículas no depende del sistema de referencia, y define
por tanto una Propiedad inherente al Sistema.

DEMOSTRACIÓN: Sean O y O.' dos sistemas de referencia
inerciales; f'Representa la posición del sistema O' respecto del sis
tema O, tal como puede apreciarse en la FIG.(4-2). Para cada partícu
la se cumple, de acuerdo con las transformaciones estudiadas en la
Cinemática:

O

Figura 4-2
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^ J»^j=1.2._N

siendo f'j la posición de la partícula de masa m medida en el sistema
O'. Llevando esta expresió a la EC.(4-3) se obtiene:

Rc =-iJrZ'«»(f •+f') =Rc'+f
Ni t._ik=i

<=> Rc'= Re (4-6)

Esto es, que el vector sigue la mismajey dejtransformación
de los vectores fj , o lo que es lo mismo, R^ y R'c definen el
mismo punto en el espacio. ^

COROLARIO: La velocidad del CM de un Sistema de Partí
culas obedece la transformación de velocidades de Galileo.

DEM.: La demostración es inmediata a partir de la EC.(4-6),
aceptando el carácter absoluto del tiempo, t^ = tf Finalmente se
encuentra:

Vc=Vc-Vo. (4-7)

. Yo- es la velocidad con la cual el sistema de referencia O sedesplaza respecto del sistema de referencia O. Como puede veree,
la EC.(4-7) es la misma expresión de transformación de velocida
des de Galileo estudiada en el Cap. III. ^

DEF(4-4): LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO de un Sistema
de Partículas esta definida por la suma vectorial de las canti
dades de movimiento de las partículas que lo componen.

IN !•<

p=Zp>=
k=1k=I

(4-8)

LEMA(4-2): La Cantidad de Movimiento de un Sistema de Par
tículas es igual a la Cantidad de Movimiento de su Centro de
Masa.

DEMOSTRACION: A partir del resultado en la EC.(4-4), de
acuerdo con la definición en la EC.(4-8), se obtiene en forma
inmediata el resultado.
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p = MVc = Pe (4-5')

Resultado que concluye la demostración del Lema.

Interesante para discutir, con base en el anterior resultado, es el
hecho de que estando la Cantidad de Movimiento para una partícula
asociada a su ubicación en el espacio, puede decirse que el corres
pondiente vector Pij tiene en el espacio un punto de aplicación per
fectamente definido. Al hacer uso de la DEF.(4-3), sin embargo,
estamos sumando vectores con puntos de aplicación diversos, he
cho que puede ser considerado, para magnitudes que definen pro
piedades eminentemente físicas, como carente de lógica. El resultado
en la EC.(4-5') puede dar claridad a la discusión al definir el CM
como punto de aplicación del vector Cantidad de Movimiento del
Sistema de Partículas; en dicho punto, sin embargo, puede existir o
no materia.

E^RCICIO(4-l) Calcule la masa total de una varilla de longitud L cuya densi
dad lineal, a partir de uno de sus extremos, aumenta con su longitud de acuerdo con la
relación, ^ = aVjc •Calcule laposición correspondiente del Centro deMasa (CM)

EJERCICIO(4-2) Una esfera hueca está compuesta por dos hemisferios de
materiales diferentes, plomo y níquel. Si ía distribución superficial de masa en cada
hemisferio es homogénea,calcule la posición
del CM de la esfera respecto de su centro
geométrico.

EJERCICIO(4-3) Calcule el centro de
masa deunavarilla como larepresntada enla
figura adjunta, doblada enángulo recto, cuya
longitud total es«L» yelpunto dequiebre la
divide enproporción de 2:1. Suponga que la
varilla es homogénea.

EJERCICIO(4-4) Calcule laposición
de CM de sistema de particulas representado
en la figura, en el cual las masas tienen los
siguientes valores: ym^=6m .
Las partículas se encuentran en lo vértices de
un rectángulode ladosL1y L2.

EJERCICIO(4-5) La densidad de una
esfera maciza varia de acuerdo con la relación:
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6(r,9) =Po(l-i-cos^ S) + ar

siendo pg y ct constantes, r y d lascorrespondientes coordenadas esféricasdel
elemento de masa. Si el radio total de la esfera es R, calcule su masa total. ¿Qué
puede decir acerca de la ubicación del CM? Explique su respuesta.

EJERCICIO(4-6) Un triángulo equilátero está formado por la imión de tres
varillas de longitud L, pero de diferentes materiales,níquel,hierroy estañorespectiva
mente. Calcule la masa total y la ubicación del CM del triángulo

DEF.(4-5): FUERZA IMPRESA: Si sobre las partículas m de
un Sistema actúan fuerzas impresas de la forma, ,
entonces la Fuerza Impresa total sobre el Sistema será.

F=£Fj

Ahora bien: como puede obser
varse en el fig.(4-3), la fuerza total
Fj que actúa sobre la partícula m.^
costa de dos términos con origen
muy diferente: de una parte distin
guimos las fuerzas provenientes de
la acción ejericda por cada una de
las restantes partículas del sistema,
que limaremos Fj„ (Fuerza interna
sobre m.), que de'acuerdo con el
cuarto postulado tiene siempre la
forma,

K =
k=l. k*j

(4-11)

expresión en la cual, _como se ob
serva en la FIG.(4-3), represen
ta la acción de la partícula m^ sobre
la partícula m.. De otra parte, teñe- Figura4-3
mos también la Fuerza proveniente
de la interacción de m. con el exterior del sistema, que llamaremos
fgx,. En conclusión, la^ fuerza total sobre la partícula m. puede escri
birse en la forma,

N

+X^kj (4-11)
küj

F =f
J e + F«, =

(4-9)

ma Ai
Bk .fia

ífB
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LEMA(4-3): Las fuerzas internas de interacción entre ¡as
partes de un Sistema de Partículas no contribuyen a la fuerza
total impresa sobre el sistema.

DEM: Partimos de la DEF.(4-3) y de la EC.(4-11), para obtener:

j=i
I?.
j=i

N N

i=l k<j

Ahora bien, de acuerdo con el tercer postulado, el segundo
termino de la expresión anterior es algebraicamente nulo; el primer
término, de otra parte, representa la acción externa total sobre el
sistema de acuerdo con la EC.(4-9), luego,

F=yf =F
eX| ex

lo que demuestra la hipótesis del lema propuesto.^

(4-12)

Acerca del anterior lema, conviene resaltar la distinción entre
las expresiones (4-9), (4-11) y (4-12). En el caso de la EC.(4-11) se
trata sencillamente de un postulado, una «Ley de la naturaleza»,
evidente por sí misma; todas las fuerzas que allí aparecen actúan
^bre una misma partícula, esto es, en un mismo punto del espacio.

sucede con las fuerzas que aparecen en la EC.(4-

• cuales actúan sobre partículas diferentes, lo cual noimpide que la suma pueda realizarse, pues al fin de cuentas hemos
«supuesto» que las reglas de adición vectorial rigen para las Fuerzas
en la naturaleza (cuarto postulado). Pero que una suma de Fuerzas
actuando sobre diferentes partículas tenga las características de una
Fuerza Impresa' en el sentido que habla el segundo postulado, no es

evidente; esta no evidencia es la que nos obliga a Definir la Fuerza
sobre el Sistema de Partículas mediante la EC.(4-9).

4.3. TEOREMA SOBRE LA CONSERVACIÓN DE
LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO

LEMA(4-4): Si sobre un Sistema de Partículas la fuerza ex
terna total es nula, la Cantidad de Movimiento total del siste-
ma, p, permanece constante. En caso contrario, las fuerzas
externas sobre el sistema determinan el movimiento del CM
de acuerdo con la relación.
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(4-13)

DEM: La EC.(4-Il) representa la Fuerza Total Impresa sobre
la partícula m; luego, de acuerdo con el segundo postulado, se
tendrá :

dt
Fi = = P

Utilizando esta expresión en la EC.(4-9), y por cuanto el número
de partículas no cambia con el tiempo, se obtiene:

i dt dt^^^
Combinando con el resultado en la EC.(4-11) y la DEF.(4-3), se

obtiene finalmente:

''-P (a) (4-13')F„ =
dt

<=> F„ = O^ Pe = cte (b) (4-13')

La facilidad con la cual se demuestra el anterior Teorema no

desdice, en modo alguno, de su importancia en el contexto general
de la física newtoniana; por ello conviene detenerse un poco en este
punto y reflexionar sobre su significado.

(a) La conservación de la Cantidad de Movimiento no excluye
la posibilidad de que sobre el Sistema (en forma más precisa debería
decirse ... sobre partes del sistema) actúen fuerzas externas. La
condición es que tales fuerzas, según la EC.(4-12), sumen cero.

(b) Como ley de conservación de carácter vectorial, o como
ecuación de movimiento para el CM, la EC.(4-13') representa en
realidad tres ecuaciones análogas, pero, en el caso general,
independientes entre sí, las cuales permiten describir completamente
el movimiento del CM del Sistema con métodos ya elaborados para
la dinámica de una partícula.

(c) Que se conserve la Cantidad de Movimiento total del Sistema,
P , no implica que también se deban conservar individualmente los
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distintos momentos de las partículas, Pj; en principio, como puede
colegirse de la FIG.(4-3), la Fuerza Impresa sobre una cualquiera de
ellas, aun en la condición de que no existiere fuerza externa sobre la
misma, no es nula; para enfatizar esta aseveración bastaría, a manera
de ejemplo trivial, considerar un sistema de dos partículas con fuerza
mutua de interacción, ya sea de atracción o de repulsión.

(d) La EC.(4-13') (b) es consecuencia directa del resultado en
la- correspondiente EC.(a), resultado al cual se llega bajo la
suposición de existencia de un Sistema de Partículas, esto es, N>1;
solo en tal caso tiene realmente sentido hablar de la Conservación
de la Cantidad de Movimiento, P^,. Esta aseveración conviene hacerla
por cuanto no pocas veces las EC.(4-13') se interpretan como
reformulaciones del Segundo y Primer Postulado respectivamente.
Sin embargo, para una partícula tales expresiones son completamente
independientes y no demostrables. ¡Son Postulados!. Conviene por
tanto que el lector se remita nuevamente a la discusión del CAP.III
sobre los postulados de Newton.

(e) Finalmente, recordemos que para llegar a la EC.(4-13')(b),
no es preciso hacer hipótesis alguna sobre el tipo de fuerzas que
actúan sobre el sistema. Su cumplimiento exige únicamente que la
interacción entre las partículas del sistema cumpla lo establecido
en la primera parte del tercer postulado de Newton.

EJERCICIO (4-7) SISTEMAS
CON MASA VARIABLE: El subtítulo
puede aparecer algo contradictorio con lo hasta
ahora estudiado, en el sentido de que la
conservación de la cantidad de movimiento
implica, necesariamente, la conservación de la
inercia total del sistema.. Ello no implica, sin
embargo, que no pueda haber transferencia

internademateriadeunaparteaotradel sistema,
tal el caso, por ejemplo, de un sistema de
propulsión de una nave a reacción, tal como la
que se ha esquematizado en la FIG.(4-4).
Tenemos allí las siguientes características: un depósito con combustible. D, cuya
masa total inicial.A/o, esconsiderable comparada conlamasa total delsistema, yen
particularcon la de la cápsula;las Toberas, T,cuya forma regula, parcialmente, la
velocidad desalida delos gases tras lareacción, identificados como G,velocidad que,
respecto delacápsula, llamaremos Q;adicionalmente tenemos lacápsula propiamente
tal,C, recuperable trasel viajerespectivo, cuyodesplazamiento en el espacioes el que
finalmente nos interesa.

E

Figura 4-4
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Inicialmente supongamos que no hay interacción con cuerpos extemos; el Sistema,
que está compuesto por la cápsula, los gases, y el combustible, satisface las exigencias
deLEMA(4-l)y, en cuanto tal, la EC.(4-13')(b). Si en un instante dado la masa del
sistema esM(t) y su rapidez la Cantidad de Movimiento será,

P(0=M(/)v(0

De otra parte, la velocidad de salida de los gases respectode un observadoren
tierra (sistema inercial de referencia) será, de acuerdo con la correspondiente
transformación de Galileo,

Vq =V-Ü

Ahora bien,un instante posterior, enM-rfí, sehabrá quemado imacantidad total
decombustibledM, cantidadque,entendida comounavariacióndelamasadelsistema
que incluye la cápsula, será negativa, pero positiva cuando se considera como masa
de gases que sehadesprendido enellapso infinitesimal ífr. En tales condiciones, en el
instante t^dt la cantidad de movimiento del sistema total será:

P(í + CÍO = (M + ¿ív)+ cíM(v - ü)

La cantidad ¿y el incremento de la velocidadde laparteresidual de lanave
espacial, laque porta lacápsula. Deacuerdo con laEC.(4-13') (b) setendrá, igualando
las cantidades de movimiento en í y t^dt:

udM-Mdv^O

expresión endonde sehan desechado diferenciales de segundo orden (dMdv-
0) y se ha hecho caso omiso de la notación vectorial porcuanto nohabrá otra
posibiMáaá que lade movimiento rectilíneo. Si introducimos ahora la cantidad

—di, correspondiente a la rata de quema del combustible, cantidad
característica del sistemayque en general se toma como constante (finalmente es la
que garantiza que también lavelocidad de salida de los gases,«, sea constante),
llegamosa la siguiente ecuación de movimiento paralacápsula:

dv um

dt Mq - mt
= 0

Sienr=OsuponemosA/(0) = y \/0) =O, lasolución de laecuación anterior
sera.

v(t) = «In
M

= t/ln
M.

Mq - mt
(4-14)
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Al lector quedacomo ejeicici'')comprobar la validez de esta expresión, en particular
lo correspondiente al signo que se ha tomado para el elementodMsegún represente,
de una parte la disminución de masa de la cápsula, de otra el incremento de la masa de
los gases residuales; ambas cantidades varían con ¡n, pero el signo, de esta cantidad
depende del «lado» en que se aplica.

EJERCICIO (4-8) A partir de la EC.(4-14), si AM es la masa residual de la
nave, AM=Afo muestre que la longitud de la trayectoria espacial recorrida está
dada por la expresión.

5 (í)=wS—r^ln
m

M(t)

M.

AM (4-15)
m

EJERCICIO (4-9: Los datos característicos de un V2 son: m= Mq / 60.
La masa residual (tras la quema del combustible) es,Mo/A/c = 300, y u = 6800 fl/s.
Calcular: (a).tiempo máximo de aceleración; (b).máxima velocidad alcanzada;
(c).máximodesplazamiento alcanzado; (d).construya las gráficas correspondientes a
a(t). vroysr//"

EJERCICIO (4-10): Resolver el problema original, EJ.(4-7), pero teniendo en
cuenta la fuerza extema sobre el cohete, esto es, la fuerza gravitacional, suponiendo
que la aceleración gravitacional, g = 9,86 m/s^, no cambia sensiblemente, y se supone
un lanzamiento vertical.

4.4. TEOREMAS SOBRE LA ENERGÍA

DEF(4-6): LA ENERGÍA CINÉTICA de un Sistema de N Par
tículas está definida por la suma de la energía cinética de cada
una de las partículas que lo componen:

N^ 2 N^

Hv,, Vj,...Vn }=2^T; (V, )=- X "ífc ^
^ k=lk=l

(4-16)

Claramente, la Energía Cinética es función cuadrática de las
velocidades^ de las partículas, y en cuanto se mantenga una
representación en términos de las coordenadas cartesianas de las
partículas, éstas no aparecerán en la expresión para T. Análogamente,
como es también el caso para una partícula, la Energía Cinética es
una Propiedad del Sistema; sin embargo está deñnida con base en
las propiedades de las partes que lo componen.

H. GOLDSTEFN: «Mecánica Clásica». Aguilar, 1963, Prob.1.3
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LEMA(4-5): La Energía Cinética de un Sistema de Partículas
puede expresarse como la de su Centro de Masa, más la co
rrespondiente al sistema calculada desde el Centro de Masa.

DEM.: Si volvemos a la FIG.(4-2), puede verse que para cualquiera
de las partículas, su posición respecto del CM está dada por,

Tcj =rj -Rc,Vj =i.2...N

De otra parte, el carácter absoluto del tiempo nos conduce a la
transformación de velocidades de Galileo, que para el caso que nos
ocupa tendría la forma,

^Cj ~ "^C'̂ i=l.2JÍ
de donde se obtiene para la norma, en cada caso,

V? =Ve, + +2Vc, • Ve,
Llevando esta expresión a la definición de la EC.(4-16) se

obtiene:

1 N 1

7' =-í-ym¡v^ +-
2tr ' 2j=i

" N " N

J=' . J=' (4-17)

Ahora bien: el último término en paréntesis define, según la
EC.(4-4), la velocidad del CM calculada desde un sistema de
referencia ubicado en la CM, valor que trivialmente es nulo. Por
consiguiente, de acuerdo con la EC.(4-1) y (4-16), se obtiene:

^ j=I ^

(^)2' = 'írtlOA

(4-18)

COROLARIO: La Energía Cinética del Sistema relativa
al CM. T„,cw, no depende del Sistema de Referencia que
se elija para la descripción del Movimiento.

DEM: La demostración se sigue de manera inmediata del
resultado en el LEMA(4-1), según el cual la posición del CM es una
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Propiedad del Sistema, independiente del sistema de referencia, y
en cuanto tal lo serán también las velocidades de las partículas
respecto del CM, Vq . Una demostración más detallada queda
como ejercicio para el lector (EJ.(4-11)). ^

EJERCICIO (4-11): Demuestre que la Energía cinética de un sistema de
partículas es invariante bajo traslación del sistema de referencia.

EJERCICIO (4-12): VELOCIDAD CUADRÁTICA MEDIA: Por la
forma como se defíne la velocidad del CM, no pocas veces se incurre en el error de
identifícarlaconlacorrespondientea la energía cinética media de las partículas, que es
laque trataremos deestudiaren este breve ejemplo, concepto que tiene amplia utilidad
en el tratamientode los denominados gases ideales. Denominaremos la Velocidad
CuadráticaMedia, aceptando laabreviaciónproveniente del inglés,«rootmean square
vélocity», ycuyo significado esel siguiente: tomamosel valor medio del cuadradode
larapidez, ponderado conlarespectiva masade laspartículasen todo el sistema.

= <v^> =
1 N

Trayendo a estaexpresión el resultado en la EC.(4-16),se obtiene:

2 _ ^^relCKL
"nns

M

otambién enforma equivalente.

1
T = — Mv'relCM 2

Claramente se puede apreciarque elvalordeducido, elevado alcuadrado, esuna
medida de laEnergíaCinéticamedia del sistemadepartículas, yencuanto tal, también
la clave paracalcularunbuennúmero de propiedades del sistema que se lerelacionen.
Conviene observar que en ladefinición anterior entran solamente términos que no
dependen del sistema de referencia, tal como el CM ylas posiciones de las partículas
respecto deéste; enconsecuencia, también la es unapropiedaddel sistemade
partículas, independientemente desdedonde se le mire.

EJERCICIO (4-13):A partirdel resultadoen el anterior ejemplo, calcule una
expresión para la energía cinética promedio de una molécula en un gas ideal,
entendiendo portalaquelcuyaspartículas noocupanvolumen en el espacio y tienen
todas la mismamasa. De acuerdo con el teorema áe>Equiparación de la Energíade
Boltzmann, este valor es igual "iKT/l para una partícula con tres grados de libertad.
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EJERCICIO (4-14): En la misma forma que arriba se definió el «promedio de
la velocidad al cuadrado», se puede definir el promedio de la velocidad común y
corriente. Defínalo y compare en alguna forma su valor con el valorencontrado en la
EC.(4-19); ¿Cuál es mayor?.

EJERCICIO (4-15): Las Energías Cinéticas respecto del CM de un sistema
de cuatro partículas se hallan en proporciones de 1:2:3:4y sus masas de 6:4:2:1
respectivamente; Calciole laenergíacinéticapromedio del sistema, lavelocidadpromedio
delas partículas y lavelocidad cuadráticamedia del sistema enfunción delamasa yla
velocidad de la partícula más pequeña.

EJERCICIO (4-16): Unchoque inelástíco entre dos partículas demasasA/y m
es aquelen el cual, tras la colisión, laspartículasquedanunidasenunasolade masa
{M+m). Siantesdechocar laspartículas sedesplazanconvelocidades v, y Vj, calcule: (a)
lavelocidad delCM despuésde lacolisión, sisobreelsistemanoactúan fuerzas extemas,
(b) La Energía cinética total del sistema, antes ydespués de lacolisión; siTes el valor
inicial yATel cambio observado, ¿Cuánto vale la cantidadA777?. Calculeestacantidad
paracuando larelación demasas es l,y,3,10 yladevelocidades es-1, 2,o-2.

DEF.(4-7): CONFIGURACIÓN DE POSICIÓN: El conjunto
de las posiciones de las partículas de un Sistema en un ins
tante dado, t, se define como su Configuración de Posición.
Simbólicamente se representa por:

i,

La confíguración de posición asi definida contiene en total 3N
elementos correspondientes a las coordenadas de las N particu as.
Sin embargo, por cuanto de acuerdo con el problema de que se tra e
es posible que entre estas coordenadas existan relación^
geométricas, conocidas como Ligaduras, no todas las
coordenadas serán linealmente independientes; en consecuencia, e
número de grados de libertad del sistema, definido por el numero
de coordenadas linealmente independientes que lo describen, ser
por lo general siempre menor que 3N. Esta situación es uno de os
elementos fundamentales en la descripción de sistemas de partículas
en la formulación de Lagrange, tema que el estudiante tendrá
oportunidad de conocer en cursos más avanzados de su carrera.

Por otra parte, es conocido que para una partícula su Estado
Dinámico implica no solamente conocer su posición sino,
adicionalmente, su cantidad de movimiento o su velocidad (que es
la que es afectada por la acción de la fuerza impresa). Igualmente,
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para un sistema no será suficiente conocer la posición de sus
partículas sino, adicionalmente, las velocidades de éstas. Por
consiguiente es necesario hablar de una conñguración de velocidades
en la misma forma en que se hace para la de posiciones. Definimos:

DEF.(4-8): La CONFIGURACIÓN DE VELOCIDADES de un
Sistema de partículas es el conjunto de las velocidades de
las partículas que lo constituyen; simbólicamente se repre
sentar por:

= = 'n}
De acuerdo con esto el «Estado» de un Sistema de Partículas

estará determinado por un total máximo de 3N coordenadas y 3N
velocidades en cada instante de tiempo. El Conjunto de configura
ciones de un Sistema con el transcurso del tiempo define lo que
podemos interpretar como su TRAYECTORIA.

IIEF.(4-9): TRABAJO sobre un Sistema de Partículas es la
suma aritmética de los trabajos realizados por las fuerzas
impresas que actúan sobre todas y cada una de las partículas
cambiando la configuración de posición del Sistema de un
valor inicial, {1} a otro final, {2}. Matemáticamente el TRA
BAJO estará representado por la expresión.

N

(r) (4-20)

La representación de los límites de las integrales de línea como
jk y \ respectivamente se refiere a la posición de la partícula m^ en
las configuraciones de posición {1} y {2} respectivamente; se
refiere a la correspondiente trayectoria de integración a lo largo de la
cual se 'transporta' la partícula m^

LEMA(4-6): El trabajo total que realizan las fuerzas sobre las
partículas es igual al cambio total de Energía Cinética del
Sistema.

DEM: Gracias a la generalidad del LEMA(3-2) (CAP.III) para
cualquiera de las partículas del sistema se cumple que el trabajo que
la fuerza impresa realiza sobre ella es igual al cambio de su energía
cinética particular; en consecuencia, para la suma total se tendrá;
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=Z Jf» =Z[í;{2j - T, {L ¡]
k=I . 1. k=I

<=>/'(r)<' =T{2] - r{l}
Esta expresión concluye la demostración del LEMA. ^
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(4-21)

EJERCIC10(4-17) EnelEJ.(4-16), ¿cuánto vale eltrabajo realizado por las
fuerzas intemas deinteracción entre las partículas que chocan inelásticamente? Cal
cule loscasos particulares cuando las velocidades de las partículas tienen una rela
ciónde 2, -2,3, -3,4 y -4, asiuniendo unmovimiento enunadimensión.

DEF.(4-I0): ENERGÍA POTENCIAL de un Sistema de Partí
culas es la definida por la expresión.

N "i

C/{f„r2,..,f^} =-£ Jf, •dr, (4-22)
k=I lef

en donde se supone que todas las fuerzas impresas sobre
las partículas son de carácter estrictamente conservativo.

LEMA(4-7): La Energía Potencial de un Sistema de Partícu
las puede siempre expresarse como la proveniente exclusiva
mente de Fuerzas externas al Sistema, adicionada con
término correspondiente a la Energía Potencial de interaccio
entre sus partes, independiente del sistema de referencia.

DEM.: Llevando la EC.(4-21) ala EC.(4-11) para¿, encontramos:
N

k=I ref

Fk*dfk+£fkj(fkj)*^ic
j*It

Ahora bien: el primer término de esta expresión, bajo a in ^ra
correspondiente, contiene solamente las fuerzas extemas 5^
en la definición de Energía Potencial para una partícula, DEr.t - ),
podemos adicionalmente definir.

n

í/{f,,f2,..,fN} =-£í/k(fk)
k=l

(4-23)

expresión que adicionalmente cumple con el requerimiento
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De otra parte, para el segundo término, podemos realizar la
transformación en los subíndices de la suma limitando el valor del
índice en la segunda de éstas a valores inferiores (o superiores) al
prefijado por la primera, en forma similar al procedimiento seguido
en demostraciones anteriores. En consecuencia, se obtiene:

N N

-í/{r„r2,...,rN} =5^J]
lc=1 j<k

Si recordamos que

•l *1

ref rcf

Tk =rkj

es el vector que une a las partículas y m., podemos escribir
para el término en cuestión: '

,f2,..., Fn }=21Z 1fkj(rkj) • df^i
k=l j<k ref (4-24)

Esta expresión, en cuanto que involucra exclusivamente fuerzas
internas entre las partes del sistema, las que a su vez obedecen el
tercer postulado (¡al menos la primera parte de éste!), y las distancias
relativas enfie las partículas, no dependerá del sistema de referencia
que se escoja para calcular su valor. El término podemos escribirlo
también en la forma.

N N

C/ú, {f„Fj,...,} =2121 t/y{||f, - Fj||}
k=1 j<k

de donde adicionalmente se desprenden las relaciones

ñ, =-V,l/,{|lf, -fj) =+V,C/„{||r, -rj|} =-fi,
y por consiguiente, se puede escribir también,

(f.-fi)
A

(4-25)
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Las EC.(4-23) y (4-25) constituyen la demostración del LEMA
propuesto. Al llevarlas a la EC.(4-22), se obtiene:

í/i„ {F„ Fj,..., Fn}=í/i„ (4-26)

DEF.(4-1I): La ENERGÍA MECÁNICA TOTAL de un Siste
ma de Partículas es la suma de su Energía Cinética con su
Energía Potencial,

£{aá} =r{aá} +U{a} (4-27)

En esta expresión se ha considerado el caso más general, enten
diendo que no necesariamente la configuración de posición deba
expresarse en términos de las coordenadas cartesianas; en tales con
diciones, la expresión correspondiente a la energía cinética puede
contener explícitamente, no solamente las variaciones en el tiempo
de las nuevas coordenadas {velocidades generalizdas), esféricas o
cilindricas por ejemplo, sino también las coordenadas generaliza
das. En lo que sigue, sin embargo, salvo que se diga lo contrario,
seguiremos asumiendo una representación en coordena as
cartesianas, en la cual la energía cinética es solamente función de a
configuración de velocidades.

LEMA(4-8).- La Energía de un Sistema de Partículas pue
de siempre descomponerse en un término
sistema de referencia, el cual se conoce como su E.
INTERNA, y un término dependiente del sistema e
renda proveniente de la interacción del Sistema con
medio exterior.

DEMOSTRACIÓN: Realmente la demostración es inmediata a
partir de los resultados en las EC.(4-18) y (4-24) para la
cinética y potencial; en consecuencia, podemos llamar la EINILK-
GÍA INTERNA del sistema a la fracción formada por la Potencial
Interna y la cinética relativa al CM,

£ü.=r^M{vo}+í^..{Ai} (4-28)

Similarmente, la fracción restante, compueáta por la energía
cinética del CM y la potencial externa, la denominamos su ENER
GÍA EXTERIOR
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^ex ~ {^k } ^ex {^k } (4-29)

A partir de las anteriores expresiones, siempre será posible es
cribir, para el Sistema como un todo,

£• = £:„+ E
ex in (4-30)

Lo que demuestra la hipótesis propuesta.

LEMA (4-9): Principio de Conservación de la Energía: Si
las fuerzas de interacción entre las partes de un Sistema de
Particulas, asi como también las acciones sobre ellas pro
venientes de su interacción con cuerpos externos, son de tipo
conservativo, entonces la Energía Mecánica Total del siste
ma es una integral del movimiento.

DEM.: La prueba de la hipótesis del teorema no requiere mayor
esfuerzo, pues se sigue inmediatamente de la generalidad demostra
da en el LEMA(4-6) y de la DEF.(4-10) de Energía Potencial, cuan
do aplicamos la condición sobre el carácter conservativo de..las
mérzas. Tendremos, para dos cualesquiera configuraciones |l,l| y
|2,2| del sistema:

=r{i} +í/{i} =£{2,2} =t[2] +U{2]

lo que finalmente, a partir de la EC.(4-27), equivale a:

E = T + U — const. (4-31)

Sobre el resultado en la EC.(4-31) vale la pena reflexionar un
poco, realmente constituye una de las leyes mas importantes
de la Mecánica, para cuyo cumplimiento, sin embargo, es preciso
que el sistema llene una serie de «requisitos» que no siempre es'
posible satisracer; lo cual, en alguna medida, nos lleva a establecer
que muchas de las leyes que encontramos son solamente aplicables
a sistemas idealizados, no necesariamente existentes en la realidad.

(a) Como es también el caso respecto de la ley sobre la Conser
vación de la Cantidad de Movimiento, la conservación de la energía
parte de la asunción de que la masa total del sistema, o si se quiere, el
número de partículas materiales que lo componen, permanece
constante.
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(b) La Conservación de la Energía del Sistema de Partículas no
requiere la inexistencia de interacciones entre el sistema y su me
dio exterior, pero se cumple solamente si las fuerzas de acción
exteriores son de carácter conservativo. Igualmente, en cuanto
que existen interacciones entre las partes del sistema, éstas de
ben ser todas de carácter conservativo. En este sentido, el solo
aislamiento mecánico del sistema, que implica la no existencia
de acciones externas sobre sus partes, o que su resultante sea
nula, no garantiza que la Energía total se mantenga constante. Si
por alguna razón existiesen en un sistema aislado mecánicamen
te acciones de carácter no conservativo entre sus partes, su
energía se degradara paulatinamente y sus partes tenderían al
«reposo»; es lo que podríamos denominar la Muerte del Siste
ma, al menos su muerte mecánica. Este resultado tiene, de hecho,
mayores implicaciones que las aquí anotadas, que son, aun hoy en
día, motivo de polémica entre los estudiosos de la Termodinámica
y la Mecánica Estadística.

(c) Que la energía total contenga un término independiente
del sistema de referencia que se escoja para describir el movi
miento, AE'.^ en la EC.(4-28), hace pensar en la posibilidad de
determinar el valor correspondiente -salvo el factor aditivo cons
tante en la definición de la U. - para cualquier sistema particu
lar. Es esta Energía Interna la que tiene papel de máxima
importancia en el estudio de los denominados Sistemas Termo-
dinámicos, sistemas que, en principio, no son otra cosa que sis
temas mecánicos de muchas partículas, tantas, sin embargo, que
requieren de diferentes métodos para la descripción de su com
portamiento.

Si un Sistema no tiene interacción «mecánica» alguna con su
exterior y sin embargo se observan variaciones de su energía in
terna, AEjj^ , podemos concluir, o bien que existen en su interior
procesos de interacción no conservativos entre sus partículas, o
que existe una interacción con el exterior diferente a la interacción
mecánica; en el mejor de los casos, las dos situaciones pueden
coexistir simultáneamente. Si descartamos la interacción no
conservativa entre las partículas del sistema, una ley mas gene
ral de Conservación de la Energía nos obliga a introducir una
nueva forma de Energía que el sistema intercambia con los sis
temas que lo rodean. Esta nueva forma de Energía se conoce como
Energía Térmica o Calor. Necesariamente, aceptando la Con
servación, en el caso general se tendrá:
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iAE.,X =(AQ)w
(4-32)

El subíndice 'w' pretende recordar que la expresión es válida en
la ausencia de interacción mecánica entre el sistema y su mejdio
exterior; más exactamente, el valor total de la Fuerza Externa,
es nulo.

Ahora bien también es lícito pensar que a un Sistema podemos
impedirle, mediante un apropiado aislamiento, que intercactúe
«Térmicamente» con su exterior. (Tal tipo de aislamiento se deno
mina Adiabático). Si a pesar de este aislamiento observamos que
hay variación de la Energía Interna, nuevamente descartando
interacciones no conservativas entre las partes constituyentes del
sistema, tales cambios solo pueden hacerse a expensas del término
correspondiente a la Energía Extema, . En consecuencia, la re
lación equivalente a la C.(4-32) será, a partir de la EC.(4-30):

(A^i„)q = -(A^„)ex'Q
(4-33)

Combinando las situaciones descritas por las EC.(4-32) y (4-
33), podemos escribir unaLeygeneral de Conservación de la Energía,
más general que la prevista por la EC.(4-31):

AE,„ =AQ- AE = £. {2,2) - {1,1} (4-34)

, ^sta expresión se conoce como Primera Ley de la Termodi
námica.

Obsérvese que el término AE.^ se ha expresado como la dife-
rencia del valor en dos diferentes configuraciones, la inicial (1)
y la final (2). En termodinámica se dice que la Energía interna es
una Función del Estado del Sistema, esto es, depende únicamente
de los valores de los parámetros que se emplean para describirlo.
No puede afirmarse lo mismo para las cantidades AQ o AE^^ , que
involucran valores correspondientes a variables necesarias a la des
cripción de otros sistemas; estas cantidades no son «diferencias»
entre dos determinados valores de Propiedades del Sistema. Son,
simplemente, cantidades grandes o pequeñas en sí mismas. Q y AQ
tienen exactamente el mismo significado, no así E.^ , que corres
ponde a un determinado valor de la Energía Interna, y AÉ. que repre
senta una Diferencia entre dos valores de dicha propiedad. Teniendo
esta aclaración en mente, conviene reescribir la EC.(4-34) en for
ma «diferencial»
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dE,^ = 60 - 5E (4-34')

En esta última expresión, dE.^^ representa lo que los matemáti
cos llaman una Diferencial Exacta, esto es, el cambio de la «fun
ción» E.^^ como consecuencia de variaciones infinitesimales de las
coordenadas «internas»; éstas serían, en el caso de los sistemas de
partículas que hemos venido estudiando en la mecánica de Newton
(sean ellas muchas o pocas), las distancias entre las partículas del
sistema y las velocidades respecto del CM del sistema. Como ya se
dijo, las cantidades 50 y 5E^^ son cantidades «infinitamente peque
ñas», pero tienen exactamente*el mismo significado que en la EC.(4-
34). Es por ello que se opta por emplear «5» en lugar de «d» al
identificar cantidades infinitesimales con este carácter.

4.5. TORQUE Y MOMENTO ANGULAR

Conviene al lector, por la similitud del tema que se tratará en
este parágrafo, remitirse primeramente al CAP.IIl, en la sección
correspondiente al Momento Angular de una Partícula. Sin embargo,
como se verá durante el desarrollo del tema, los conceptos de Mo
mento Angular y Torque aplicados a sistemas de muchas partículas,
conducirán a ecuaciones de movimiento necesarias en el proceso
de solución de las ecuaciones de movimiento del sistema; no son
simplemente optativas, como fue, la observación que se hizo para e
caso de una partícula.

4.5.1. Momento angular de un sistema de partículas

En el CAP.IIl se introdujo la noción de MOMENTO
de una Partícula, definiéndolo como el «Momento» de la Can i
de Movimiento. Para un Sistema de Partículas, mantenemos el cri
terio de la aditividad de las propiedades individuales para definir las
propiedades del sistema. En consecuencia, se establece.

DEF.(4-12): El MOMENTO ANGULAR DE UN SISTEMA DE
PARTÍCULAS respecto de un determinado origen, es la suma
vectorial de los momentos angulares de las partículas que lo
componen, medidos todos respecto del mismo origen; esto es.

XH

L=i;r3xp.
j=»

(4-35)
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LEMA(4-10): El Momento Angular de un sistema de partí
culas respecto de un punto, puede siempre expresarse como
el correspondiente a su centro de masa, sumado con el Mo
mento Angular del Sistema respecto del centro de masa.

DEMOSTRACIÓN: Llevando las correspondientes ecuaciones
de transfonnación para la posición y la velocidad, = fj ~ Re y
^ci = Vj -V(, respectivamente, a la expresión para el Momento An
gular, se obtiene:

L = Rx V_
C C

N

.1,

L=]^(Rc +Fck )X(Ve +Ve, K
k=l

N • N • N

+Z^ck xm,Vc, +Rc X S '̂kVck + Z"^fck
k=l .k=l .k=l

xV^

Ahora bien; el primer término corresponde al Momento Angular
de una partícula de masa M ubicada en el CM, esto es al Momento
Angular del CM del Sistema, Le i El segundo término, de acuerdo
con la definición en la EC.(4-35), es el Momento Angular del Siste
ma calculado respecto de un origen en el CM. Por su parte, los térmi-
^s restantes son nulos: el primero por cuanto contiene la cantidad

«proporcional a la velocidad del CM medida desde el CM, lacual es trivialmei^ cero; el término restante, en forma análoga, con-
tiene la cantidad , la cual es cero por cuanto define la posición
e M respecto del mismo punto. En conclusión, se obtiene:

^ ^CM <=>

L=Rc ^Pc XPc,
k=l (4-36)

4.5.2. El torque sobre un sistema de partículas

sobre un sistema de partículas respecto de un origen se define como la suma de los
momentos de las fuerzas netas que actúan sobre las partícu
las tomados respecto del mismo origen común: esto es

k=l

(4-37)
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LEMA(4-II): Al torque total sobre un sistema de partículas
contribuyen solamente las fuerzas externas que actúan sobre
las partículas que lo componen.

DEMOSTRACIÓN: A partir de la EC.(4-11) para la fuerza total
imp^sa que actúa sobre una cualquiera de las partículas del siste
ma, F^, se obtiene para N en la EC.(4-37):

Ñ=£fjX
j=i k«j j=i k<j

El primer término de esta expresión contiene la suma de los
torques causados por las fuerzas extemas sobre cada una de las par
tículas del sistema; esto es, constituye lo que se llamará el Torque
Externo sobre el sistema.

Ñex =Zfj''fcxj (4-38)
j=l

Teniendo en cuenta la «primera parte» del tercer postulado,
fjk ="^kj » s® puede reescribir el segundo término en la siguiente
forma:

Ñi. = Xfjk+X L] •=•

j=i k<j'' j=i k<j

Adicionalmente, la «segunda parte» del tercer postulado de
Newton establece que las fuerzas de interacción entre partículas son
siempre de la forma.

fjk=/k _JL

/jk

Por consiguiente, encontramos que,

fjk Xfjk =^0»^j,k=1.2,-,N
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En consecuencia, la suma correspondiente de términos de esta
naturaleza es trivialmente nula al ser nulos todos y cada uno de sus
sumandos. Para el Torque total queda finalmente.

N= Ñ„ = X
j=i

(4-39)

• Conviene resaltar en el procedimiento de la demostración del
LEMA(4-5) la importancia del tercer postulado en todas sus
implicaciones; vale decir, no solamente en cuanto que las fuerzas de
interacción deben necesariamente ser de igual magnitud y dirección
contraria, sino en la parte que establece que dichas fuerzas son para
lelas al vector que une las dos partículas interactuantes. Este es un
aspecto que lamentablemente no siempre se enfatiza en toda su im
portancia .

LEMA(4-12): El Torque Externo sobre un Sistema de Partícu
las, respecto de un origen arbitrario, puede siempre expre
sarse como el ejercido sobre el centro de masa del sistema
(CM) por la fuerza externa neta respecto del mismo origen,
sumado con el ejercido por las fuerzas externas individuales
respecto del CM.

DEMOSTRACIÓN: La demostración es inmediata a partir de
las definiciones de CM y las correspondientes transformaciones de
Galileo para sistema de referencia y velocidad. Los pasos concre
tos se dejan como ejercicio al lector. El resultado será , entonces.

= Re XF„ + f»
i=l

(4-40)

4.5.3. Principio de conservación del momento angular

En el (^AP.III, correspondiente a la Dinámica de Una Partícula,
se estableció una Ley de Conservación del Momento Angular, váli
da para un sistema de una partícula, la cual relaciona el Torque y el
cambio del Momento Angular como causa y efecto respectivamen
te. Sin embargo, se hizo la observación en el sentido de que, si bien
es posible mediante las correspondientes ecuaciones que se dedu
cen resolver el problema del movimiento de la partícula, el segundo
postulado era para tales efectos suficiente y, en consecuencia, la
utilización de las nuevas ecuaciones deducidas era asunto opcional^
o de comodidad si se quiere. Como se verá, al pretender resolver el
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problema del movimiento de un sistema de muchas partículas, el
empleo de la nuevas ecuaciones es asunto de necesidad.

LEMA(4-13): CONSERVACIÓN DEL MOMENTO ANGU
LAR: Si el Torque Externo sobre un Sistema de Partículas,
respecto de algún punto arbitrario, es nulo, entonces el
Momento Angular total del sistema es una integral de movi
miento. En caso contrario, el Torque Externo es proporcio
nal al cambio en el Momento Angular del Sistema medido
respecto del mismo punto.

DEMOSTRACIÓN: A partir de la EC.(4-35) se obtiene:

dL y

dt ~h dt
r, x

k=I

#lc
dt

Por cuanto la velocidad es paralela a la cantidad de movimiento,
'̂ ¡7dtl|Pk'̂ k=i.2..N' términos en la primera suma son nulos uno auno.
De otra parte, a partir del segundo postulado.

luego.
dt

/íf N

ai |5_,

y por cuanto de acuerdo con el resultado del LEMA(4-6) al Torque
Total contribuyen solamente las fuerzas externas, se obtiene:

— = N,, <=> (fl)
dt

Ñ„ = O=> L = Const.ib)
(4-41)

Como en otras situaciones se ha presentado, la EC.(4-4l) esta
blece una Ley de Conservación de carácter vectorial que realmen
te, en el caso jq= q corresponde a tres constantes del movimiento,

, Z,y y respectivamente (¡asumiendo una representación en co
ordenadas cartesianas!). De otra parte, en el caso general, la EC.(4-
41) no es otra cosa que una manifestación más del Principio de
Causalidad, que nos está diciendo que las propiedades internas del
sistema, en este caso el Momento Angular, no puede presentar va-
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riaciones, salvo que sobre el Sistema se ejerzan acciones extemas,
Jorque en este caso.

Conviene también resaltar las condiciones bajo las cuales la can
tidad ¿ (o una cualquiera de sus componentes) es una constante del
movimiento. La EC.(4-41) (b) no excluye la existencia de Torques
extemos sobre las partículas del sistema; la exigencia es que tales
torques, de acuerdo con la EC.(4-38), sumen (vectorialmente) cero.
Por otra parte, no hay tampoco exigencias sobre el tipo de fuerzas
externas que actúan, tampoco sobre el valor de su suma resultante, lo
que nos aclara la independencia entre las leyes de conservación de la
Cantidad de Movimiento y del Momento Angular, o lo que es lo mis
mo, entre las tres ecuaciones de movimiento representadas por la
EC.(4-13) y las representadas en la EC.(4-41). En conclusión, conta
mos con seis ecuaciones diferenciales independientes para resolver
el problema del movimiento de un Sistema de Partículas.

DEF.(4-14): sistema AISLADO ÓEN EQUILIBRIO es aquel
para el cual, simultáneamente, se cumplen las leyes de con
servación previstas en las EC.(4-13') y EC.(4-41); esto es.

F„ =OaN.. =0 (4-42)

Para tales sistemas se cuenta siempre, en consecuencia, con
seis integrales primarias de movimiento, representadas por
las constantes,

^ »k=I.2.3 ' 'k=1.2.3

Con la anterior definición queda prácticamente terminada la
descripción teórica, dentro del esquema de la Mecánica Newtoniana,
de la dinámica de un Sistema de Partículas Materiales, bajo el su
puesto de que éstas pueden moverse libremente en el espacio, no
sujetas a otras restricciones que las derivadas de sus mutuas
interacciones y la acción de cuerpos externos, que suponemos son
de similar naturaleza a la del sistema. Conviene establecer, sin em-
bargo, que éste no es el caso general; en no pocas situaciones las
posibilidades de movimiento de la partícula están a priori limitadas
a determinadas regiones del espacio, o su trayectoria predetermina
da, como sería el caso, a manera de ejemplo, de una carrilera para un
tren. Se habla, entonces, del aparecimiento de Constricciones o
Ligaduras, que se interpretan como restricciones al número de
grados de libertad del Sistema. No se pretende decir que tal tipo de
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problemas no pueda abordarse con los métodos teóricos hasta aquí
descritos; lo que sucede es que, debido a la característica de defini
ción a priori de tales condiciones, es posible desarrollar métodos
más ágiles de integración de las correspondientes ecuaciones de
movimiento, que parten del principio de eliminar de ellas, desde un
comienzo, los grados de libertad que estarían «prohibidos» por las
«Ligaduras» impuestas sobre el sistema. Es claro que este tipo de
procedimientos hará más énfasis en el concepto de coordenada y
grado de libertad que en el de partícula, lo que de hecho llevó a esta
blecer nuevas y diferentes formulaciones de la Mecánica, cierta
mente de mayor utilidad en el estudio de sistemas de muchas
partículas. La Mecánica de Newton no es, finalmente, sino una de
las formulaciones posibles, de innegable aplicabilidad a problemas
prácticos, la cual, como lo veremos en el próximo capitulo, le per
mitió al propio Newton establecer, hace ya algo más de trescientos
años, en 1686, la Ley de Gravitación Universal.

EJERCICIO (4-18) Unaescalera sehalla recostada sobre unmuro formando
unángulo de 60° con la horizontal; el peso de laescalera es IFy p, yPjSon los
correspondientes coeficientesde rozamiento estático delaescaleraconelpiso ycon
elmuro. Discuta lascondiciones para que laescalera (que esun sistema de muchas
partículas) permanezca enequilibrio (noresbale). ¿Son éstas las mismas condiciones
cuando sobrela escalera, a imadistancia de2/3 desulongitud total determinada a
partir del piso, se coloca un obrero de peso W'l



Capítulo V

SISTEMAS CON SEIS GRADOS DE LIBERTAD
(1) PROBLEMAS DE DOS CUERPOS

5.1. INTRODUCCIÓN

La importancia de sistemas mecánicos con seis grados de liber
tad radica en el resultado discutido en el capítulo precedente, refe
rente a la posibilidad de describir el movimiento del CM en forma
independiente del comportamiento del sistema respecto de dicho
punto, así como también en el hecho de que, para efectos de su des
plazamiento en el espacio, este punto característico del sistema se
comporta de manera similar a una partícula material cuyo estado de
movimiento se rige por la EC.(4-12), matemáticamente equivalente
a la ecuación de movimiento de una partícula. De acuerdo con lo
estudiado en el CAP.III, esta relación es suficiente para tal efecto.

Ahora bien: por cuanto es posible «desacoplar» las coordenadas
del CM , la solución del problema exige aun tres ecuacioims de
movimiento adicionales para los otros tres grados de libertad res
tantes, los cuales describen completamente el movimiento del sis
tema respecto del CM. Tales nuevas ecuaciones de movimiento
independientes están representadas por la EC.(4-41), la cual, de
acuerdo con lo demostrado en el LEMA(4-10), puede también ex
presarse separando el término que contiene exclusivamente las va
riables (coordenadas) del CM y otro que contiene, adicionalmente,
las coordenadas del sistema respecto del CM. La solución
será entonces posible si inicialmente se logra integrar las coorde
nadas del CM (lo cual, de acuerdo con lo visto en el CAP.III, siem
pre es «teóricamente» posible), y con estas coordenadas, integradas
como funciones explícitas del tiempo, se llevan a la EC.(4-41) para
integrar las tres coordenadas restantes. Este procedimiento, al menos
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conceptualmente, es siempre posible, por lo cual siempre será tam
bién posible, conocidas las interacciones del sistema con el exte
rior, y entre las partes del sistema entre si, encontrar una solución
exacta al problema del movimiento de cualquier sistema mecánico
con máximo seis grados de libertad, entendiendo que, como se vio
en eJ caso de una partícula, habrá que realizar un determinado núme
ro de mediciones experimentales, que bien pueden ser de posición,
velocidad, orientación o velocidades angulares; en fín, la determi
nación de por lo menos doce (¡12!) integrales de movimiento. Que
da claro también que sistemas con un número de grados de libertad
mayor que seis, no tendrán, en principio, solución exacta.

El caso más trivial de un sistema con seis grados de libertad es
el de un sistema compuesto por solo dos partículas, las cuales pue
den libremente moverse en el espacio por acción de su mutua
interacción y de la que sobre ellas ejerza el medio exterior. Otro
ejemplo muy estudiado es el denominado Cuerpo Rígido, el cual se
estudiará en el capitulo siguiente; en este segundo caso se tiene un
sistema con un número muy grande de partículas, no importa real
mente cuantas, pero todas ellas «ligadas» entre si por condiciones
geométricas, conocidas como «ligaduras», hecho que conduce a
que el movimiento respecto del CM pueda estudiarse mediante el
empleo de solamente tres parámetros -coordenadas - linealmente
independientes, más las del CM que, como ya se ha dicho, se inte
gran separadamente.

5.2. PROBLEMA DE DOS CUERPOS: CASO GENERAL

La FIG.(5-1) representa el caso general de un sistema de dos
cuerpos o ^rticulas; O representa un sistema inercial de referencia
arbitrario; r, y corresponden a
los vectores de posición de las dos
partículas respecto de dicho sis
tema de referencia.

A su vez m., y Wj representan
las masas correspondientes y los
vectores ?(,, y representan las
posiciones de las partículas res
pecto del CM del Sistema, el cual,
como es fácilmente demostrable,
queda en la linea que une las dos
partículas que lo constituyen.

Figura 5-1

I

I.
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De acuerdo con lo dicho, para el Momentum del Sistema se
obtiene:

Pe = OT, V, + = MVe (5-1)

Para el CM, la ecuación de movimiento será, de acuerdo con la
EC.(4-12):

'•c

(5-2)Fm = fexl + fex2 =
dt'

Conocidas las acciones extemas y realizadas las necesarias me
diciones experimentales (por ejemplo tres de velocidad y tres de
posición), la EC.(5-2) permite describir completamente el movi
miento del CM. Los métodos a emplear, valga la pena repetirlo, son
exactamente los mismos utilizados al describir la dinámica de una
partícula, por lo cual, de acuerdo con lo ya estudiado, podemos par
tir de la suposición de que esto es posible, conocido y se ha realiza
do. En una palabra, ¡las leyes que rigen el movimiento del CM del
sitema son las mismas que rigen el movimiento de una partícula!.

El interés del problema entonces se halla en el estudio y des
cripción del movimiento del sistema respecto del CM, el cual re
quiere de la integración de tres nuevas coordenadas, las que estarán
representadas por el vector r(=r2i) esquema de la FIG.(5-1).
Ello se deduce de las siguiente relaciones:

*"21 =r2-r, =rc2-rc, (5-3)

Adicionalmente, respecto del CM, se cumple que.

m,rc, + m^fci = O (5-4)

De la EC.(5-3) y (5-4) se obtiene, para las posiciones respecto
del CM:

Tci =-
mj

f = —

*"C2 ~
m,

m,

m, -i-m.
f = -FÍLr

(5-5)

"h

En estas expresiones se ha introducido la denominada Masa Re
ducida del sistema, p, definida de la manera siguiente:
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DEF.(5-1): LA MASA REDUCIDA de un Sistema de Dos Par
tículas es la cantidad, con dimensión de masa, dada por la
relación.

w,m2

m, m. (5-6)

No es difícil percatarse que la expresión para la masa reducida
es tal que \i = cuando m^ « m, y que su mínimo valor se obtiene
para cuando las dos masas son iguales; en tal caso, p. = m/2.

Ahora bien: las EC.(5-5) nos confirman lo dicho hasta el mo
mento, esto es, que el movimiento del sistema respecto del CM re
quiere, en el problema de dos partículas, máximo tres coordenadas,
representadas por las correspondientes del vector f que une las dos
partículas. Encontrado ?(/) se conocen de hecho r^, (í) y fcaCí); por
consiguiente el problema estaría completamente resuelto. Las Con
figuraciones típicas del Sistema serán de la forma.

{(x| y,z\ (5-7)

Para encontrar las coordenadas x.y.z. se cuenta con las tres
ecuaciones de movimiento (4-41), que para el caso particular, pue
den ser escritas, utilizando para y , así como también para
las velocidades y la transformación prevista por la EC.(5-
5), en la forma siguiente:

^ F„ + urpr X
f f

-I- "2
m. m.

=—[Rc XPj, +r Xpv]
(5-8)

expresión en la cual se ha escrito, v = dr / dt • Las EC.(5-2) y (5-
8) representan el conjunto de ecuaciones diferenciales (¡de segun
do orden, claro está!), para un total de seis coordenadas linealmente
independientes que constituyen la configuración del sistema. En estas
condiciones el problema tiene, al menos teóricamente, solución,
pues se cuenta con un sistema de seis ecuaciones y seis variables
para integrar. Las trayectorias de las partículas se encuentran a par
tir de las relaciones vectoriales siguientes:

?,(/) = Re (O- — f (O
m,

r2(í)=Rc(0 + —f(í)
m^

(5-9)
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Por otra parte, a partir de las EC.(4-19) y (4-21), se obtiene
para la Energía Cinética:

(5-10)

A su vez, el caso general de la Energía Potencial estará repre
sentado por una función que, de acuerdo con la EC.(4-28), tendrá la
forma genérica.

ü({a}) =C/„(Rc.f) +í/„(f) (5-11)

En la anterior expresión el primer término se hace constante en
ausencia de campos externos; la combinación entre R^. y r
término es la dada en la EC.(5-9). De otra parte, la dependencia co
la posición en el segundo término, de acuerdo con el tercer postula
do, es solo de la distancia entre las partículas. Ello indica que la
fuerza de interacción podrá escribirse:

F(r) = -
dU

di

(5-12)
u.

EJERCICIO(5-1) Escriba todos los pasos requeridos para demostrar la
EC.(5-8), utilizando la DEF.(5-1).

5.3. SISTEMA AISLADO

Lfn caso particular de Sistema de Dos Partículas es aquel en
que se satisfacen simultáneamente las dos condiciones de «equi
librio» (o de sistema estacionario), EC.(4-42); para tal sistema e
CM debe desplazarse con velocidad uniforme y rectilínea; es por
tanto un sistema inercial, adecuado para la descripción del movi
miento. El problema por resolver puede así entenderse como la
tesis de un Teorema General del Problema de Dos Cuerpos, que
puede establecerse de la siguiente manera:

LEMA(5-1): El Problema General de un Sistema Aislado de
Dos Partículas con interacción conservativa, puede siempre
reducirse matemáticamente a uno equivalente de una partí
cula, de masa igual a la masa reducida del sistema, ubicada
en un campo conservativo de fuerzas centrales.



C. López T. : Mecánica Newtoniana

DEM.: A partir de las EC.(5-10)
y (5-H) puede obtenerse la siguien
te expresión para la Energía total del
sistema:

^in +U(r) (5-13)

—

Adicionalmente, para el Momen- Figura5-2
to Angular respecto del CM, el cual
se mantiene constante por la ausencia de torque externo neto, se
obtiene:

= r X }iv (5-14)

puede demostrarse que, por cuanto r y v se mantienen en el mismo
plano, éste ha de ser el mismo que contenga a y a .
Adicionalmente se encuentra para la magnitud del Momento Angular;

L„icm (5-15)

expresión que permite llevar (p^al valor para en la EC.(5-13)
para finalmente obtener.

=P^ +p-(p

Para , en estas condiciones, se obtiene:

expresión en la cual la Energía Potencial Efectiva ser,

^=f(P) = :r-T + í/(p)
2|ip-

(5-16)

(5-17)

Ahora bien, las EC.(5-14) a (5-17) son, excepción hecha de un
factor reducido en la masa, las mismas expresiones obtenidas para
el caso de una partícula en un campo central de fuerzas, problema ya
estudiado en el CAP.III. y cuya solución se abocó a partir del princi
pio de Conservación del Momento Angular para una Partícula, ha-
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ciendo uso de las cuatro integrales primeras de movimiento, y E.
Este resultado nos demuestra completamente la hipótesis del Teo
rema Propuesto. Conocida la forma explícita de ¿/(p). es posible
encontrar las soluciones para p(f) y (p(f), y a partir de éstas encon
trar las soluciones explícitas para r^,, y a a partir de la EC.(5-5).

•
EJERCICIO (5-2) Demostraren forma explícita la validez de las expresio

nes,EC.(5-13) a EC.(5-17) para un SistemaAislado de DosPartículas coninteracción
conservativa.

EJERCICIO (5-3 Mostrarque lacantidad ^ , correspondiente a la suma
de las dos áreas en la FIG.(5-2) está dada por la cantidad:

,= ii ri_2p^
n\m..

Observe que en la eventualidad de que unade laspartículas tengaunamasamuy

pequeñaen comparación con la otra, por ejemplo,w, «m„ se obtiene ^ J '
valorque coincide con el ya encontrado paruna partícula enuncampo de fuerzas
central. ¿Qué, valor se obtiene para cuando las dos masassoniguales?

5.4. MOVIMIENTO PLANETARIO

En el CAP.3 se estudiaron las Leyes de Kepler del movimiento
planetario, bajo la suposición de la existencia de un «Origen
Estático de Fuerzas», el cual, para efectos del desarrollo se
guido, se tomó como Sistema Inercial de Referencia. Como ya
se estableció, bajo esta única suposición estas leyes son «exac
tas». Las cosas, sin embargo, no son como allí se dedujeron,
pues tal «Origen Inercia! de Fuerza» no existe en la realidad,
no es posible entender el aparecimiento de Fuerzas con origen
diferente a la materia misma, a las partículas que la componen.
Sin embargo, como se verá en lo que sigue, las aproximaciones
que la formulación estudiada contiene permiten describir el
Movimiento Planetario con bastante exactitud... en cualquier
caso, es también lo que la historia muestra... La tarea actual
consiste, simplemente, en mostrar, con los elementos dados por
la Mecánica de Newton, la validez de dichas aproximaciones.
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5.4.1. Reformulación de la primera ley de Kepler

Visto el problema de Kepler como un Problema de dos partículas
aisladas, Sol - Planeta, claramente la EC.(5-17) describe completa
mente el problema equivalente de una masa reducida, p, a una distan
cia r del «origen de fuerzas», el cual realmente se halla ubicado en el
Centro de Masa del Sistema que las dos partículas conforman. Esta
aseveración se basa en la equivalencia matemática del problema que
debe ser resuelto cuando se compara con el que se resolvió al estu
diar el problema de fuerzas centrales; en cualquier caso, debe quedar
claro que, en realidad, ni existe la masa reducida, ni el origen del vector
f es el CM del sistema, pues lo es cualquiera de las dos partículas.

La «Segunda Ley de Kepler» no requiere consideración espe
cial más allá de la observación hecha_en el numeral anterior, parti
cularmente en el EJ.(5-3). Por cuanto L. («in» se refiere «interno»;
tiene el mismo significado que el «Relativo al Centro de Masa») se
conserva, el movimiento es siempre plano y el área barrida por uni
dad de tiempo, representada por L/ —(una constante.

/2p " V 2''P ^
Por otra parte, la trayectoria que la «Masa Reducida» describe

depende de la forma explícita de la fuerza real; más exactamente, de
la Energía potencial de dicha «partícula», la cual determina comple
tamente la forma de la «Energía Potencial Efectiva», C/^f(p). Ya se ha
demostrado que solamente una fuerza real de la forma.

£/(p) = -
a

(5-18)

generar una trayectoria elíptica con foco en el «Centro de
M^a» del sistema (¡condición necesaria pero no suficiente!), no en
el Sol como Kepler lo estableció en forma aproximada. Como en el
caso de una partícula en un campo de fuerza central, la ecuación de
la cónica será de la forma.

— = l + ecos((p)
P

donde, para P y e se obtienen los siguientes valores:

P =
pa

8 = Jl +
2EÜ

(5-19)

(5-20)
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Para y , se tendrán, de acuerdo con la transformación
EC.(5-5), las siguientes soluciones:

P.I _= l + 8C0S((p)
Peí

p
—^ = l + £C0S((p + 7t)
PC2

(5-21)

En la EC.(5-21) (b) se ha tenido en cuenta que manteniendo la
misma dirección de referencia para la medición del ángulo para cada
partícula, los correspondientes valores mantienen siempre una di
ferencia de fase de te, tal como puede apreciarse claramente en la
FIG.(5-2). Por otra parte, se obtiene que la excentricidad es la mis
ma para las dos cónicas, pero el correspondiente «Lotus Rectum»
es, en cada caso, diferente:

P. =
/n,a

(5-22)

P2= —
nijCL

Llegando a este punto, es posible reformular la «Primera Ley
de Kepler», asumiendo que también el Sol realiza su propio movi
miento, de la siguiente fornia:

Los Planetas y el Sol realizan trayectorias elípticas sincró
nicas alrededor de su centro de masa, manteniendo dicho cen
tro como foco común del movimiento.

Ahora bien: para que las trayectorias sean cerradas (elipses),
es condición necesaria también que la Energía total del Sistema, dada
por la BC.(5-16), sea negativa. La Energía Potencial Efectiva, aco
giendo la forma explícita para la Energía Potencial real de la EC.(5-
18), puede expresarse, a partir de la EC.(5-5), en la forma.

C.r.(P)-U.,(p<,, +p„)-Wt/„(Pc,)=[^]c.,(Pc!) (5. 19)



t/,f(pi) y C/,f(p2) corresponden
a la energía potencial Efectiva de las
particulas (1) y (2) tal como éstas la
sienten respecto del Centro de Masa
del sistema. La FIG.(5-3) represen
ta esquemáticamente esta situación
para el caso particular de dos partí
culas cuya relación de masas es de
1:2. Si como también allí se mues

tra, se asume una Energía total equi
valente a (3/4) del valor mínimo de
Ue£ el movimiento será el represen
tado en la FIG.(5-4); dos elipses sin
crónicas con excentricidad e=l/2.

Claramente, para el caso del sol y
uno cualquiera de ios planetas, la re
lación entre los semiejes de las
elipses del planeta y la del sol será
prácticamente nula; por lo que el
«Movimiento del Sol» es práctica
mente imperceptible, lo cual justi
fica la asunción de Kepler también
aceptada por Newton en su libro
«Sistema Mundi»^^ el Sol se ha

lla en reposo, en el foco de la
elipse que realiza el Planeta. E!
valor del Latus Rectum en la
EC.(5-22) determina, en cada
caso, los restantes parámetros de
las elipses, en forma similar a lo
ya estudiado en el CAP.(3).

C. López T.; Mecánica Nevvtoniana

M=2rn

O
E=>C

P Pm Piü
E=0 ' • i

E=»(3/4JU0

Figura 5-3

Figura 5-4

EJERCICIO (5-4) Encontrar las relaciones entre los semiejes mayores
de las elipses que describen los distintos planetas y la correspondiente del sól
en cada caso. A partir de los datos astronómicos conocidos, establezca los
correspondientes valores de la Energía de los sistemas formados por el Sol y
cada uno de los Planetas, así como también los valores de los puntos de retorno
(afelio y periheiio) en cada caso. Haga una tabla con los datos correspondien
tes a las elipses de los diferente planetas y la Energía total del Sistema (de dos
partículas!) en cada caso.

Isaac NEWTON.' op. cit.. 2a parte: «Sistema de! Mundo».

Sistemas con seis grados de libertad (1) problemas de dos cuerpos

EJERCICIO (5-5) Para la misma relación de masas representada en las FIG.(5-
3) y (5-4), dibuje las correspondientes elipses para cuando se tienen valores de la
excentricidad: e= 1/3,2/3,0,25. ¿Cuánto vale, en cadacaso, la relación |E/Eo | .siendo
Eo la energía correspondiente a trayectorias circulares?

EJERCICIO (5-6) Tomandoe = 0.25, dibujar las correspondientes elipses
de los sistemas para los cuales; (a); M-m\(b):M=ÍMi; (c):M=6/«. Dibujara escala las
funcionesí/^i-(p,) y £/^f{p,),similaraldiagramadelaFIG.(5-3).

EJERCICIO (5-7) Tomando como Sistema Aislado el sistema Tierra-Luna,
dibujar, con base en datos astronómicos conocidos, las correspondientes elipses.

EJERCICIO (5-8) Muestre que la Energía total para un sistema de dos
partículas puede expresarse en la forma,

EJERCICIO (5-9) Demuestrequesi unapartícula es sometida a unafuerza
de la forma.

/(P) = -
V-

realiza un movimiento circular, siendou el radio del círculo, yp ladistanciaa laparbcu-
ladesde un origen de referencia situado en un punto sobre lacircunferencia. Si se
reemplaza»! porp, la masa reducida de un sistema compuesto por dos partículas de
masas myM=4m, dibuje las correspondientes trayectorias de las dos partículas res
pecto de su Centro de Masa.

5.4.2. La ley universal de gravitación

La Tercera Ley de Kepler., la cual, como ya se estableció en el
CAP.3, realmente es una consecuencia lógica de las dos primeras
leyes, no requiere especial reformulación en el contexto de la teo
ría de un Sistema de Dos Partículas. Fácilmente puede dernostrarse
que la expresión para el periodo es la misma EC.(3-74), siempre y
cuando se reemplace el valor de la masa por la correspondiente Masa
Reducida del Sistema:

2^["4^ í
^ a (5-20)
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Volviendo al resultado encontrado en el CAP.3, tal como fue
establecida esta relación por Kepler, para dos planetas respecto del
Sol, se obtiene:
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La interacción entre dos cualesquiera partículas de masas M y m
respectivamente, puede escribirse en la forma ya conocida.

•^1
2

^1^2 r^i
3

F =*^mM

[«2]

GWm
- l|3

r„ -r,M (5-22)

Esto es, que el postulado de Kepler se cumple siempre y cuando
las respectivas constantes de fuerza, a, y , satisfagan la condición,

Pittj =p2a, =>ai Att,

expresiones en donde una constante que no depende sino de la
«Capacidad Gravitatoria» del sol, esto es, de su capacidad de ac
tuar sobre los planetas, p., y son las correspondientes masas
reducidas de cada uno de los planetas con el sol.

De otra parte, si se tiene en cuenta que de presente se cuenta
con un sistema de dos partículas, la expresión para el periodo en la
EC.(5-20) es igualmente válida para el periodo del Sol y el del Pla
neta respectivo; esto es, las dos elipses que describen cada uno de
ellos son Sincrónicas. En consecuencia, bien sea que el problema
se vea como el Sol actuando sobre el respectivo Planeta, o como el
Planeta actuando sobre el Sol (Tercer Postulado de Newton), debe
rá cumplirse que:

ís'Wp

expresión que no es otra que la condición que expresa que las fuerzas
de interacción entre el Sol y el Planeta deben tener igual intensidad.
Para que la anterior relación se cumpla, necesariamente las Constan
tes de Fuerza, Y »deben ser proporcionales a las respectivas
masas inerciaíes del Sol y del Planeta respectivamente. Esto es.

^s

^P =<^P (5-21)

donde G seria una Constante Universal, independiente completa
mente de las partículas interactuantes, calculable a partir de medi
ciones astronómicas; su valor aceptado es,

G = 6.672 X 10 " NmVKg^

expresión válida para la acción de «M sobre m». Esta expresión co
rresponde a la Ley Universal de Gravitación establecida por Newon.
Trivialmente puede observarse que siempre se tendrá,

^mM ~ ^Mm

expresión que corresponde al Tercer Postulado.

5.4.3. Trayectorias abiertas

Los valores negativos para la Energía no son los únicos que
satisfacen la ecuación de la cónica, EC.(5-19). Cualquier valor
Oconduce igualmente a soluciones aceptables; a trayectorias có
nicas con excentricidad e > 1, esto es Parábolas (e ~ ®
Hipérbolas (s > 1). Ya se dio esta discusión al hacer el estudio de
Fuerzas Centrales', lo que de momento interesa es discutir las tra
yectorias individuales y sincrónicas de las dos partículas que con
forman el Sistema.

La solución general a las EC.(5-15) y (5-16) tiene la forma.

_1_

P

_ (xa 1+1 1^^^ cos((p)
V Pa (5-23)

La condición E = O se traduce en una cónica con Excentricidad,
8=1, cuya solución paramétrica es:

- =^[l+cos((p)]
P ^

De esta expresión, a partir de la EC.(5-5), para las dos partícu
las, sean ellas m y M, se obtienen las soluciones particulares:
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Pcn

PcM

ma

"IF
Ma

[l+cos((p)]

[l+COS((p +7t)]

La FIG.(5-5) muestra la gráfica simultánea de p^,, »
describe el movimiento de dos partículas tales que M = 2m. Las con
diciones estudiadas para el caso de una partícula son las mismas para
cada una de las dos que en el presente caso conforman el sistema;
así por ejemplo, el mínimo acercamiento al Centro de Masa es,
Pcm(")=V2 y Pc„(0)=/'„. /2 .

En forma similar al caso anterior, es posible considerar siste
mas para los cuales, si bien la Energía Potencial es de la forma pre
vista por la EC.(5-18), tienen energía total positiva. En consecuencia,
se tendrá una trayectoria hiperbólica para ambas partículas, con ex
centricidad e>l (£">0). Las soluciones explícitas para cada una de
las partículas será de la forma:

1 ma r, . -1
= -r3-[l +ecos((p)J

Pr™ L'Cm

1 Ma

'CM

[l-l-ECOS((p +7l)]

(5-24)

la cual

(5-25)

Por cuanto e > 1, solamente habrá un punto de retorno, de míni
mo acercamiento; tal punto se obtiene para (p = O, luego:

Pcm(0) =

Pc.(0) =

M

1 + 8

Le.
1 + 8

(5-26)

La FIG.(5-6) muestra el caso particular de dos partículas, M y
m, tales que M = 2m, y excentricidad s » 1.15. A partir de este valor,
es posible determinar el ángulo que forman las asíntotas de las
hipérbolas;

p((po) =oo => cos((Po )=--
8̂

(5-27)
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Para el caso particular de la
FIG.(5-6), se tiene (p^ = 150°. Este
valor, como se observa en la co
rrespondiente figura, equivale a de
cir que las respectivas hipérbolas
son Externas a sus asíntotas; éste
será siempre el caso para poten
ciales atractivos. La separación en
tre la hipérbola y las asíntotas para
cuando p —> oo es un parámetro de
importancia en cuanto que, multi
plicado por la cantidad de movi
miento, mide el momento angular
de cada una de las partículas; se tra
ta del Parámetro de Impacto,
parámetro sobre el cual volvere
mos en la próxima sección.

5.5. DISPERSIÓN
DE PARTÍCULAS

5.5.1 Colisiones

La solución a las EC.(5-I5) y
(5-16) es también una cónica para
cuando la energía potencial es de
la forma:

£/(p) =
p P>o

(5-28)

1
/\

( CM / \
W I

a /
i /

M=:2m

Figura 5-5

/ e=1.15y^T-<brT/6

\.| M=2in

M¿
si/w

Figura 5-6

en donde P se asume como una constante positiva. La solución en
este caso, será:

1 =
D Ú

2EÜ
cos((p)

(5-29)

expresión que solamente es aceptable si se cumple que:

£ > O => e > 1

Es decir, solamente serán posibles trayectorias elípticas, para
las cuales, adicionalmente, se tendrá siempre que el ángulo de las
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asíntotas es siempre menor .que 7i/2, o lo que es lo mismo, las tra
yectorias son internas a las correspondientes asíntotas:

p((p„) = =o => cosí(p„) = +-
£

(5-30)

La excentricidad, c. estará determinada por la Energía Total y el
Momento Angular del sistema. A su vez. el máximo acercamiento
de las partículas al Centro de Masa, según se refiera a las partículas
M o m, estará dado por

SI lo es |.ruk u ^1 WUCll — U, WJ UUI It
Frontal entre las dos partículas. Las trayectorias
rectas, y la colisión tiene lugar en el Centro de Masa del sistema.

La FlG.(5-7) mues
tra el caso particular de
una Interacción Repul
siva entre dos partículas
my M, tales que M = 2m.
y la excentricidad es, e =
L15; en este caso se ge
neran unas asíntotas cuya
apertura es, (p^ = 30° .

La importancia de
este tipo de problemas
radica en que son la base
para el estudio de lo que
se conoce como la Tea

PmM I (e-1)

una (jitiic, SI Dien el caso E — Q no es fisicamenie aocpia
aquel para el cual ¿ = O, el cual corresponde a un Cho
entre las dos partículas. Las trayectorias correspondientes

e=1.15

^=T/6

M=2m

* Am» 4—

Figura 5-7

ría de las Colisiones, de gran importancia desde cuando resultados
de experimentos que involucraron esta clase de interacciones entre
partículas sirvieron para proponer la Ley de Coulomb corno la base
de modelos atómicos, tal el caso particular del Atomo de
Rutherford ' propuesto en 1911. Estos experimentos han sido tam
bién de importancia en el estudio de la estructura molecular, así como

E. RUTHERFORD; «Thescatteriiigoj a - and p -particles ami thestructure ofthe
atow», Phil. Mag. 21.669 (191 I)
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también en el estudio de superficies y sus propiedades, tema de in
negable importancia en la física contemporánea.

En el caso general, los experimentos de colisiones en el labora
torio se realizan de tal forma que una de las partículas. El Blanco, se
halla en reposo, y contra ella se lanza la partícula Proyectil, con una
energía conocida. La FIG.(5-8) (a) muestra lo que sería la colisión
entre dos partículas en el Sistema de Referencia de Laboratorio- A
su vez, la FIG.(5-8) (b) reproduce el mismo experimento, tal como
se vería desde el sistema del Centro de Masa, para el cual son váli
das las relaciones que anteriormente se han deducido. Como puede
verse, la Colisión en el Laboratorio está caracterizada por dos án
gulos, que se han identificado como ©, y ©j, los cuales miden la
desviación de las direcciones de las partículas tras la interacción
respecto de la dirección original del Proyectil. Por otra parte, en el
sistema de Centro de Masa, la colisión está caracterizada por un
solo ángulo, 0|. , que no es otro que el correspondiente a la apertura
de las asíntotas.

Para el caso de un Sistema Cerrado y en el caso de tratarse de
Colisiones Elásticas, vale decir, cuando existe conservación de la
Energía Total, como es el caso de las interacciones que hemos veni
do tratando, no es difícil demostrar que una condición necesaria y
sufíciente para que se conserven E y p, es que en el Centro de
Masa se satisfagan las siguientes condiciones;

IVacNlbcl

Figura 5-8
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(a) Las distancias áe My m respecto de la dirección de movimiento,
antes y después de la colisión, se conserve.

(b)'La velocidad de las partículas antes y después de la colisión se
conserve; esto es: v

ci
= u

C1 C2
= u C2l representando,

en ambos casos, y la velocidad antes de la colisión y Q después.

(c) Las direcciones de las velocidades antes y después de la coli
sión deben ser antiparalelas.

Dadas estas condiciones, es posible calcular geométricamente
las relaciones entre los ángulos de dispersión en el Laboratorio y
en el Centro de Masa mediante los diagramas de Cantidad de Mo
vimiento representados en la FIG.(5-9)'^'. Básicamente constan de
una circunferencia cuyo radio es numéricamente igual a pv^, sien
do p la masa reducida del sistema y la velocidad original del
Proyectil. Como se deduce de la EC.(5-5), este valor no es otro
que la Cantidad de Movimiento del proyectil en el Centro de Masa
(cuyo valor, de acuerdo con la condición en (b), no cambia durante
la colisión. Ahora bien, de acuerdo con la relación de masas entre
el Proyectil (m) y el Blanco (M), se tendrán dos casos típicos, los
cuales están representados por las FIG.(5-9) (a), para cuando m<M
y por consiguiente 2pVp > mv^ , y (b), para el caso m>M, para el
cual 2pVj, < mvg . A lo largo de la dirección de incidencia, termi
nando en el borde de la circunferencia, se representa la cantidad de
movimiento inicial del Proyectil, p (que es la del sistema total);
a partir del origen de este vector, se traza, con el ángulo de dis
persión del laboratorio, ©, , el vector de cantidad de movimiento
del Proyectil después de la colisión p , el cual deberá terminar
también sobre la circunferencia, de donde debe partir el vectorp que
representa la cantidad de movimiento del Blanco después de la
interacción, y que necesariamente deberá terminar en el mismo
punto sobre la circunferencia que p (para que se cumpla la Con
servación de p total del sistema) determinando asi el ángulo de
dispersión . El ángulo de dispersión en el Centro de Masa que
da determinado por el diámetro de la circunferencia que va al pun
to común de p y p simple deducción geométrica se
encuentra:

L. LANDAU y E LIFCHITZ: «Mécanique», Physique Théorique T.I, Ed. MIR, Moscú,
1966. pp. 64-68.
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m<M IB>Af

/ X\
[ /So ^
l Rúi=mvoy eA l Rni^^Vo y

(a) (b)

Figura 5-9

0j =|(t-<P(i)

m+ Afcos((po)

(5-31)

En conclusión, si la masa del Blanco es mayor que la del Pro
yectil, tal fue, a manera de ejemplo, el caso original de Rutherford
quien empleó como proyectiles partículas a y como blancos áto
mos de oro, el ángulo de dispersión del Proyectil, ©j , lo mismo
que ©c pueden tomar cualquier valor entre Oy 27t. Este no sena el
caso, sin embargo, para cuando la masa del Proyectil es mayor que
la del Blanco; como se puede apreciar en la FIG.(5-9) (b), existe en
este caso un ángulo de dispersión máximo, dado por:

sen(© =
M

m
(< 1) (5-32)

EJERCICIO (5-10)Compruebe, a partirde laEC.(5-5), lavalidez de lasase
veraciones hechas en (a), (b), y (c) (pg.23).

EJERCICIO (5-11) Realizar en forma detallada las demostraciones condu
centes a las EC.(5-31) y (5-32).
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EJERCICIO (5-12) Asuma un choque írontal entre dos vehiciilos. pero nin
guno de los dos en reposo; asumiendo un choque completamente elástico, calcule las
expresiones correspondientes a las velocidades finales de ios vehiculos ( sus rapideces)
después de la colisión. Estudie igualmente el caso para cuando los vehiculos viajan en
la misma dirección o en dirección contraria, tanto para cuando la masa del proyectil es
mayor como para cuando es menor que la del blanco.

5.5.2. Formula de Rutherford '"'i

En experimentos de col¡sione.s en los que intervienen partículas
subatómicas, átomos moléculas, no es posible el estudio de una sim
ple colisión entre el Proyectil y el Blanco, sino en general se estu
dia la distribución de partículas proyectil tras un número
indeterminado de interacciones. Del provectil se conoce, en el caso
general, su energía, dirección y rango de valores posibles de mo
mento angular respecto del punto en que se encuentra el blanco,
que asumimos está en reposo. No es el momento de entrar en deta
lles técnicos acerca de los métodos «ópticos» mediante los cuales
es posible obtener un haz monoenergético. colimado, de tamaño
(sección recta) característica e intensidad conocida: simplemen
te, asumimos que ello es posible, por lo que es posible conocer el
numero de partículas que por unidad de tiempo interactúan con el
Blanco. Palabras más, palabras menos, es la situación experimental
lograda por Rutherford; el proceso de colisión se representa en for
ma aproximada en la FIG.(5-10).

Suponiendo para mayor simplicidad, un blanco de masa infi
nita (inmóvil), sea r la distancia de uno de los proyectiles a la lí
nea que, paralelamente a la velocidad (dirección del Haz de
Partículas), pasa por el centro dispersor (Blanco). Obsérvese que
para el sistema formado por esta partícula y el Blanco, la magnitud
del momento angular es:

L = mvp-

así mismo, para la energía total se tiene;

ÍT ' =

4

Eliratamiento seguido enesla sección espmclicamcmccl mismo seguido porinfinidad de
autores que tratan el mismo tema. Ver. por ejemplo: H GOLDSTEIN: «Mecánica Clási
ca». Aguijar. 1963.pp 100-110; LLANDAU y E. LIKCHITZ, «Mecaniqiie». MIR.
Moscú. 1966. pp 75-76.
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siendo v¡, la velocidad de las partículas en el haz. Asumiendo un
haz cilindrico, ello quiere decir que, en el caso general, las diferen
tes partículas, dependiendo de su posición en el haz. tendrán dife
rente Momento Angular, y r será la medida de su valor (si asumimos,
naturalmente, que todas las partículas del haz son idénticas). A par
tir de las anteriores relaciones puede obtenerse para r:

(5-33)

i

Figura 5-10

Ahora bien: si el potencial dispersor es un potencial de Coulomb,
la excentricidad de las correspondientes hipérbolas de las partículas
dispersadas depender del valor r, comúnmente llamado Parámetro
de Impacto. Ello quiere decir, que al otro lado del Blanco se tendrá
una Distribución Angular de partículas. Es esta distribución angu
lar la que se mide en el laboratorio. Por cuanto para cada partícula el
movimiento se realiza en un plano, el experimento no requiere me
dir en todo el volumen (o distribución angular en términos de ángu
lo sólido), sino en un mismo plano, conocido como Plano de
Colisión, que en la FIG.(5-10) podría ser el plano de la hoja. En este
plano, el ángulo de dispersión, ©(/•). será exclusivamente una fun
ción del parámetro de impacto; en términos del ángulo entre las
asíntotas, 29^(7), puede escribirse:
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0(i?) = 7i-2(Po(/?)

Combinando esta expresión con las EC.(5-30) y (5-33), se
obtiene:

R = — c tg
2E ^

0

2

A partir de esta expresión podemos ahora calcular la variación
en el ángulo de dispersión, d@, producida por una variación en el
Parámetro de Impacto, dr\ se obtiene:

dr = —
4E

d@

sen (!) (5-34)

El signo menos en la anterior expresión indica, como era de es
perar, que si r aumenta en una cantidad dr, el ángulo de dispersión,
©, disminuye en una cantidad d@. Observando la FIG.(5-10), ten
dremos que todas las partículas que por unidad de tiempo pasan por
la sección del haz con parámetro de impacto comprendido entre r y
f^dr, serán dispersadas en un diferencial de ángulo sólido, díí, cuya
abertura estará comprendida entre el ángulo 0 y @+d@. Visto de
otra forma, puede decirse que las partículas que en un determinado
tiempo atraviesan el elemento de sección recta del haz, de área 2nrdr,
atravesarán posteriormente el área de la esfera hipotética mostrada
en la FIG.(5-10), que llamaremos dq'. Esta cantidad tiene la infor
mación pertinente sobre la Energía de Interacción entre las partícu
las, en este caso, sobre el Potencial Dispersar de-Coulomb. En el
caso general, la cantidad.

dO.
= a(a)

se denomina Sección Eficaz de Dispersión.

Si J es la densidad de partículas en el haz (partículas que atravie
san por unidad de área la sección recta), el número total de partícu
las que atraviesa la sección diferencial será.

dn = 2TirJdr

A su vez, todas estas partículas atraviesan de,
uso de la definición de Sección Eficaz, se tendrá

, luego, haciendo
también:
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dn = a{Q.)JdQ

y por cuanto para el ángulo sólido se tiene la relación
geométrica,

dCi = 271 sen(0)d0

se obtiene:

a(0) =
sen(0)

dr

d@

Finalmente, utilizando el resultado en la EC.(5-34) se encuentra
para la Sección Eficaz Diferencial (para un potencial de Coulomb):

CTc(®) =
4£

1

sen (!) (S-35)

Esta expresión, válida para un potencial dispersor de Coulomb,
se conoce como Fórmula de Rutherford. Fue el hallazgo de este
resultado el que lo condujo a establecer un Modelo Nuclear para el
átomo, pues sus resultados mostraron que la densidad de partículas
encontradas al mismo lado del que se encontraba la fuente de las
partículas a o p (sus Proyecti
les), era mínima, y
por consiguiente todas las partí
culas atravesaban las láminas de
oro {Blanco) contra los que pre
tendía hacerlas «chocar». En con
secuencia, los átomos eran «hue
cos», «transparentes»; su masa
estaba concentrada en una región
muy pequeña, del orden de lO "'*
m, mientras que el tamaño de un
átomo, determinado por diferen
tes procedimientos ya por ese en
tonces conocidos, era del orden
de 10"'° m. Adicionalmente, la
interacción, para el caso de par
tículas a, era repulsiva, luego
ello indicaba que también la car
ga positiva del átomo estaba con- FiguraS-ii

p-t-N2 (EXR)

P+-N2 (TEOR.)

RUTHERFORD

10 20 30 40 50

FUENTE: J. CARO: •Tul» M<.\ Unlv. Nacional. Bogoti, 1B74.
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centrada en esa pequeña región, que denominó Núcleo. Experimen
tos posteriores con diferentes átomos comprobaron firmemente la
teoría de Rutherford; particularmente H. GEIGER, quien desde 1909
estudiaba el problema de la difusión de partículas a, conjuntamente
con E. MARSDEN en 1913'^' , publicaron una serie de medidas con
láminas de Plata y Oro que comprobaron plenamente la teoría
propuesta.

Ciertamente los procesos reales no son tan sencillos como los
que supone la teoría de Rutherford. La Sección Eficaz depende fuer
temente del tipo de Blanco y de su energía; no siempre es posible
desconocer la interacción del Proyectil con los electrones del áto
mo o molécula; a altas energías de aquel, las fuerzas repulsivas en el
núcleo no son necesariamente de tipo coulombiano, etc. Lo que si
es posible afirmar es, como ya anteriormente se había comentado,
que un experimento de colisiones, más exactamente, las medidas de
la Sección Eficaz, suministran información valiosa acerca del tipo
de interacción existente entre los Proyectiles y el Blanco. Lo que
generalmente se hace es un proceso Semiempirico, el cual consiste
en^ proponer modelos teóricos para el Potencial Dispersor, calcular
teóricarnente su correspondiente Sección Eficaz, en la forma en
que aquí se ha hecho para el Potencial «Clásico» de Coulomb, pero
utilizando las modificaciones «cuánticas» necesarias (¡por lo gene
ral las referentes al Momento Angular!), y comprobar este resulta
do con los datos experimentales.

., FIG.(5-11) muestra, conjuntamente con una gráfica de la función en la EC.(5-35), los resultados teóricos y experimentales de
un experimento de Dispersión de Protones {Proyectiles) por Nitró
geno Molecular {Blanco) (Sistema p"' —> N,)'®' . Para los cálculos
teoncos se utilizó como potencial de partida un Potencial de Lenard-
Jones, similar al estudiado en el EJ.(3-27), pero ligeramente modi-
iicado en su alcance para ajustar mejor los resultados experimentales.

scatteringofa -partióles by matter, Proc. Roy. Soc. (London) 83A,
(1910); H. GEIGER, E. MARSDEN: «•0« the diffuse reflection ofthe a-partióles».

Proc. Roy. Soc. (London)82A,495 (1909); H. GEIGER, E. MARSDEN: «Thelawsof
aefleotion ofa-partióles trough largeangles». Phil. Mag.,25,604 (1913). Citados por
Irving KAPLAN, «FísicaNuclear», Aguilar, Madrid, 1961, pp53-59.
Jairo CARO G:«Dispersión elástioa deprotonespor argóny nitrógeno molecular, para
unaenergíade 6eV», Tesis de Magister, Depto. Física,Univ. Nacional, Bogotá, 1974, p
75. La curva experimentales tomadade: L. D. DOVERSPIKE y R. L. CHAMPION, Proc.
Int. Conf. OfElectr. & Atomic Coll., Amsterdam, 1971, p 267.
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adicionando además un término atractivo debido a la polarización.
proporcional a p", el cual tiene mayor o menor importancia depen
diendo de la energía del proyectil. Entrar en detalles, sin embargo,
se sale del marco del presente curso.

EJERCICIO (5-13) Demostrar que la Sección Eficaz de Dispersión de partí
culas de una esfera rígida de radica en el sistemadelCMestto^.Calcular losvalores
correspondientes en el sistema de laboratorio'^'.

EJERCICIO (5-14) El formalismo seguido para llegar a la Fórmulade
Rutherford ha hecho caso omiso del movimiento del Blanco. Es decir, se ha tratado
comoel problemade unapartícula enuncampo central. Asuma que, enrealidad, se
trata de un problema de dos partículas y realice las correcciones necesarias a las
expresiones correspondientes. Utilizando lasecuaciones detransformación para las
velocidades, EC.(5-5), encuentre lasexpresiones para las secciones eficaces delas
dospartículas;esto es, en términos de losdosángulos dedispersión enellaborato
rio, a^(©,) y a^í©^) .En general, la suma de estos dos términos es laSección Eficaz
Total en el sistemade Laboratorio, enparticular cuando las dos masas son iguales o
comparables'®' .

Ver: 1.LANDAU y E. LIFTCHITZ, op. cit. Pp 69-71.

ibid. Pp 75-78



Capítulo VI

SISTEMAS CON SEIS GRADOS DE LIBERTAD
(2). EL CUERPO RÍGIDO

6.1. DEFINICIÓN GENERAL Y GRADOS DE LIBERTAD

Contrariamente al problema tratado en el capítulo precedente,
CUERPO RÍGIDO es un sistema formado por un número de

partículas, en general indeterminado pero inalterable; todas ellas li
gadas entre sí de tal manera que su movimiento no es completamen
te «Libre». Este se realiza de tal manera que la distancia relativa
entre las partículas que componen el Sistema, así como también sus
orientaciones relativas, se mantiene constante. Este Sistema puede,
entonces, definirse de la siguiente manera:

DEF.(6-1): CUERPO RÍGIDO O TROMPO es un Sistema de
Partículas cuyas coordenadas se relacionen entre si por
ecuaciones geométricas de la forma.

Las EC.(6-1) forman un conjunto de Ecuaciones de Ligadura que,
como ya anteriormente se ha mencionado, restringen el movimien
to de las partículas, consecuencia de lo cual es una drástica dismi
nución del número de grados de libertad del sistema. Dicho en otras
palabras, no es necesario realizar las integrales para todas las partí
culas que componen el sistema, sino solamente para algunas de ellas
que, en principio, pueden escogerse libremente-.

Antes de entrar a estudiar cuántas y cuáles serían las «partícu
las» escogidas cuyas coordenadas habría que integrar, conviene ob-
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servar una consecuencia inmediata que se deriva de las EC.(6-1),
relativa a la Energía Potencial Interna del Sistema, lo que puede es
tablecerse mediante el siguiente Corolario:

COROLARIO: La energía Potencial Interna de un Cuerpo
Rígido, es una constante.

DEM.: La demostración es inmediata a partir de la definición
de Energía Potencial de un Sistema de Partículas dada en la EC.(4-
25); en consecuencia, de conformidad con (6-1) se obtiene:

í/i„. {f,, ,...r^ }=¿ [/{cy}=Cte
k<j

(6-2)

Ahora bien: por cuanto el origen (el «cero») de energía poten
cial lo podemos escoger arbitrariamente, la constante en la EC.(6
2) puede siempre tomarse como igual a cero. ^

LEMA(6-1): El número máximo de Grados de Libertad (nú
mero de coordenadas linealmente independientes) de un Cuer
po Regido es de seis (6); si tres de ellas describen el
movimiento del C.M., las tres restantes describen completa
mente el movimiento del Sistema respecto del C.M.

DEM.: Se ha demostrado que el C.M. es un punto característico
de todo Sistema de Partículas. Por otra parte, a partir de la EC.(6-1)
puede verse que también las distancias de las partículas al C.M. per
manecen constantes, esto es.

l'̂ jk I Cte, Vj => ||rj.¡ II —Cte, V^ (6-4)

Ahora bien, la determinación del número de grados de libertad
podría hacerse contando el número de EC.(6-1) para luego restarlo
del total de 3N máximo posible. Si en total hay r Ecuaciones de
Ligadura, el número total de grados de libertad estará dado por:

n = 3N - r (6-5)

Sin embargo, la determinación del valor de n puede hacerse de
una forma más intuitiva, si reconocemos que la posición de un cuer
po rígido en el espacio queda completamente determinada si se co
noce la posición de tres de sus partículas, vale decir, de tres puntos

-L
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que lo caracterizan, bajo la única condición de que no sean colineales.
Observando la FIG.(6-1), supóngase que m.^, m.^ y m^. son tales partí
culas, fi, fj y sus correspondientes vectores de posición. O
representa el sistema inercial de referencia, respecto del cual una
partícula puede moverse libremente en el espacio. Si m.^ es dicha
partícula, describir su movimiento requiere, de acuerdo con lo estu
diado en el CAP.II, tres coordenadas, (x , , 2¡). Por otra parte, dada
la ubicación de la partícula m, , otra cualquiera, por ejemplo m^ , no
puede encontrarse en cualquier punto del espacio; su posición está
restringida a una superficie esférica centrada en de radio c¡j , de
acuerdo con la relación.

^ij ^ij ^ij (6-6)

Como se observa en la FIG.(6-1), la posición de la partícula m.^
respecto de m^ está definida por solamente dos parámetros, que en
coordenadas esféricas relativas serían, por ejemplo, ((Py, 9y)-

Finalmente, dada simultáneamente la posición de las partículas
'«i y "íj . la posición de la tercera partícula, m^., estará restringida a
una circunferencia, la cual, como se aprecia en la FIG.(6-1), define
la base de un cono de abertura.

Y = eos"
r. • r.,,ij ik

^¡j'-ik

El radio del cono será.

R =

' p -] 2"

1-
^ij^ik

Vi

c,.

La arista de este cono es c.. y su altura es.

CijCik

(6-7)

(6-8)

(6-8')

Observando la F1G.(6-1), se encuentra que la posición de la par
tícula respecto de m. y de m. puede hacerse mediante la introduc-
ción de una sola coordenada adicional, por ejemplo del ángulo
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Figura 6-1

En resumen, se tendrán en total seis coordenadas independien
tes para la descripción completa de las tres partículas no colineales
del Cuerpo Rígido, y por consiguiente para la descripción total del
movimiento del sistema; la correspondiente Configuración sería:

(6-9)

Adicionalmente; si en lugar de m. el punto inicialmente escogi
do hubiese sido el C.M. del sistema, la configuración sería:

K.>'c>2c'&q.<Pcj.&Ck} (6-9')

la cual contiene las tres coordenadas del C.M. y tres que descri
birían, entonces, el movimiento del Cuerpo Rígido respecto de di
cho punto. Estas coordenadas, eventualmente, serían coordenadas
angulares respecto de un origen centrado en el C.M. a
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6.2. TRANSFORMACIONES ORTOGONALES

El Cuerpo Rígido, en cuanto Sistema de Muchas Partículas,
obedece las leyes generales encontradas en el CARIV; en particular,
el C.M. obedece las EC.(4-12). las cuales pueden solucionarse si
guiendo procedimientos similares a los establecidos para la diná
mica de una partícula. El interés se centra ahora, por tanto, en
encontrar métodos de solución que permitan describir el movimiento
del sistema respecto de su C.M.. Como se demostró en el LEMA(6-
1), esto puede realizarse integrando tres coordenadas angulares in
dependientes medidas respecto de un sistema de referencia fijo al
cuerpo en su C.M.. Ahora bien; respecto de este sistema (que por
comodidad lo tomamos ortogonal), la posición de las partículas per
manece invariante debido a las ecuaciones de ligadura, lo cual per
mite estudiar la «posición» del Cuerpo Rígido estudiando solamente
la orientación de este sistema respecto de un sistema inercial de
referencia. Esto equivale a decir que independizamos la descripción
del movimiento del Sistema del de las partículas que lo componen.

Un vector q arbitrario ex
presado simultáneamente en
dos sistemas de referencia
ortogonales, uno rotado respec
to del otro tal como se aprecia
en la FIG.(6-2), tiene la forma
general,

G= (6-10)
j=i j=i

A su vez, la distintas com
ponentes en uno y otro sistema
serán:

g.ü, = g,

g.ü,=g. (6-11)

o, lo que es equivalente:

Gcos(G*uJ=G^

Gcos(G • üj. )= G^

zT z'

Figura 6-2

(6-11')
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En particular, si el vector corresponde a una de las direcciones
ortogonales del sistema de ejes, los cosenos de los ángulos así defi
nidos se denominan los Cosenos Directores, algunos de los cuales
se muestran explícitamente en la FIG.(6-2). Adicionalmente, a partir
de las EC.(6-10) y EC.(6-11) se obtiene para la nueva Base Vectorial
en el sistema O

"i =Z"k cos(a^ )
k=l

3

cos(P,)
k=l

3

"3 =Z"k cos(Y J

(6-12)

Los Cosenos Directores, en consecuencia, estarán dados por las
siguientes relaciones, que se derivan inmediatamente de las ante
riores, aceptando el carácter OrtogonaX de la transformación;

cos(ap =fl,. =ü; «Új

cos([J,)=a,j = ü,.üj

cos(Yp = a3j=U3*üj
En estas expresiones por comodidad se ha introducido la nota-

cion Oy en lugar de los cosenos. En esta forma, las componentes de
un vector en uno y otro sistema se relacionan mediante expresiones
de la forma,

"-¿"««i
(6-14)De otra parte, de las condiciones de ortogonalidad y normalidad

de las respectivas «Bases Vectoriales», {ü |̂ y l"kf' encontramos
las seis siguientes relaciones entre los parámetros a. (o entre los
cosenos directores que representan):

2 32,eos Cai) =Xcos^(p.)=ycos-CYj)=l
1=' j=i j=i

333

Z cos(a j) cos(P j) =2] cos(pj) cos(y j)=¿ cos(y j)cos(ap =0 (6-15)
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Estas expresiones pueden resumirse en la expresión equivalen
te. denominada condición de Ortonormaiidad. de las respectivas
Bases Vectoriales:

i

(6-16)

5(.| es la conocida Delta de Kronecker, definida en el CAP.II.
En forma matricial. las EC.(6-I4) pueden escribirse;

a,

G, = a,, «,3 o Gj (6-17)

o también, en forma simplificada,

G'=AoG (6-17')
La matriz A, la cual contiene los cosenos directores de la trans

formación entre uno y otro sistema, se denomina Matriz de Trans
formación Ortogonal. En este caso, de los nueve elementos,
solamente es necesario encontrar tres (¡solamente tres de ellos son
Linealmente Independientes!), pues los restantes pueden encontrar
se a partir de las seis ecuaciones EC.(6-16). Este resultado con
cuerda con lo establecido en el LEMA(6-1).

EJERCICIO (6-1); Demostrar explícitamente la EC. (6-14) mues
tre que la transformación inversa.

G=Xb,G:
^j=i

cumple con la condición ; por consiguiente,

A.i = 1 (6-18)

EJERCICIO (6-2): Dos sistemas de coordenadas se hallan rotados detal
forma que sus ejes zyz' coinciden. ¿Cuál es la matriz de transfomiación entre los dos
sistemas?¿Cuálesserán lasmatrices detransformación cuando x=x' ocuando y=y?

EJERCICIO (6-3): Utilizando el resultadodel EJ. (6-2), llamoA a la matriz
cuando z=z',B cuando x=x' yCcuandoy=y': si losángulos degirosonsiempre de 90°.
encuentro la matriz de rotación total Dcuando realiza las tres rotaciones en el siguien-
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te orden: (a)D|=A.B.C: (b)Dj= A.C.B; (c) Dj=B.A.C ilustre sus resultados rotando
un paralelipípedo rectángulo y explique sus resultados.

EJERCICIO (6-4): Un vector cü Y un vector L están relacionados por la

ecuación matricial.

L = I . có

Si el vector CO cumple con la EC. (6-17) de transformación, demuestre que L tam
bién cumple con dicha relación para cuando la matriz I se transforma de acuerdo a la
relación.

I = A . 1. A"', o también, l = A ' - 1' . A (6-19)

6.3. ANGULOS DE EULER

Las EC. (6-9) o (6-9') obligan a poner especial cuidado en la
escogencia de las tres coordenadas angulares independientes que
caracterizan el movimiento del cuerpo respecto del C.M., o de cual
quier otro punto característico del Sistema.

De entre ios diferentes métodos desarrollados para la escogencia
de parámetros independientes apropiados, el de los denominados An
gulos de Euler parece ser el que ha logrado mayor aceptación se trata,
no de escoger coordenadas de alguna partícula o partículas del trompo,
sino de caracterizar en cada momento en la orientación de un sistema
de ejes tijo al cuerpo respecto de otro inercial, fijo en el espacio. Ya se
ha visto que la orientación de uno de ellos respecto del otro puede
hacerse mediante tres cosenos directores linealmente independientes
que caracterizan la rotación total; según Euler, esto es posible también
mediante la realización de tres rotaciones sucesivas alrededor de ejes
fijos al cuerpo: cada una de estas rotaciones está caracterizada por un

tal como se aprecia en la FIG. (6-3), la cual aclara el sen
tido de los denominados Angulos de Euler, comúnmente conocidos, en
su orden, como ((p.-ü,^/); Si R representa en cada caso la Matriz de Rota
ción, los Angulos de Euler están definidos de la siguiente manera:

R((p): Rotación de un ángulo (p alrededor del eje z (eje 3) del siste
ma fijo al cuerpo; los ejes fijos al cuerpo, respecto de su es
tado inicial, estarán rotados en el plano (x, y), definiendo un
nuevo sistema de ejes en este plano, (¿^, tj). El eje ^ (nuevo eje
x), se denomina "Línea de Nodos". En resumen.
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Figura 6-3

(X,Y,Z).
R((P)

ti, ^ = z)

R(«): Rotación de un ángulo n alrededor de la Línea de Nodos, incli
nando el eje Z hasta lograr el nuevo eje Q. Como en eí caso
anterior, se tendrá:

.(C = c. ti,^')

R(\p) Nuevamente una rotación de valor xp en el plano de los ejes
(1,2), ahora denominados (( '̂.T|), alrededor del eje 3 (— ^ )

Se obtiene en este caso:

(C' = ¿;,n.£').
R(v)

(X-, Y', Z')
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La matriz A((p, xj, y) de la transformación total está definida por,

A (<p, xj, y)
(X,Y,Z) (X',Y',Z')

Expresión donde se tendrá,

A= R (y) .R (oj-) . R. (y) (6-20)

No es difícil, a partir de los resultados en los EJ. (6-2) y (6-3)
mostrar que la forma explícita de las matrices será.

R(y) =

R(xí) =

cos<p seny 0

-sencp coscp 0 (a)
0 0 1

1 0 0
•

0 COSTJ senT3^ (b)
0

•

—semj conu

cosy seny 0

-seny cosy 0 (c)
0 0 1

R(y) =

Por tanto, para cualquier vector se cumplirá,

G (x',y', z')=R(y), R(t5). R(y). G (x, y, z,)

(6-21)

(6-22)

A su vez, por cálculo directo a partir de la EC. (6-22) puede
demostrarse que la forma explícita de la Matriz A es:

eos if/cxy&<p - sen v<x)sesení!> sen <íxx)s0cos^+eos y/&cno sen v«en©
-sen \/KOis<p -eos vcosesen^? eos v<x)s0cos(i!> -sen if/s&r\<p eosv«en0

senesen^ sen0cos^ eos©
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6.4. ROTACIONES INFINITESIMALES
V VELOCIDAD ANGULAR
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6.4.1. Caso general de una rotación infinitesimal

Una rotación en el espacio puede expresarse como compuesta
por tres rotaciones elementales linealmente independientes; es jus
tamente lo que se ha demostrado en el anterior numeral. Sin embar
go, desde otro punto de vista, una rotación puede también
caracterizarse por una dirección en el espacio, la del Eje de Giro, y
una magnitud escalar, la de el Angulo girado. Esta propiedad sugiere
la posibilidad de establecer una correspondencia entre las rotacio
nes y los vectores geométricos en el espacio; sin embargo, esto no
es posible debido a la no conmutatividad de las Rotaciones, contra
riamente a las propiedades de los vectores geométricos; dos rota
ciones sucesivas para producir una rotación final (la cual se obtiene
por el producto de las correspondientes Matrices de Rotación), equi
valdría a una adición vectorial; pero, como ya se ha visto, la primera
operación no es conmutativa, la segunda sí. Por otra parte, la Velo
cidad Angular corresponde, en el caso general, a una Rotación
Infinitesimal-, la pregunta es si para este tipo de Rotaciones
Infinitesimales es lícito o no asignar (como se hizo, por ejemplo, al
momento de estudiar la cinemática del Movimiento Circular) a esta
cantidad un carácter vectorial. Esta es la pregunta que se trata de
responder en lo que sigue; para ello es preciso demostrar, primera
mente, el siguiente lema:

LEMA(6-2) Una Matriz de Rotación infinitesimal puede siem
pre expresarse en la forma, 5A=7 + 6E. Siendo 7 La Matriz
Identidad y 6E una matriz que contiene hasta tres elementos
diferenciales linealmente independientes.

DEM.: Si dos sistemas ortogonales de coordenadas se encuen
tran uno respecto del otro rotados una magnitud infinitesimal, las
componentes de un vector cualquiera en uno y otro sistema diferi
rán solamente en una cantidad "vectorial" infinitesimal. Sea un vector

arbitrario respecto de un sistema de coordenadas y sea G' d mismo
vector, pero en el sistema de coordenadas rotado respecto del pri
mero un ángulo infinitesimal. Para las componentes del vector pue
de escribirse: 3

g=g>Ie g.
k k j=i kj J
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en donde los serán, de acuerdo con lo dicho, cantidades
infinitesimales, elementos de una Matriz E; Matricialmente puede
escribirse

G' = G + 6E*G G' = (1 + 8E) «G (6-25)

La matriz de transformación infinitesimal entre los dos siste
mas de coordenadas puede escribirse en la forma.

5A — 1 + 5E (6-26)

La Matriz 5E, en principio una matriz (3x3), contiene, como toda
matriz de transformación ortogonal, hasta tres giros infinitesimales
linealmente independientes, lo que comprueba la hipótesis del Lema.

COROLARIO (6-1) Las matrices de rotación infinitesimal
son conmutables.

DEM: Sean 6A, y 5A, dos rotaciones infinitesimales; una rota
ción total será, de acuerdo con lo estudiado:

5A,j = 8A,. 8A, = (1 + 8E,> (1+8E,)

8A,^= (l-E 8E,-t- 8Ej) = (1 + 8Ej-<-8E,) =

Expresión que supone no considerar significativos términos di
ferenciales de segundo orden. En conclusión, matrices con térmi
nos diferenciales de la forma dada en la EC. (6-26) son conmutativas,
lo que demuestra lo postulado en el corolario.

COROLARIO (6-2): La Matriz inversa de toda matriz de ro
tación infinitesimal de la forma dada en la EC. (6-26), dA =
^ de la forma, SA' —1 - SE

acuerdo con el resultado del anterior corolario y la
aefinición general de Matriz Inversa, se obtiene:

1 = 6A.6A-'= (1-t- 8E), 8A-' = (1 + 8E), (1 -t- 8E ) .

.1
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Expresión que supone que también 8A"' es de la forma prevista
en la EC. (6-26), 6A ' = 1 + 8E'- pues es también una matriz de tipo
infinitesimal. En consecuencia.

1 = 8A.8A-' = (1 -t-SE) . (1 +8E') = 1 -i- 5E +6E'

^ 6E = -8E'

o, lo que es equivalente,

8A'=1-8E (6-27)

lo que se quería demostrar, a

6.4.2. Expresiones generales para la velocidad angular

A este punto, y con ayuda de la FIG. (6-3), es posible encontrar
la expresión para la Velocidad Angular, bien en el sistema de coor
denadas de laboratorio, (X,Y,Z) (sistema inercial), o en el sistema
fijo al Cuerpo Rígido, (X',Y',Z'). De acuerdo con el sentido que he
mos seguido en las rotaciones en los denominados Angulos de Euler,
no es difícil comprobar las siguientes expresiones:

i) = (O. O, (p) en el sistema (X,Y,Z)

ii) co„ = (L1, O, 0) en el sistema {C r\,

iii) O) = (O, O, vp) en el sistema (Q, t), 4' ~

Mediante la utilización de las correspondientes matrices de trans
formación, se obtiene:

pe]
Jx'v'Z ^ J

Pl™ • ••[%• n'É'

(a)

(b)

(c)
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Una vez realizadas las operaciones correspondientes, se encuentra:

. , =(^eni^€nQ,^osi^enQ,^osQ)
X y z

=(0cos<í'. - esenti', 0)

(6-28)

Por cuanto las anteriores velocidades angulares corresponden,
realmente, a rotaciones infinitesimales, la Velocidad Angular Total
será la suma de las diferentes componentes, en forma análoga a lo
que realizamos con los vectores; en consecuencia, se obtiene:

ü),--(psen\j/sen0 + écosy

C0y =^cos\|/sen© -óseny

ca,=cpcos0+ v

(6-29)

Siguiendo un procedimiento similar, es posible encontrar las
expresiones correspondientes para la velocidad angular en el Siste
ma de Ejes de Laboratorio {Sistema Inercial); la correspondiente
demostración se deja como ejercicio.

EJERCICIO (6-5): A partir de las expresiones para las velocidades angula
res. yti3^ , realice explícitamente lasoperaciones para comprobar el resultadoen
laEC.(6-30).

EJERCICIO (6-6): Siguiendo vm procedimiento similar al realizado para en
contrar las componentes de la VelocidadAngular en el Sistema de Ejes fijo al Cuerpo
Rígido, encuentro laexpresión correspondiente para la Velocidad Angular en el siste
ma de ejes de laboratorio (sistema inercial). en función de los ángulos de Euler. Com
pruebe sus resultados por aplicación directa de la Matriz de transformación, A (EC.
6-29)), y encuentre las expresiones en la EC. (6-30).
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6.5. SISTEMAS DE REFERENCIA EN ROTACIÓN Y FUER
ZAS INERCIALES

Consecuencia de los anteriores lemas es que toda matriz de ele
mentos infinitesimales que defina una transformación del tipo de la
EC.(6-24), o su equivalente, EC.(6-25). es Antisimétrica y contiene
solamente ceros en su Traza. Por cuanto solamente contiene Tres
Elementos Linealmente Independientes, la matriz 5E podrá siem
pre expresarse en la forma.

dea 3 -dtü 2

5E = -dea (6-30)

Ahora bien: las cantidades, rfco, , ¿feo, y d<ú^ pueden, a su vez,
asociarse a tres giros infinitesimales al rededor de ejes coordenados
ortogonales. Así, llevando el resultado en la EC.(6-30) a la EC.(6-
24), se obtiene:

C, —G, +¿/(0jG2 —dcüiGj
G'j = Gj +£/to,G3 —dea^Gj

G'3 = G3+f/(D,G,-¿ftOiGj

Expresiones que, en forma vectorial, pueden escribirse
simplifícadamente en la forma.

G'=G + Gx£/n
siendo dCl el vector cuyas componentes son:

(6-31)

dñ = (dcú, ,¿/tú, .¿ftOj)
componentes que representan ángulos de rotación infinitesimales

alrededor de los tres ejes ortogonales del sistema O.

Supongamos ahora que el sistema O es un sistema inercial de
referencia, en tanto que el sistema O' estaría fijo al Sistema en es
tudio, esto es, al Cuerpo Rígido. Si G es un vector en el sistema
inercial de referencia y se halla estacionario respecto de este siste
ma, la EC.(6-31) nos da el cambio que observa en dicho vector un
observador en el sistema en rotación, cambio debido únicamente al
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hecho de la No Inercialidad del sistema de referencia en que se
halla. El cambio «aparente» del vector q que se aprecia desde O'
puede escribirse en la forma:

KL=g G'=-Gxí/a
(6-32)

En el sistema «inercial». O, no hay cambio alguno en Q. Si aho
ra suponemos cambios del vector en el sistema O, en O' a este nue
vo cambio deber adicionarse el cambio «aparente» debido a la
rotación de este último dado por la EC.(6-30), luego:

(cr se refiere a Cuerpo Rígido) Midiendo esta variación por uni
dad de tiempo y llamando Velocidad Angular al vector.

se obtiene la expresión:

_ dO.
(O = —

dt

(f) •(#)
csp cr (6-33)

El aparecimiento de dt' en la anterior expresión hace referencia
a que la derivada en el sistema no inercial, el sistema fijo al cuerpo
rígido en el caso particular de nuestro interés, debe tomarse respec
to del Tiempo Propio en dicho sistema. Como se mencionó previa
mente en el CAP.II, en la aproximación no relativista, ¡Newtoniana!,
el tiempo es el mismo en ambos sistemas de referencia (es absolu
to, independiente de los fenómenos y del sistema de referencia des
de donde se mida un determinado intervalo), t=t'. Vale la pena, sin
embargo, mantener la forma explícita de la EC.(6-33), pues el dt'
en ella nos recuerda que, en otras circunstancias, esta «pequeña»
alusión al «tiempo propio» puede ser de máxima importancia.

Por otra parte, el resultado en la EC.(6-33) puede entenderse en
forma más sencilla observando la FIG.(6-4), la cual representa el
problema estudiado para cuando la rotación se realiza en el plano
(X,Y), vale decir, los ejes Z y Z' coinciden. Bajo la suposición de
que la rotación 5<t)=5(p ((p el correspondiente «ángulo de Euler» es
un rotación infinitesimal, la expresión general del vector q en el
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sistema rotado puede obtenerse
a partir de la Matriz de Rota
ción, Ec.(6-21)(a):

G=R6^oG

La forma explícita de la
matriz R5(p será:

r 1 5(p 0'

^8<() ~ -5(p 1 0

. 0 00 L

w

Y

y^y k
\/jk- wTx

z.=r Gj;

Comparando esta expresión Figura 6-4
con la EC.(6-28), se encuentra
que el vector 5(p tiene única
mente componente a lo largo del eje Z (o Z'), como sabemos es el
caso. El vector ¿5 será entonces un vector cuyas componentes se
rán, c5 = (0,0,q)).

La importancia que la expresión EC.(6-33) tiene en fisica puede
verse en los resultados de su aplicación a los vectores f y v (o P)»
los que, como se sabe, definen completamente el estado de movi
miento de una partícula. Si hacemos G = f EC.(6-33), se ob
tiene para la expresión de transformación de la velocidad:

Vesp = Ver+0)Xr (6-34)

No es difícil percatarse de que el término mx f ®sta ecua
ción corresponde a la Velocidad del Sistema de Referencia fijo en
el cuerpo rígido respecto del sistema inercial, medida, claro está,
en el punto en el cual se halla la partícula. Puede decirse que ésta es
la transformación de velocidades de Galileo, ya estudiada en la ci
nemática, aplicada al caso de movimiento de rotación de un sistema
respecto de otro, solo que en este caso, si aceptamos que uno de
ellos es Inercial, ¡el otro necesariamente no lo esl, así ¿ sea un
vector constante.

Si ahora a la EC.(6-33) llevamos el vector velocidad, obtenemos:
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+ CO X V

En esta expresión debe tenerse en cuenta, sin embargo, que para
realizar la derivación en el sistema fijo al cuerpo rígido (sistema en
rotación), la velocidad debe estar expresada en dicho sistema (lo
cual es diferente a la velocidad medida en dicho sistema, v^^), lo
que se ha indicado al escribir v' ; esto es, es necesario utilizar la
forma al lado derecho de la EC.(6-34); multiplicando por la masa de
la partícula, m, para obtener la fuerza, se llega finalmente a la ex
presión siguiente:

ma
esp "(3<Ver +®Xf) + mto X(CÓ Xr)

En ambos sistemas de referencia podemos encontrar la expre
sión correspondiente a la transformación del vector que describe la
Fuerza Impresa sobre una partícula, p , en términos déla Fuerza
Aparente, Fr^, , que la partícula siente en el sistema en rotación. Al
realizar los 'cálculos explícitamente, suponiendo que la velocidad
angular de rotación, ¿j, permanece constante, y definiendo como la
fuerza en el sistema en rotación a la cantidad.

Fro. =^ro, •(í-) (6-35)

se encuentra finalmente la transformación:

F„, = F - 2mc5 x v„ - mc5 x (ro x f) (6-36)

Los distintos términos en la EC.(6-36) merecen especial atención:

Ffot • Representa la fuerza total que «siente» la partícula en el siste
ma de referencia no inercial, acelerado. A esta «fuerza» con
tribuyen, no solamente las interacciones de la partícula con
otras, en su vecindad, interacción que de acuerdo con el segun
do postulado está representada por p ' sino efectos adiciona
les, derivados de la no inercialidad del Sistema de Referencia.

F : Como se dijo, representa la fuerza real, la fuerza impresa,
ocasionada por la interacción con otras partículas.
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-mü5 X(co Xf): Se denomina Fuerza Centrífuga; es una fuerza fic
ticia, derivada de la no inercialidad del sistema de referencia,
pues contiene directamente la aceleración (angular) del mis
mo, representada por el término (o X (¿5 x r).

—2mm Xv^^: Se conoce como Fuerza de Coriolis; como la Fuerza
Centrífuga, es una Fuerza Ficticia, derivada de la no
inercialidad del sistema de referencia. Sin embargo, contra
riamente a la anterior, existe solamente si la partícula tiene
movimiento respecto del sistema no inercial, vale decir, cuan
do v„ O.

Ya anteriormente, en el CAP.III, se estudiaron brevemente Fuer
zas Inerciales derivadas de la aceleración del sistema de referen
cia; las fuerzas que de momento nos interesan no son, por su origen,
diferentes de las ya estudiadas. Sin embargo, en el caso presente,
no se tiene desplazamiento alguno de un sistema de referencia res
pecto del otro; la particularidad está en que permanentemente los
orígenes, O y O', de los dos sistemas de referencia coinciden; el
uno, el no inercial, solamente rota respecto del otro, el inercial.
Es el movimiento de rotación el que genera la aceleración del sis
tema no inercial. La importancia de los términos no inerciales, en
la forma en que aparecen en la EC.(6-36), puede más fácilmente
apreciarse mediante el análisis de algunos ejemplos, en particu
lar los que se aprecian sobre la superficie terrestre cuando ésta
se toma como sistema de referencia.

EJERCICIO (6-7) Calcular el
PESO EFECTIVO de uncueipo sobre la su
perficie terrestre en función de la latitud.

SOLUCION: Asúmase, como se
observa en la FIG.(6-6), un cuerpo situado
a una latitud0. Como se demostró en el

CAP.III (EJ.(3-45)), la acción gravitacional
sobre la partícula de masájn tiene direc
ción radial y su valor es F = mg •Si la
velocidad angular, ¿5, tiene dirección ,
no es difícil comprobar que la dirección de
la «Fuerza Centrifuga» es la mostrada en la
-FIG.(6-5). De acuerdo con laEC.(6-36), la
«Fuerza Efectiva» que siente la partícula
sobre la superficie, será:

iiíWx(WxS)

Figura 6-5
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F„, ="F - meó X(có Xr)

Esta expresión corresponde a la diagonal del paralelogramo formado por la Fuerza
Centrifuga y la de Atracción Gravitacional, la que, como se observa, no apunta hacia
el «Centro de la Tierra.» Para el caso especifico de la superficie terrestre se tiene:

co=27t/(24x3600)»- 7,3x10-5 (s"' )

R » 6,37x10'^ (m)

Enconsecuencia, elvalormáximodeaceleracióncentrífugaserá sobreel ecuador,
el cual corresponde a:

a„, (©= 0)«q>^/?=3,4x10-2 (m/s^)

Si0 corresponde a lalatitud, lamagnitud delafuerza sobre lapartícula para im
determinado valor de0 puede expresarse como:

^rot =mg[l-((o^/?/g)cos^0]
Porotra parte, puede calcularse, paralasuperficie terrestre:

<ü^R/g = \/290

Adicionalmente, para el ánguloa, el cual mide la desviación de lavertical que
sufnna una plomada auna determinada latitud, seobtiene:

sena = (o) / g) sena eosa]

valor que es máximo paraOt=45°; en
consecuencia, ladesviación no serámayor
que unadécimadegrado.

EJERCICIO (6-8) Apartir delos
correspondientes datosastronómicos de
Júpiter ySaturno, calcule los correspon
dientes ángulos dedesviación de la verti
cal para0=45°.

EJERCICIO (6-9) Una partícula
se desplaza siguiendo una trayectoria cir
cular sobre una plataforma que rota con ve-

Figura 6-6

Sistemas con seis grados de libertad (2) ElcuertorIgido 217

locidad angular cú , tal como puede apreciarse en la FIG.(6-6). ¿Cuál será el valor
correspondiente de la «Fuerza de Coriolis»'}

SOLUCION: El Problema no es diferente al de una partícula que se desplaza
sobre la superficie terrestre a lo largo de im «paralelo» (¡trayectoria paralela al ecua
dor!). Tomando la superficie de la plataforma como sistema de referencia, para ima
trayectoria con radioR y para una velocidad respecto de la plataforma en la dirección
mostrada en la FIG.(6-6), la fuerza de Coríolis es hacia la derecha de la dirección del
desplazamiento, y la magnitud será:

= 2mcüv„ü,
cor cr r

V es la velocidad de la partícula (de masam), medida desde la plataforma en
movimiento (esto es, respecto de ella misma).

Por otra parte, puede observarse que, en este caso particular, la fuerza total en
dirección radial que «siente» la partícula estar á dada por la expresión:

F„, = (2m©v„ +mco^/í)ü^

El segundo término tiene siempre la mismadirecciónmientras queelprimero de
ellos depende de la dirección de la velocidad. Elloquiere decirquerotandoendirec
ción contraria al sentido de rotaciónde la plataforma es posiblecompensarelefecto
centrífugo y obtener, porejemplo, F^^ = O•¿Con qué velocidad deberá hacerlo?
Ejqilique.

EJERCICIO (6-10) Como en el
ejemplo anterior, la FIG.(6-7) representa
una plataforma giratoria. © es la veloci
dad angular, perpendicular al plano de la
plataforma. Si una partícula de masam se
desplaza en dirección radial, ¿cuál será la
magnitud y dirección correspondientes
a la «Fuerza de Coriolis»?

SOLUCION: Tal como se nues
tra en la FIG.(6-7), supóngase que en un
momento determinado la partícula se en
cuentra en el punto A. Respecto de la
plataforma, tras un intervalo de tiempo
Ai se halla en el punto B a lo largo de la
misma dirección radial. Para un observa

dor «fijo» en el sistema de referencia Figura 6-7
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«mercial», sin embargo, en el intervalo referencia «inercial», sin embargo, en el mter-
valoAr el punto A se ha desplazado hasta el punto C, y el punto B hasta el punto D.
La partícula, respecto del sistema inercial, realiza, la trayectoria curvilínea AD, en el
mismo tiempo en que el punto B recorre el arco BD o el punto A el arco AD, que seria
el recorrido si la partícula no se hubiese desplazado respecto de la plataforma. Estoes,
por efecto del desplazamiento «radial» AB respecto de la plataforma, respecto del
sistema inercial la partícula se desplaza un arco adicional ED=ABA(p. Poniendo las
correspondientes expresiones, se encuentra:

ED =AfiAtp =(v,o,Ar)(h)A/) =cov^^i A/'
La proporcionalidad conAri puede entenderse como un movimiento uniforme

mente acelerado; expresando este resultado de acuerdo con la expresión correspon
diente de la cinemática, se obtiene:

= =>H«corl =

Enresumen, respecto de laplataforma, lapartícula«siente»una «fuerza ficticia»,
perpendicular a la dirección de la velocidad, que «tiende a sacarla» de su trayectoria
rectilíneaen dirección radial. Queda como ejercicio complementario demostrar que
efectivamente estafiierza, en direccióny magnitud,corresponde a la Fuerza de Coriolis
dadaenlaEC.(6-36).

EJERCICIO (6-11) De acuerdo con lo encontrado en los EJ.(6-9) y (6-10),
estudiarel efecto de las fuerzas de Coriolis sobre una partícula que se desplaza sobre
lasuperficie terrestre con unasvelocidadv' respecto de ésta.

SOLUCION: La diferencia esen
cial radica en la manera como los efectos

anteriormente estudiados en los anterio-
res ejemplos se manifiestan, de una parte y'
en función de la «Latitutud». de otra de / ^ Ji \
acuerdo con el hemisferio, norte o sur.
Respecto del segundo caso debe tenerse /
en cuenta que al pasar de uno aotro de I | ^ V I ^ I
los hemisferios terrestres, para un obser- \ \ fíor I I
vador en la superficie, dicho paso apare- \ i
ce como una «inversión de la dirección

de la direcciónde lavelocidady acelera-
ción angulares. En consecuencia, de
acuerdo con la expresión para la fuerza
centrífuga, esta mantiene su dirección I
«hacia afuera»de lasuperficie; sin em- Fisura 6-8
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bargo la «Fuerza de Coriolis» pasa de ser sentida «hacia la derecha» de la dirección de
desplazamiento, a ser sentida «hacia la izquierda» del mismo. La FIG.(6-8) muestra la
dirección de la Fuerza de Coriolis sobre una partícula según ésta se desplace a lo largo
de un «paralelo» o de un «meridiano» sobre la superficie terrestre.

Una serie de fenómenos puede explicarse mediante el aparecimiento de las «Fuerzas
Ficticias», en particular las «Fuerzas de Coriolis». A manera de ejemplo pueden citarse:

(a) La denominada «Ley de BaeD>. según la cual en el hemisferio norte terrestre, la
margen derecha del cauce de los ríos manifiesta una mayor erosión que la izquierda,
mientras que en el hemisferio sur el fenómeno es al contrario. Ciertamente, la velocidad
del caudal puede no ser muy grande, pero la continuidad de la masa de agua que se
desplaza puede con el tiempo dar explicación al fenómeno observado.

(b) La Desviación «hacia la derecha» de la denominada «Corriente del Golfo», la
cual se desplaza en el hemisferio norte.

(c) Las corrientes de aire fluyen de acuerdo con el gradiente de presión,en gene
ral de mayor a menor. Sin embargo, por «efecto Coriolis». esta direcciónes desviada
considerablemente hacia la derecha en el hemisferio nortey hacia la izquierda en el
hemisferio sur (ley de Buys-Bazllot). La corriente de aire, en consecuencia, tiende a ser
paralela a las «isóbaras» (regiones de igual presión);en este proceso, ladirección de
la fuerza de Coriolis es contraria a lageneradapor el gradiente de presión y puede
llegar a equilibrarse, lo cual lleva a que la corriente de aire tienda a circular en tomo a
la región de baja presión, formándose lo que
se denomina un «ciclón». Es esta la razón por
la cual también los ciclones en el hemisferio

norte tienen un sentido de rotación, contrario 'I®)',' 'IT
alde las manecillas del reloj, mientras que los \ „ I
correspondientes en el hemisferiosurcirculan ' H
en el sentido contrario. ''' 1

i y
v(y)\^

y(ñiJ
EJERCICIO (6-12) Desde una altu

ra H sobre la superficie en el ecuador terrestre
se deja caer un cuerpo libremente. Establecer
la desviación causada durante su caída por
efecto de la fuerza de Coriolis.

SOLUCION: El experimento se mues
tra esquemáticamente en la FIG.(6-9), en la cual
se supone que la Tierra es observada desde
un punto sobre el polo norte. Por efecto de la
rotación terrestre, un observador «inercial»
encuentra que la partícula, al encontrarse a la

E^N-»^0
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altura H.tieneuna velocidad de rotación, respecto del centro de la tierra, dada por v(¿j).

Esta velocidad depende claramente de H. Por el contrario, el pie de la barra, tiene una

velocidad de rotación, v(R)< V(b) (/? corresponde al radio terrestre). Debidoaestas

distintas velocidades, durante el tiempo de caida, llámese r, el cuerpo se ha apartado
de la base del poste una distancia ^ dada por:

Para un observador «no inercial». fijo a la superficie terrestre, el cuerpo no cae
verticalmente, sino que aparentemente es actuado por una fuerza ficticia (que no pro
viene de ningún tipo de interacción con otros cuerpos) que la desvía de su trayectoria
natural. Haciendo el cálculo en forma exacta, para un alturaj' < H sobre la superficie
terrestre (dejando de lado la notación vectorial)se obtiene:

^(y) ~ v{R) = coy ^ 5j: a coySt

Eltiempo de caídaparaunalturatotaly está dado por:

Llevando a laexpresión paraóx e integrando para una altura totaly = H. se
obtiene:

^ = (1 / 6)(ügx' = (CD / 3)C2 /

Ladesviación seria, por«efecto Coriolis», hacia la derecha en la FIG.(6-9). A
partir del valor yacalculado paraca, y suponiendo unatorrede 100 m de altura, la
desviación delavertical sería,

^«7.3x10-'(2/90)"^ 100'^ llmm

Ladesviación es, para elejemplo dado, pequeña, y prácticamente inapreciable;
no sena elcaso,sinembargo, en situaciones tales como la que representa un cohete
teledirigido, con«tiempos devuelo» significativos. Tal vezsea el no teneren cuenta
estas«fuerzas ficticias» la razón porlacual, extrañamente, los «rockets», supuesta
mente destinados para destruir defensas antiaéreas y otros objetivos militares, fre
cuentemente, ¡qué lamentable! caen en hospitales o escuelas «del enemigo».
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EJERCICIO (6-13) A partir de la expresión general para la Fuerza de Coriolis,
encontrar el resultado del EJ.(6-12): en particular, mostrar vectorialmenle que la fuerza
de Coriolis tiene dirección paralela a la velocidad tangencial.

EJERCICIO (6-14) Describa las fuerzas de coriolis que actúan sobre un
péndulo que oscila en el ecuador y en el polo norte. Observe que el plano de oscila
ción tiene un movimiento, y que es de esperarse que éste dependa de la latitud terres
tre (Pé/itfu/o de Fucoidt). El problema, e^ ^orma exacta, no es sencillo de resolver, pero
es posible plantear el problema general

EJERCICIO (6-15) Si un «Tren Balo» puededesplazarse con unavelocidad
del orden de 300 km/h. y sus vagones pueden pesardel orden de 100 toneladas cada
uno. describa qué correcciones técnicas deberían hacerse sobre la correspondiente
carrilera y las suspensiones de los vagones para contrarrestar el efecto Coriolis. ¿Po
dría emplearse itn mismo tren en Sudamérica y en Norteamérica?

6.6. MOVIMIENTO DE ROTACIÓN DEL CUERPO RÍGIDO

En las secciones precedentes se ha construido la Cineniatica
del Cuerpo Rígido, esto es. la herramienta matemática necesaria
para trabajar el problema del movimiento de este tipo de sistemas.
Queremos ahora entrar a analizar sus propiedades dinámicas gene
rales y las leyes particulares que rigen su movimiento.

6.6.1. Momento de inercia respecto de un eje

Así como al estudiar un sistema de una partícula la propiedad
fundamental que se introdujo fue la de su inercia, también al estu
diar el Cuerpo Rígido conviene analizar esta propiedad, teniendo en
cuenta que su Masa no nos dice todo acerca de cómo esta propiedad
se halla distribuida en el volumen geométrico del Cuerpo Rígido.
Es un hecho evidente que esta distribución juega un papel de mayor
importancia en la dinámica del Cuerpo Rígido que la cantidad de
inercia total del mismo que define .su masa. La distribución de masa
se calcula respecto de un determinado eje mediante el Momento de
Inercia de! Cuerpo respecto de dicho eje, cantidad que definimos
de la manera siguiente:

Arnold SOMMORFELD: 77icwWfr«/P/nwí-.\". Vol. 1. Acadciiiic
Prcss. 4" impresión. ]Ó69. pp. 171' I74; C.'i.t 'S.M.
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DEF(6-2): EL MOMENTO DE INERCIA de un Cuerpo Rígi
do respecto de un eje se define como la cantidad:

4
k=l

(6-37)

¿j corresponde a la identificación del eje y a la distancia a
la cual la k-ésima partícula se halla de dicho eje.

De" acuerdo con lo dicho, esta cantidad da una idea de cómo se
distribuye la Inercia (masa) del Cuerpo respecto del eje en cues
tión. Obsérvese que en principio la cantidad a la derecha en la
EC.(6-37) puede tomarse como la suma de Momentos de Inercia
de las Partículas Individuales, suposición que es correcta; per
fectamente hubiésemos podido introducir la definición el Momento
de Inercia de una Partícula para generalizar luego al del Cuerpo
como la suma de las cantidades individuales. Que no lo hayamos
hecho asi está relacionado con el hecho de que, si bien lo anterior-
rnente dicho es correcto, el cálculo de la cantidad en la EC.(6-37)
tiene solo sentido ... utilidad práctica, si se quiere ... para el caso
particular del Cuerpo Rigido y carece de interés para otro tipo de
sistemas. Sin embargo, de lo dicho se desprende una propiedad muy
importante del Momento de Inercia, que establecemos mediante
el siguiente corolario:

COROLARIO(6-5): El Momento de Inercia respecto de cual
quier eje de un Cuerpo Rígido, C, compuesto por dos partes,
A y B, tales que C-=A+B, cumple siempre la propiedad.

1 = 1+1
C A B

(6-38)

Por otra parte, si bien la definición dada por la EC.(6-37) es
correcta y exacta, su utilidad es precaria cuando se tiene un cuerpo
compuesto de un numero muy grande de partículas distribuidas
continuamente. Conviene, por ello, hacer uso de las Distribu
ciones Continuas de masa. Para este tipo de distribuciones in
troducimos las siguientes expresiones, equivalentes, ciertamente
a la EC.(6-37), análogas a las EC.(4-2) previamente utilizadas para
el cálculo de la Masa total de sistemas de Partículas con distri
bución continua
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r

/i =jja(f)pHf)d5(r)
z

4 =jJJ6(r)p'(r)dV(f)
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(6-37')

A,(r),a(r),5(r) corresponden a
las densidades lineal, superficial o
volumétrica respectivamente. La
utilidad práctica de todas estas ex
presiones puede verse mediante el
estudio de los ejemplos que a con
tinuación se desarrollan.

EJERCICIO (6-16) Calcular los
Momentos de Inercia del cuerpo mostrado
en la figura, respecto de los tres ejes
cartesianos. El Cuerpo rígido consta de cua
tro particulas situadas en los vértices de un
cuadrado de lado a, y unidas por varillas
rígidas de masa despreciable.

SOLUCION: A partir de las EC.(6-37), respectodel eje 1se obtiene:

I =2m, (a11? +Im^fa 12)- =(m, +m, )fl^ / 2

Adicionalmente, puedeverse querespecto deleje2seobtiene elmismo resulta
do, luego /, =/,

Sin embargo, respecto del eje 3 se obtiene:

/ =2(m, +m2)(¿i- /2)=(m,+nj2)fl^

Estevaloreseldoble del que seobtiene para los dos restantes ejes. ¿Qué valores
se obtieneparacuandolageometría noesladeuncuadrado sino ladeunrectángulo
de lados a y bl.

\2 ^Qm,

y 1

EJERCICIO (6-17) La figuramuestraunavarillahomogénea de masatotalM
y longitud L. Calcular los momentos de inerciarespectode losdistintosejes mostrados.



SOLUCION: Respecto del eje I,
tomamos un elemento diferencial de longi
tud dx. cuyo momento de inercia será:

dl^={M I L)x~dx

Sumando todos loselementos rf/, res
pecto del eje 1 se obtiene:

IL)x\ =mC' n
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Por otra parte, respecto del eje 2, que pasa por el centro de la
varilla, el resultado de la suma de elementos será:

/, = (1 / 3)(M / ^

Para el Momento de Inercia respecto del eje 3 hace falta ver
solamente que la distancia a la cual se halla el elemento de masa de
la varilla, dm = (M/L)dx, en cada caso es A:sen(7r/4); por consiguien
te, el valor correspondiente para /j será:

/, = / 12)sen'(7t/ 4) = (VI / 2A)ML^

EJERCICIO(6-18) Asumiendo que la varilla, en el EJ.(6-17) no es homogé
nea sino que su densidad respecto del punto medio de la varilla está dadapor.

X(a:)= a-¥ bx^

calcule iosmomentos deinercia respecto de losejes 1,2 y 3.

EJERCICIO (6-19) Calcu
lar los momentos de inercia respec
to de los ejes mostrados, del cuerpo
rígido de lafigura, asumiendo que
las dos varillas que lo forman son
homogéneas ydelmismomaterial (el ^7r/4
eje dos es perpendicular al plano del ''' 2^^
cuerpo, en elpunto de intersección i. ^ ^ i
de las dos varillas).
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EJERCICIO (6-20) Calcular por in
tegración directa los momentos de inercia
de un disco homogéneo respecto de sus ejes
de simetría: uno perpendicular al disco en
su centro geométrico, y el otro coincidente
con uno de sus diámetros. ¿Cómo se compa
ran estos resultados con los de un anillo

homogéneo de igual masa?

6.6.2. Teorema de

ejes paralelos

P»

2n

Como puede inferirse de algunos de los anteriores ejemplos,
existen ciertos ejes respecto de los cuales, gracias a la simetría de
la distribución de masa, es sencillo calcular el momento de inercia
de! cuerpo rígido. Sin embargo, a manera de ejemplo conviene que
el estudiante intente calcular en el EJ.(6-20), por integración direc
ta, el momento de inercia respecto del eje 3 que allí se muestra;
encontrará que no es tan sencillo como los previamente calculados.
Como veremos en lo sucesivo, este tipo de cálculos no es siempre
necesario hacerlo, pues existe una propiedad importante del Mo
mento de Inercia, que permite facilitar su cálculo; esta propiedad
está dada por el siguiente Lema:

LEMA(6-4): TEOREMA DE STEINER O DE EJES PARALE
LOS: El Momento de Inercia de un Cuerpo Rígido respecto de
un eje cualquiera puede siempre expresarse como el del cen
tro de masa del Cuerpo Rígi
do respecto de dicho eje.
adicionado con el del Cuer-
po Rígido respecto de un eje
paralelo que pase por el
Centro de Masa.

DEM: Considérese el cuerpo
rígido representado en la fig.(6-
10). sea m.^ una de las partículas
del cuerpo cuya distancia a los
ejes paralelos co y ¿Jo respec
tivamente y . Sea ahora
el correspondiente vector de po
sición respecto del CM. Sea p^. la
distancia entre los dos ejes. Como Figura6-I0

i
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se desprende de la FIG.(6-10), vectorialmente es posible establecer
las siguientes relaciones:

~ *"ck Pok

Pk ~ Pe "*• Pok

K •h =K 'Pok

Por consiguiente: a partir de la definición de Momento de Iner
cia respecto del eje ¿ó se obtiene:

N N

U =S'"kPk =Z'"k^Pc +Pok +2pcpü,)
k=I k=l

El primer término en la anterior expresión corresponde al Mo
mento de Inercia del Centro de Masa respecto del eje ¿j ; esto es, al
de una partícula situada a una distancia p^. del eje:

N

=Z'^Pc= ^Pc
k=l

El segundo término corresponde al Momento de Inercia del cuer
po rígido alrededor del eje w , paralelo al eje original cú„:

^(oO ~ ^PkO
k=l

Finalmente, para el ultimo término se encuentra:

Z"^(Pc •Pok) =Pc •Z"'kP"i' =Pc -íck)
•'=1 h = i k=!

Nuevamente, el primer término de esta expresión es nulo por cuan
to. como^a se estableció, el vector p^. es perpendicular a todos los
vectores - Por otra parte, el segundo término contiene la definición
del vector de posición del Centro de Masa del Cuerpo Rígido, pero
respecto de un origen en el mismo Centro de Masa, lo cual es, necesa
riamente cero. En conclusión se obtiene finalmente:

= Aóo + A^Pc
Esta relación confirma lo propuesto por el Lema. ^

(6-39)
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Vale la pena notar que el resultado anterior no es otra cosa que
la manifestación explícita de que, al igual que la Energía Cinética, la
Cantidad de Movimiento o el Momento Angular, también el Mo
mento de Inercia cumple con la condición de que su valor puede
siempre expresarse como la suma de dos cantidades; una dependiente
del origen de coordenadas, cual es el Momento de Inercia del Cen
tro de Masa respecto del Eje de interés, y otra cantidad solamente
dependiente de la configuración interna del Sistema, en este caso el
Momento de Inercia respecto del Eje paralelo que pasa por el cen
tro de Masa del Cuerpo Rígido.

EJERCICIO (6-21) Utilizandoel Teoremade Steiner, calcule el Momento de
Inercia deundiscohomogéneo respecto delos ejes tangentes aldisco, uno perpendi
cular y otro paralelo al plano del disco (ejes 3 y 4 en la figuradel EJ.(6-20).

EJERCICIO (6-22) Utilizando el teoremade ejes paralelos, calcular losmo
mentos deinercia decilindros homogéneos, hueco ymacizo, respecto de: (a) su eje de
simetría; (b) uneje que pasa porelCM, perpendicular al eje de simetríadel cilindro; (c)
un eje perpendicularal ejedesimetríaporunode losextremos delcilindro, (d)compare
estos resultados con los obtenidos para una varilla respectodeejesequivalentes.

EJERCICIO (6-23) Utiliceel teoremade Steinerparaencontrar el Momento
de Inercia de una lámina rectangular de ladosa y 6, respectode un eje quepasepor
su centro geométrico.

EJERCICIO (6-24) Generalice los resultados del EJ.(6-23) para encontrar los
momentos de inercia deunparalelipipedo rectángulo homogéneo respecto delos tres
ejes paralelos a sus aristas y que ptisan por su centro geométrico.

EJERCICIO (6-25)Asumaque ladensidad de la tierra varía inversamente
con la distancia al centro en la forma.

5(r) = y/(R + r)
{0<rSR)

RelRadio delatierra, (a) Calcule, apartir del valorde la masa terrestre, elvalor de
laconstante y. (b) Calcule elMomento de Inercia respecto de un eje que pasa por el
centro de masa de la tierray compárelo conelvalor queseobtiene cuando seasume
que la densidad es constante.

6.6.3. Energía cinética del cuerpo rígido respecto de un eje

Para el Cuerpo Rígido, como para cualquier Sistema de Partícu
las, se cumple lo previsto en el LEMA (4-5);
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7-=re,, (6-40)

Por cuanto el término que corresponde a la Energía Cinética del
Centro de Masa es ya conocido, aparte de que el término interno de
la Energía Potencial, en cuanto invariante de acuerdo con la EC.(6-
2), no juega papel de importancia, claramente es el término interno
correspondiente a la Energía Cinética relativa al centro de masa el
que reviste especial interés por las características propias del siste
ma que nos interesa. El caso más general de Movimiento de! Cuer
po Rígido lo podemos interpretar a través de la demostración del
Teorema de Chasles:

LEMA(6-5): El Movimíenio instantáneo más general de un
Cuerpo Rígido está compuesto por una Traslación más un Giro
alrededor de algún eje en el espacio.

DEM.: Ya se dijo que para el i
Cuerpo Rigido se cumple lo pre-
visto por el LEMA (4-5); por cA
consiguiente, la demostración
estará completa si se demuestra
que el término de Energía Ciné-
tica relativa al Centro de Masa
del sistema es una Rotación ins- \
tantánea alrededor de un eje. En /
efecto: por definición general se /^ck

42'"kV¿K (6-41)

De conformidad con las liga- ' ""I Vcl
duras existentes entre las coor-
denadas, EC.(6-1) y (6-4), la
distancia al centro de masa de las Figura 6-11
distintas partículas no cambia, por
lo que su único movimiento instantáneamente es rotar respecto de di
cho punto siguiendo una trayectoria sobre la superficie de una esfera.
Como se aprecia en la FIG.(6-I1), instantáneamente esta trayectoria
(en el límite cuando í —> 0) puede interpretarse como el arco de una
circunferencia; en particular, para la velocidad de la k-ésima partícula
puede escribirse:
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expresión que permite establecer una orientación instantánea para
el eje de giro de dicha partícula, eje que pasa por el CM del cuerpo.
Ahora bien; por cuanto el Sistema es Indej'ormable. la partícula
se mueve, pero manteniendo constante su distancia relativa con las
restantes partículas y de éstas al centro de masa, lo cual es solamen
te posible si todas ellas rotan instantáneamente alrededor del mis
mo eje y con la misma velocidad angular. Sea co la norma de esta
velocidad angular; llevándola a la expresión para y a la EC.(6-
41), se obtiene:

iPN ~1
=-

CM ¿Lk=i

Por otra parte, de conformidad con la definición en la EC.(6-
37), se obtiene finalmente que la Energía Cinética del Cuerpo Rígi
do, relativa al Centro de Masa, es una rotación instantánea alrededor
de un eje que pasa por el Centro de Masa, cuya expresión general es:

rvT z

(6-42)

Expresión que demuestra la proposición inicial.

COROLARIO(6-6): TEOREMA DE EULER: El Movimiento
más General de un Cuerpo Rigido con un fijó, ss una
rotación alrededor de algún eje en el espacio ^

DEM.: Los pasos a seguir en la demostración son los mismos
de la demostración anterior, pero tomando como punto fijo no el
centro de masa sino otro cualquiera, se entiende que fijo respecto
del sistema inercial de referencia. El resultado será una expresión
análoga a la EC.(6-42), pero en la cual el Eje de Giro pasa por el
punto fijo. En conclusión, se obtiene que la Energía Cinética es so
lamente de rotación, cuya expresión será:

^ En realidad, los teoremas de Eulcr yde Chasles no hacen referencia ala Energía Cinética,
sino simplemente al carácter del movimiento respecto del CM. Su demostración, por
consiguiente, se centra más en el análisis de las transformaciones y parámetros indepen
dientes medíante los cuales se estudia el movimiento del cuerpo rigido. ¡al como se proce
dió al inicio del presente capitulo al demostrar el LEMA(6-l). Sobre el particular, ver: H.
GOLDSTEIN,- «Mecánica Clá.^icau. 2a Ed.. Revené. 1987. pp 202-209.
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T- ' f :

(6-43)

lo que demuestra lo propuesto.

EJERCICIO (6-26) Demostrar que para un Cuerpo Rígido que rota alrededor
de un detenninadoeje. a paitirdel resultado dado porel Teorema de Euter, EC.(6-43). se
llega a la demostración de la iiipótesisdel teorema de los ejes paralelos

EJERCICIO (6-27) Escribir y calcular la expresión correspondiente a la ener
gía cinética total de laTierra. tomando el Sol
como origen inercia!.

SOLUCION: Lafigura adjunta repre
senta la trayectoria terrestre alrededor del
sol.Seindica allí,de unaparte, lavelocidad
angular de su movimiento de traslación alre
dedor del Sol. asi como también la corres
pondiente a su movimiento propio de
rotación alrededor de un ejeque forma un
ángulo de 23.5° con la normal al plano de la

órbita. Para el movimiento de rotación ul re
dedordelSol. mediante lautilización delteo
rema de ejes paralelos, .se obtiene:

'KÉNEno-

índice «T>» se refiere a la Tierra y «ST» a Sol -Tierra: El Momento de Inercia
corresponde al de la tierra respecto de un eje que pasa por su centro de masa, pero
perpendicular al plano de la órbita ycon la velocidad angular de rotación alrededor del
sol. cuyo periodo es de un año:

Cü, =
365 X 24 X 3600

s"' = 2x IO"\T"

Por otia parte, la energía cinética de rotación alrededor de su eje propioestará
dada por:
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Por cuanto ei periodo de rotación sobre su propio eje es de un día. se obtiene para
la velocidad angular en este caso:

tü„ =7.3x1 OLr'

Si asumimos que la tierra es esférica (¡lo cual no es exacto!), los momentos de
inercia alrededor de co,, y co' serán iguales, luego:

7=7;, +7p =10"/

En el cálculo se ha tomado laTierracomo unaesferamacira yhomogénea de radio
6400 km.y masa6x1(7'' kg.: ladistancia media alsolsetoma como R|.5 = 1.5x10" km.

EJERCICIO (6-28) Parael ejemplo anterior, calcular la relación entre las
Energías de Traslación y lade Rotación Propiade laTierra. ¿Cómo secomparan estos
valores cuando se tiene en cuenta el Movimiento del Sol?

EJERCICIO (6-29) Calcule la Energía Cinética media de la Luna tomando; (a)
origen en el centro de laTierra: (b) Origen en el Sol. (La relación entre las masas de la
Tierra yde laLuna esde0.012 y ladistancia media TIERRA-LUNA esde 380000 km.

EJERCICIO (6-30) Unaesfera, un cilindro hueco y uno macizo, todos de
igual masa yradio, ruedan sin deslizar por una superficie horizontal. Calcule en cada
caso laexpresión correspondiente a laenergía cinética y larelación entre elaporte a
ella por el movimiento de traslación y el de rotación.

EJERCICIO (6-31) Los mismos tres cuerpos del EJ.(6-30) sedejan caer por
un plano de inclinación0y altura//. Si no hay deslizamiento (coeficiente de fnccion
estático «infinito»), calcule lavelocidad con lacual sedesplazan una vez han llega o
a la parte inferior del plano.

6.6.4. Tensor de inercia

Las expresiones EC.(6-42) y (6-43) tienen una apariencia sen
cilla; sin embargo, ya se ha dicho que su utilidad está asociada con
la posibilidad de calcular el Momento de Inercia respecto del eje e
giro. Sin embargo, es preciso tener en cuenta lo dicho al comietizo
del capitulo, en el sentido de que la descripción del movimiento del
Cuerpo Rígido respecto del centro de masa se hace estudiando la
orientación de un sistema de ejes ortogonales fijo al cuerpo respec
to del sistema inercia! de laboratorio. En este sentido, el eje de giro,
y por consiguiente la velocidad angular, tienen una orientación defi
nida respecto de dichos sistemas; es común, sin embargo, que este
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vector tenga una orientación fija respecto de alguno de ellos, en par
ticular respecto del sistema fijo al cuerpo. En Ingeniería es este
último el caso corriente, por cuanto por lo general los cuerpos en
rotación; ruedas, piñones, llantas, ventiladores, dínamos, turbinas,
hélices, etc., son cuerpos rígidos que rotan respecto de ejes con
orientación fija respecto de ellos mismos. Este eje, aun cuando fijo,
puede tener cualquier orientación, bien porque asi se construye, o
porque por el uso se desvía de la orientación que originalmente se
le dio; tal sería el caso, por ejemplo, del Desbalancen de una llanta.
Debido a esta gran cantidad de posibilidades, conviene identificar la
distribución de masa del cuerpo, no tanto respecto de un eje en par
ticular, cuanto respecto del sistema de ejes fijo al cuerpo, en princi
pio en el centro de masa, respecto del cual se analiza el Movimiento
Interno del sistema en cuestión.

DEF.(6-3): PRODUCTO DE INERCIA. Sea (Xi. X.. Xj) un sis
tema ortogonal de ejes fijo al cuerpo rígido. Los «Productos
de Inercia» respecto de dos cualesquiera de ellos se definen
por las cantidades.

(6-44)

siendo x...
y

las coordenadas de la partícula m.
pecto de los ejes X^ y X^ respectivamente.

El por qué, del signo negativo quedará claro más adelante; de
momento baste decir que, dados un sistema de ejes, las cantidades
definidas por la EC.(6-44) son siempre finitas, posibles, al menos
teóricamente, de ser calculadas. Que ello puede ser difícil hacerlo
es otro problema; pero bien para cuerpos rígidos discretos, para los
cuales es posible emplear directamente esta expresión, o para dis
tribuciones continuas de masa, sean ellas lineales, superficiales o
volumétricas, el problema del cálculo indicado no es de física sino
de matemáticas.

EJERCICIO (6-32) Escriba las expresiones correspondientes para los pro
ductos de inercia para cuando se tienen distribuciones continuas de masa, lineales,
superficiales o volumétricas.

EJERCICIO (6-33) Calcule los productos de inercia del cuerpo rígido en el
E.I.(6-19)respecto del sistema de ejes tal que el eje «2» es perpendicular al plano del
dibujo enla intersección delas dosvarillas y losdosejesrestantes se hallana lo largo
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de éstas. Calcúlelo luego para un sistema de ejes rotado 45® en el plano (X, ,X2),
siendo el eje «1» el mostrado en el dibujo.

DEF.(6-4): TENSOR DE INERCIA. El Tensor de Inercia de un
Cuerpo rígido respecto de un sistema de ejes (X¡, X¡, X}) es el
Tensor Simétrico de segundo orden cuya diagonal la forman
los Momentos de Inercia respecto de dichos ejes y par fuera
de la diagonal se ubican ordenadamente los correspondien
tes Productos de Inercia del Cuerpo Rígido definidos de acuer
do con la EC.(6-44):

¡V. ^13

Jz\ ^32 ^3
(6-45)

Claramente, si el sistema de ejes es característico del Cuerpo
Rígido, también el Tensor de Inercia será una característica, una
huella digital, del cuerpo particular de que se trata; dado un sistema
de ejes, existe un valor característico del Tensor de Inercia, 1 res
pecto del sistema de ejes fijo al cuerpo que se haya escogido.

EJERCICIO (6-34) Calcular el
tensor de inercia del cuerpo rígido de la fi
gura adjunta, el cual consiste en una lámi
na homogénea de lados a y b
respectivamente. Traslade el sistema de
ejes al centro geométrico de la lámina y re
pita la operación. ¿Qué puede decir acerca
de la traza del tensor y de su fonna general
en uno y otro de los sistemas de ejes esco
gidos?

EJERCICIO (6-35) El cuerpo rí
gido de la figura está formado por seis lámi
nas rectangulares homogéneas y del mismo
material. Calcule el tensor de inercia res
pecto del sistema de ejes mostrado. Como
en el caso anterior, traslade el sistema de
ejes al CM y calcule nuevamente el tensor
de inercia; compare sus resultados con los
valores originalmente obtenidos. ¿Qué pasa
con la traza del tensor?



EJERCICIO (6-36) El cuerpo rígido de
la figura es un cono recto de base circular de
radio la altura del cono es//. Calcule el tensor

de inercia respecto de los ejes mostrados en la
figura, (a) asumiendo que el cono es hueco; (b)
Asumiendo que e cono es macizo. (NOTA: Uti
lice las propiedades de simetría del cono para
analizar los posibles valores de los «productos
de inercia».

6.6.5. Momentos y ejes principales
de inercia

C. López T.; Mecánica Newtoniana

Se mencionó anteriormente que el Tensor de Inercia es caracte-
ristico de cuerpo rígido en la medida que también lo es el sistema
de ejes fijo a él. Sin embargo, aun aceptando que el sistema de ejes
se fija en el centro de masa, que es de rotación derecha y ortogonal,
el número de posibilidades es infinito. Si esto es así. ¿tiene enton
ces algún sentido el cálculo del Tensor de Inercia? ¿Puede existir
algún acuerdo acerca de la orientación que tai sistema de ejes debe
tener en un Cuerpo Rígido?

La respuesta a la pregunta la dan las propiedades del propio
Tensor de Inercia. Tales propiedades son las siguientes:

(1) El Tensor de Inercia es un Tensor Simétrico. Esta propiedad se
deriva de la definición de los Productos de Inercia dados en la
EC.(6-44) y de la propia definición EC.(6-45) del tensor I.

(2) Si un Cuerpo Rígido está compuesto de dos partes. A y B. su
Tensor de Inercia puede expresarse como:

I = I -i- 1
A-B A B

entendiéndose que los valores se calculan respecto de un mis
mo sistema de ejes. Los pormenores de la demostración que
dan como ejercicio; baste decir que se sustenta en la aditividad
de los Momentos y Productos de Inercia que contiene el co
rrespondiente tensor.

(3) La Traza del Tensor es invariante bajo transformaciones
ortogonales del sistema de ejes.
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(4) Existe por lo menos una orientación del sistema de ejes tal que
los Productos de Inercia se anulan y el Tensor adquiere una for
ma Diagonal.

Es justamente esta última propiedad la que permite establecer
un criterio para la escogencia del sistema de ejes fijo al cuerpo; si
existe una orientación en la cual el Tensor de Inercia es Diagonal.
es de esperarse que la información que los términos de la diagonal
contienen es la misma contenida en los nueve (realmente seis) ele
mentos de la matriz I en cualquier otro sistema. Conviene por ello
repasar los principales procedimientos para encontrar el sistema de
ejes apropiado que diagonaliza el Tensor de Inercia. Veamos:

(i) De acuerdo con el resultado en el EJ.(6-4). EC.(6-19). cuando
se realiza una transformación ortogonal del sistema de ejes, si
A es la matriz ortogonal de la transformación, el tensor 1se trans
forma de acuerdo con la relación matricial siguiente:

r = A*i»A'

Por consiguiente, si en el nuevo sistema de ejes 1' es diagonal,
puede escribirse para los elementos del tensor en el nuevo sis
tema:

(6-46)

Expresión en la cual 5^^ corresponde al «Delta de Kronecker», y
en la cual, de acuerdo con lo ya establecido, se cumple que a. -
aj... Adicionalmente, los elementos de la matriz cumplen con as
relaciones dadas por la EC.(6-I6). Estas ecuaciones, conjunta
mente con las EC.(6-46) representan quince (15) ecuaciones
(seis y nueve respectivamente), para calcular los nueve elemen
tos de la matriz y los tres elementos diagonales, T' e /j. de
tensor en el nuevo sistema.

(11) Un método más elegante para la diagonalización del tensor es el
denominado de los Vectores Propios del Tensor l. Un vector q
se dice que es un Vector Propio del tensor 1 si cumple la rela
ción matricial.

I.C=/'C
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/' es un escalar y se denomina el Valor Propio. Esta expresión
puede escribirse de la siguiente manera:

(I-/'1).C = 0

ecuación en la cual 1 representa la Matriz Identidad, la cual
tiene 1 en los elementos de la diagonal y O para los elementos
no diagonales. Esta ecuación representa un sistema de ecuaciones
que tiene soluciones no triviales (diferentes a la de hacer ¿; = q)
solamente si su determinante es nulo. Por tanto.

det{I-n) = 0

expresión que se conoce como la Ecuación Secular del siste
ma; en forma explícita puede escribirse:

/, - /' I
12 '13

'21

'31

'23

'32 h-J'

= 0
(6-48)

La EC.(6-48) es una ecuación de tercer orden en /'la cual gene
ra los tres Momentos Principales de Inercia en el sistema
diagonalizado, e I^.

Por otra parte, cuando cada una de estas raíces se llevan al siste
ma de ecuaciones^EC.(6j47), es posible obtener hasta tres
Vectores Propios, CjjCjjCj,. Estos Vectores Propios represen
tan las direcciones Ortogonales del nuevo sistema de ejes fijo
al cuerpo, en el cual el tensor 1es diagonal.

Conviene tener en cuenta que los Vectores Propios así obteni
dos, aun cuando ortogonales, no son necesariamente unitarios;
la determinación de los mismos implica entonces el valor de
una constante arbitraria, que finalmente no será otra sino la Cons
tantede Normalización del conjunto, vale decir, de la nuevaBase
Vectorial.

La posibilidad que se tiene de encontrar para todo Cuerpo Rígi
do un sistema ortogonal de ejes fijo al cuerpo, eventualmente en su
Centro de Masa, respecto del cual el Tensor de Inercia es diagonal,
nos establece un criterio para la escogencia de la orientación del
sistema de Ejes fijo al Cuerpo. Es claro que este sistema habrá de
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simplificar las ecuaciones de movimiento respecto del centro de
masa. Por esta razón conviene definirlo claramente.

DEF.(6-5): EJES PRINCIPALES DE INERCIA es un sistema
de ejes ortogonal, fijo al cuerpo, tal que el Tensor de Inercia
calculado respecto de dicho sistema sea diagonal.

DEF.(6-6): MOMENTOS PRINCIPALES DE INERCIA son los
Momentos de Inercia del Cuerpo Rígido respecto de los Ejes
Principales de Inercia.

DEF.(6-7): TROMPO ESFÉRICO es un Cuerpo Rígido cuyos
Momentos Principales de Inercia son iguales.

DEF.(6-8): TROMPO SIMÉTRICO es un Cuerpo Rígido que
tiene dos Momentos Principales de Inercia idénticos, dijeren-
tes del tercero:

¡' = r ^ r
'i '2 ^ '3

El eje tres (3) se denomina «Eje de Simetría» del Trompo.

COROL.(6-7): Para un Trompo Esférico, cualquier orienta
ción del sistema de ejes fijo al cuerpo puede tomarse como
Sistema de Ejes Principales de Inercia.

COROL.(6-8): Para un Trompo Simétrico, cualquier orien
tación de los ejes en el plano perpendicular al Eje de Sime
tría define un Sistema de Ejes Principales de Inercia.

EJERCICIO (6-37) Calcular los Momentos Principales de Inercia ylos co
rrespondientes Ejes Principales, del cuerpo rígido representado en el EI.(6-16), apartir
de los ejes que allí se muestran.

SOL.: Respecto de losejes originales elTensor deInercia es:

-i-m, -/M, ^ ^
m, - m, -i- wij O

O O 2(m,

Lacorrespondiente Ecuación Secular, enforma dedeterminante, es:

1 =
a
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(m, + w,)
a

r
a

(m, -m,) — O

0 = (m, O

O O (m, + m, )a~ - /'

Resolviendo laecuación para/ 'se obtienen las siguientes raíces:

r f 2/, =
f / 2
I2 =

/{ = (m, + m2)a'

Llevando el valor/,' a laecuación de valores propios, seobtiene:

a'[(m, +W,)—-m,a^]c,| +(m, + =0

2 2

[(m, ~ fn2) — c^^ +[(Wi +'Wj)—- =0

[(m, + m, )£í' - miít" ]c,, = O

La solución al sistema de ecuaciones es el vector propio tal que:

c,i/c,j = l; c,3 = 0

Haciendo cualquiera de los dos coeficientes no nulos igual a 1, se encuentra para
el ffector Propiocorrespondiente al Valor Pmpio /,':

C,= (1,1,0)
Siguiendo el mismo procedimientopara los dos restantes valores propios, seobtiene:

C, =(1,-1,0)

c,=(00.1)

Enconclusión, respecto de laorientación original, los Ejes Principalesde Inercia
se hal lan rotados 45° en el plano (1.2).
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EJERCICIO (6-38) Un cuerpo rígido tiene la forma de una lámina rectangu
lar homogénea de lados ay b (EJ.(6-34)); el origen de coordenadas fijo al cuerpo se
halla en uno de los vértices; calcule la orientación del Sistema de Ejes y los correspon
dientes Momentos Principales de Inercia. ¿Qué, puede decir acerca del Tensor cuando
se traslada el origen al centro geoméinco de la lámina?

EJERCICIO (6-39) Un cuerpo rígido esta formado por un paralelipípedo
rectángulo de ladosa.byc. Sielorigensefijaenuno delosvértices, calcule laorienta
cióndel Sistemade Ejesy loscorrespondientes Momentos Principales deInercia.

EJERCICIO (6-40) Calcular el Tensorde Inerciadelconodel EJ.(6-36) res
pecto de los ejes mostrados.

EJERCICIO (6-41)Uncuerpo Rígido estáformado pordos varillas homogé
neasde igual material, launadedoble longitud que laotra, unidas formando ángulo
recto. Sielorigen del Sistema deEjes está enel vértice de unión de las varillas, calcule el
Tensor de Inercia respecto deunsistemadeejes cuyo eje 3esperpendicularalplano que
forman las varillas, ylos ejes (1.2) se hallan alo largo de éstas. Calcule la orientacióii del
Sistemade EjesPrincipales y loscorrespondientes Momentos PrincipalesdeInercia.

6.6.6. Momento angular interno de un cuerpo rígido

Como para la Energía Cinética, para el Momento Angular de un
Cuerpo Rígido se cumple lo previsto en el LEMA(4-10), EC.(3-36).
Análogamente, por cuanto la parte correspondiente al Momento
Angular del Centro de Masa no es diferente del caso de una partícu
la, el caso de interés está relacionado con el Momento Angular del
Cuerpo respecto del Centro de Masa. En el caso general, condene
estudiar el problema, no exclusivamente respecto del Centro de Masa
del Cuerpo, sino respecto de cualquier punto fijo al cuerpo.
presión para el Momento Angular está dada por la hipótesis del si
guiente lema:

LEMA(6-9): El Momento Angular de un Cuerpo Rígido que
se mueve con un punto fijo está dado por la expresión,

L=1.¿5

1 corresponde al Tensor de Inercia de Cuerpo Rígido respec
to de un sistema de ejes fijo al cuerpo y es la velocidad
angular de rotación respecto de algún eje que pasa por el
punto fijo.
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DEM.: Por definición de Momento Angular se tiene:

_ N N N

Expresión en la cual se ha tenido en cuenta la indeformabilidad
del Cuerpo Rígido, y por consiguiente el hecho ya demostrado de
que la única posibilidad instantánea de movimiento de las partículas
es la de rotar alrededor de un cierto eje; la expresión para la veloci
dad es equivalente a la previamente utilizada al estudiar el Movi
miento Circular. Recordando la propiedad del producto triple,

Áx(BxC) = tÁ*C)B-C(Á*B)

y aplicándola a los productos en la expresión para se obtiene:

— JN

L=Z'"k[''k^M-rJro.rj]

La componente L, del vector será:

(6-50)

)^1 --^Ikí(OjJTn + COjA'ik -I- OÚ 3- '̂3k )]
Por Otra parte, la cantidad +a4) representa la distancia de

la partícula al eje 1 (o eje 'a), por lo que. tras una sencilla
factonzación y recordando la definición de los productos de iner
cia, EC.(6-44) y la de Momento de Inercia respecto de un Eje, EC.(6-
37), puede verse que la expresión para L, toma la forma simplificada,

L, = /i<ü,+/,^q>,+7,3(03 (a) (6-50')
Análogamente, para las restantes componentes de obtiene:

^-^1)'^I + /2®2+/23C03

^3 =^31^1 +'32tÜ2 + /jC03

(6-50')

(6-50')

En notación tensorial las EC.(6-50) y (6-50') toman la forma de
la EC.(6-49),

L = I • ¿3

lo que demuestra el Lema propuesto. a
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Conviene observar que la anterior expresión es válida,respecto
de un punto fijo, para un sistema ortogonal de coordenadas. Sin
embargo, a lo largo de la demostración ninguna referencia especial
se hace a que el sistema de ejes esté fijo al cuerpo. Realmente, la
EC.(3-49) es perfectamente válida también respecto de un sistema
de coordenadas fijo respecto del espacio inercia!, y no necesaria
mente al cuerpo. La razón para limitar el uso de la expresión para £
al sistema de ejes del cuerpo se asocia a que allí el Tensor de Iner
cia. I, es un conjunto de números que no varía con el tiempo, lo cual
no puede afirmarse respecto del Sistema de Ejes de Laboratorio
(¡fijo al espacio inercial!). En el caso particular de que el Sistema
de ejes sea el Sistema de Ejes Principales de Inercia, la forma del
Momento Angular será:

(6-51)

De otra parte, es claro que la expresión EC.(6-49) es válida res
pecto de un punto fijo al cuerpo rígido, no importa cual sea; en par
ticular, es válida respecto del centro de masa; por consiguiente, la
expresión general para el Momento Angular de un Cuerpo Rígido
puede siempre expresarse en la forma,

L= R,- XPj- + Ij. (6-52)

Expresión en la cual ¿ó representa la velocidad angular alrede
dor de algún eje que pasa por el CM del cuerpo e 1^ se calcula
respecto de un sistema de ejes fijo al mismo en el CM. Esta expre
sión es completamente equivalente a la EC.(4-36).

Un resultado de interés de lo estudiado respecto del Momento
Angular de un Cuerpo Rigido, es el hecho de que los vectores fj V
(ú no son necesariamente paralelos, excepción hecha de los siguien
tes casos;

(1 ) En un trompo esférico: en este caso particular, la expresión para
L tiene siempre la forma:

L = /¿ú (6-53)

I es el valor del Momento Principal de Inercia, el cual es el mismo
respecto de los tres ejes del sistema fijo al cuerpo.
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(2) Cuando la Velocidad Angular se halla paralela a cualquiera de lo
ejes principales de inercia; así por ejemplo;

¿5 = CDÜj ^ L = /jíoü, (6-54)

(3) En el caso general, el ángulo que forman entre si los vectores
L y M está dado por la siguiente relación:

N N

L»w =La)cos(y) =2^L,co, (6-55)
k=l k = l

A partir de esta expresión se calcula el ángulo y que forman
entre sí los dos vectores referidos.

EJERCICIO(6-42) Un Cuerpo Rígido tiene forma de paralelipípedo rectán
gulo de base cuadrada, formado por seis láminas homogéneas de dimensiones a*a y
a*b. Rota alrededor de un eje a lo largo de su diagonal; calcule, respecto del sistema
de ejesprincipalesde inercia, la dirección del Momento Angular y el ángulo que forma
con ladirección de la velocidad angular.

SOLUCION: El sistema es un Trompo Simétrico-, los ejes principales de iner
cia, situados en el CM del cuerpo son el eje de simetría a lo largo de la longitud del
paralelipípedo, y cualquier par de ejes perpendiculares entre si en el plano medio
paraleloa sus bases cuadradas. Por comodidad, se pueden tomar dichos ejes perpen
diculares a lascaras rectangulares. Enestascondiciones,para el Tensorde Inerciaes
preciso tener en cuenta:

Respecto de losejes{1)o (2), llamandoa a la densidad superficial (que se asume
constante), lasbases cuadradas contribuyen, cada una, con un momento de inercia
dado por:

12

La contribución al Momento/, o/j porparte de lascaras paralelas al ejede
simetría será: porparte delascaras paralelas aleje(1)o (2):

Por parte de las caras perpendiculares al eje (1) o (2):

acr
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El valor total de /, o/, será:

/, =/, =2/b, +2/^, +2/^, =a-[a^ +3c^]ia +c) +a—[a'+ c^]

Para /, se tiene una situación similar: las bases contribuyen cada una con un
momento /^j dado por:

/gj = <T£l'' / 6

Por su parte, cada una de las seis caras laterales contribuye a/j con:

/p3 = CTfl^c/ 3
Por consiguiente, para/ se obtiene finalemnte:

CO, =0)2 =

CO, =

/, =2/„ +6/„=^[a+4c]
Por cuanto lavelocidadangularest dirigida a lolargo deladiagonal, suscompo

nentes en el sistema de ejes principales serán:

aCú

yjla' + c^
eco

+ c

Las componentes del MomentoAngularestarán dadaspor:

Ai ~~ ~~ ^[a +4c]
•Jla' +c' [ 3

Conviene notar que en caso de que se tratasede un cubose tendríaun trompo
esférico; en tal caso los tres Momentos Principalesde Inerciaserianiguales(/=(5/
Bjcrírí ) y el Momento Angular sería paralelo a laVelocidad Angular. Enelcaso presen
te, el ángulo que forma el Momentoangularconladirección de laVelocidad angular
se obtiene de la expresión para el producto escalar:
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cos(y)
cú • L

La correspondiente expresión algebraica puede verse algo complicada aun cuan
do su deducción es inmediata: a manera de ejercicio, conviene que ei estudiante haga
el cálculo dey para cuando larelacióníi/ctoma los valores; 0.5; 0. .7: 0.9; 1.1; 1,7; 1.5.
Construya el gráfico del ángulo calculado en función de la razón a/c y discuta su
comportamiento.

EJERCICIO (6-43) ¿Bajo qué condiciones un cilindro macizo o un cilindro
hueco pueden considerarse como trompos esféricos?

EJERCICIO (6-44) ¿Puede una figura plana ser un trompo esférico? Estudie
el caso de un cuerpo rígido constituido por tres varillas homogéneas idénticas unidas
formando un triángulo equilátero.

6.6.7. Expresión general para la energía cinética de rotación

Con la misma argumentación dada respecto de la utilidad de ex
presar el Momento Angular en términos del Tensor de Inercia del
Cuerpo Rígido, el cual en el Sistema de Ejes Principales de Inercia
tiene una expresión característica de dicho sistema, puede decirse
que se justifica encontrar la expresión correspondiente para la Ener
gía Cinética del Cuerpo Rígido respecto de un punto fijo a él, punto
que, como se mencionó al comienzo del presente capítulo, puede
ser su Centro de Masa, aun cuando ello no es necesario. En este
orden de ideas, se propone el siguiente Lema;

LEMA(6-I0): La Energía Cinética de un Cuerpo Rígido que
rota alrededor de algún eje con un punto fijo, puede siempre
expresarse como:

T 1 1 - f
Tro. =2"2"* (6-56)

expresión en la que se entiende que el Momento de Inercia
se calcula respecto de un sistema de ejes fijo al cuerpo en el
punto Jijo.

DEM.: Siguiendo un procedimiento similar al seguido para la de
mostración del anterior lema respecto del Momento Angular, para la
velocidad de la partícula respecto del punto fijo puede escribirse:
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V,, v; =(w XrJ . (m XfJ =(O V,'- (ra •fJ' =ffl •[wr,'- r, (co . r,)]

Expresión en la que el vector á operando por el lado izquierdo,

expresado matricialmente, es un Vector Fila, (w . w , w ), mientras
que el vector a la derecha es un Vector Columna. No es difícil per
catarse de que el Vector Columna en el paréntesis cuadrado, suma
do sobre todas las partículas, corresponde a la expresión ya obtenida
para el Momento Angular del Cuerpo Rígido, l, EC.(6-50) o (6-
50'); por consiguiente, llevando a la expresión general para la Ener
gía Cinética de un Sistema de Partículas, imponiendo las ligaduras
del Cuerpo Rígido y la condición del punto fijo arriba encontrada,
se obtiene finalmente;

X 1 - I - 1 - f=-ra*L ^

Se entiende que el Momento de Inercia. 1, así como también la
Velocidad Angular, , se expresan mediante sus correspondientes
componentes en un sistema de ejes del cuerpo ubicado en el punto
fíjo de que se trata; dado el caso de ser este punto el CM del Siste
ma. es claro que la expresión EC.(6-56) corresponde a la Energía
Cinética del Sistema relativa a dicho punto; es decir, su Energía
Cinética Interna.

Consecuencia inmediata de lo estudiado es la forma particular
que tanto jj como 1 toman en el sistema de ejes principales de iner
cia, expresiones que, por cuanto puede siempre asumirse que tales
ejes existen, pueden considerarse como las más generales para de
finir tales cantidades;

k=i

3

(6-57)

(6-58)

Vale la pena resaltar un último aspecto acerca de la EC.(6-57):
se trata de su completa equivalencia con la EC.(6-43). anteriormen
te deducida para la Energía Cinética. Jugando un poco con estas ex
presiones puede encontrase el valor de la componente del Momento
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Angular a lo largo del Eje de Giro; esta componente se obtiene me
diante el producto escalar de l y ¿5 • llamando ¿w a esta compo
nente. y olvidando por simplicidad los subíndices, se encuentra para
ella:

j (0*L 27" ,
Ao — — ~ 'ü

(Ú (Oní (út:í (ú
(O (6-59)

De la anterior expresión se obtiene el valor del Momento de
Inercia del Cuerpo Rígido respecto del Eje de Giro, cuando se co
noce la dirección de la Velocidad Angular respecto del Sistema de
Ejes Principales de Inercia:

/, =
¿3 • L L

Cü to

(6-60)

Igualmente, es posible obtener la proyección de la Velocidad
Angular a lo largo del eje del Momento Angular; se obtiene:

co • L
«L =

L
(6-61)

EJERCICIO (6-45) Calcule para EJ.(6-42) el valor explícito del Momento de
Inercia del cuerpo respecto del eje de giro (la diagonal del paralelipipedo. para cuando
c = 2a. Calcule igualmente la Energía Cinética y el Momento Angular y represéntelos
en un diagrama apropiado.

6.7.-DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO

6.7.I.- Planteamiento general

En cuanto que Sistema de Muchas Partículas, la dinámica del
Cuerpo Rígido se rige por las leyes generales de movimiento esta
blecidas en los LEMA (4-4) y (4-13), EC.(4-13) y (4-41) respecti
vamente: ^

_ p (4-13)F.
dt

Ne.=— =t
dt

(4-41)
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Ya anteriormente se hizo notar que la EC.(4-13) no representa
problema alguno en su solución por cuanto representa el movimien
to de una «partícula» de masa M, la del cuerpo rígido como un todo,
ubicada en el CM, lo cual sabemos tiene solución de acuerdo con
las leyes de la dinámica de una partícula. Por esta razón, el proble
ma de la Dinámica del Cuerpo Rígido se concentra en la solución -
Integración- de las tres ecuaciones diferenciales de segundo orden
representadas por la EC.(4-41).

Se demostró también que en el caso particular del Cuerpo Rígido,
la forma explícita de las anteriores ecuaciones establecen que el
movimiento más general corresponde a una traslación (la del Centro
de Masa) más un giro (rotación respecto del CM). Por cuanto el aquí
denominado problema de traslación estaría resuelto (la solución a la
EC.(4-13)), conviene originalmente centrar la atención en el Movi
miento Respecto del Centro de Masa, o incluso, con algo de genera
lidad, estudiar el problema general de la dinámica del Cuerpo Rígido
cuando «Rota» con un punto fijo respecto del Sistema de Laboratorio
(inercial) y del Sistema del Cuerpo (sistema no inercial, en rotación).

6.7.2. Ecuaciones de Euler y aplicaciones generales

Debe recordarse, sin embargo, que las citadas ecuaciones de
movimiento han sido deducidas respecto de un sistema de referen
cia inercial, sistema respecto del cual son válidos los Postulados de
Newton que subyacen a las demostraciones que condujeron a tales
leyes. En este sistema, sin embargo, la expresión general ^
Momento Angular, l >dista mucho de parecerse a la expresión EC.(6-
58); por su parte la EC.(6-51), aun cuando válida, contiene las com
ponentes de la velocidad angular como funciones variables en el
tiempo (así su orientación sea fija respecto del cuerpo e incluso su
norma constante); igualmente el Tensor de Inercia contendría, no
parámetros característicos del Cuerpo en todo instante, sino com
plicadas funciones de validez instantánea únicamente. En fin de cuen
tas, el problema, en el sistema de ejes de laboratorio (sísteina
inercial), sería prácticamente imposible de resolver en la generali
dad de los casos. Por esta razón, conviene tratar el problema en el
Sistema de Ejes fijo al cuerpo, en el cual el Tensor de Inercia es una
característica invariante del sistema. En principio ello no represen
ta problema alguno, por cuanto, de acuerdo con lo estudiado para
Sistemas de Referencia en Rotación, cualquier vector que varíe en
el tiempo puede estudiarse en los sistemas de referencia de acuerdo
con la transformación dada en la EC.(6-33):
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+ CO X G (6-33)

Utilizando esta transformación para el Momento Angular en la
EC.(4-41), se obtiene:

N„ =
'dL "dL"

dt
csp

dt
+ 00 X L

Esta expresión nos da las componentes del Torque, Ñ' proyecta
das instantáneamente en el sistema de ejes fijo al cuerpo. Lo que si
gue es partir de la expresión para el momento angular dada por la
EC.(6-58), asumiendo que el mencionado sistema es un sistema de
ejes principales de inercia, lo cual es siempre lícito, y que el movi
miento del Trompo se realiza con un punto fijo (esto es, L = L ).
Para cada una de las tres componentes se obtiene en forma explícita:

A^i =/,'a), -(/j -/Ocojtoj

^2=^2®2-(/3-/;)t03CÚ,

(/;-/0w,íú2^3 = ^3® 3
(6-62)

Estas ecuaciones se conocen como Ecuaciones de Euler del
Cuerpo Rígido, válidas para un trompo que rota alrededor de algún
eje con un punto fijo; el sistema de referencia inercial (de laborato
rio) y el fijo al cuerpo se asumen ubicados en dicho punto común.

Conviene, a manera de conclusión, resumir lo hasta aquí desa
rrollado sobre el tema que nos ocupa. A partir de las conclusiones
generales en el CAP.IV, en donde si bien es cierto encontramos una
serie de leyes generales del Movimiento de los Sistemas de Muchas
Partículas, cierto es también que llegamos a la conclusión de que,
en cualquier caso, solamente sería posible resolver con exactitud
sistemas con no más de seis grados de libertad; para este tipo de
sistemas, tanto en el caso del sistema de dos partículas, como en el
caso del cuerpo rígido, tres de los grados de libertad integrables
corresponden al Centro de Masa mientras que los otros tres descri
ben completamente el movimiento del sistema visto desde el centro
de masa. Para el cuerpo rígido, estos grados de libertad pueden re
presentarse por tres rotaciones independientes, los Ángulos de
Euler. En estas condiciones, encontramos que siempre es posible.
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al menos en teoría, encontrar mediante las ecuaciones de movimiento
dadas por las EC.(4-13) y (4-14) las soluciones al problema; en par
ticular, si el Cuerpo Rígido se mueve con un punto fijo, las
Ecuaciones de Euler representan un conjunto de tres ecuaciones
de Movimiento para las variables (o, , Wj y cOj, las cuales a su vez, de
acuerdo con las relaciones EC.(6-29), representan un conjunto de
ecuaciones diferenciales para los correspondientes ángulos de Euler.
Sin embargo, conviene hacer caer en cuanta que al haber demostra
do, como se ha hecho a lo largo del presente capitulo, que el proble
ma de la Dinámica del cuerpo rígido tiene solución, no quiere ello
decir que encontrarla sea sencillo; ello es, sin embargo, viable en
una serie de circunstancias. La utilidad de las EC.(6-62) se aprecia
más a la luz de algunos ejemplos característicos que nos permitan
resumir una amplia gama de posibilidades reales.

EJERCICIO (6-46) Encontrar las
ecuaciones de movimiento para [a.«Maquina
de Atwood» (Polea Simple) cuando se tiene en
cuenta la masa de la polea,

SOLUCION: Como se muestra en la fi

gura. para las dos masas se tiene:

Mg - r, = Ma

T", - mg —ma

Como se puede ver, sí la polea ha de rotar
sobre su eje 3, debe existir un torque neto res
ponsable respecto de dicho eje; en consecuen
cia. la tensión, contrariamente a cuando se
asume que la polea no tiene masa, debe ser dife
rente en los dos lados. Para la polea, le ecuación
de movimiento será solamente respecto del CM,
pues ella no se desplaza. En consecuencia, de la
EC.(6-61) se obtiene:

0/n

A^j =(7, - Tj)/? = /jtój =(mp/?^ / 2)(a / R) (¿j =<í\|/ / dt =dtp / dt)

Observe que es el ángulo de Euler correspondiente a la «Nutación».
Adicionalmente. la expresión incluye la «Ligadura» existente,que no es otraque la
invariabilidad de la longitudtotalde lacuerda; porello,laaceleración tangencial y la
aceleración angular se conectan de acuerdo con lo expresadoen la anteriorrelación
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Resolviendo el sistema de ecuaciones, se encuentra para las tensiones y la aceleración
los siguientes valores:

M — m

r,= 1-
M - m

M-m

Expresionesen las cuales adicionalmente se tiene:

=• M + m+ I 2

lo que puede interpretarse como laj\ícrífl Efectiva Tora/del sistema que participae movimiento, ala cual la Polea (asumida como un disco homogéneo) contribuye
solamente conlamitad desumasa real.

EJERCICIO (6-47) En el ejemplo anterior se ha supuesto que se cumple la
con ición de rodadura, esto es, que no hay deslizamiento entre la cuerda y la polea
oque equivale aasumir un coeficiente de rozamiento infinito). Siellonoseasume,

smo que existe un determinado coeficiente de rozamiento dinámico, ¿qué variables
iciona es eben contemplarse para establecer las correspondientes ecuaciones de

movimiento?

EJERCICIO (6-48) El esque- I
ma de la figura representa un disposi- 2j

Momentos deInercia. R ]•Los valores de las masas de los dife- McÚ jWc
rentescuerposson los indicados en la ^^

figura. El radio del cilindro sobre el que iBEaniimHi'ma?mi|-
seaplicaeltorquealamesa(enforma I |
de disco)es/•„; Res el radio totalde la
mesa. Suponga que la masa de la polea «SI I
esdespreciable. Encuentre laexpre- J •
sión que le permite obtener el momen
to de inercia de los cilindros alrededor
de sus correspondientesejes de simetría,cuandoel cuerpo colgante ha caído una
determinada distancia y en un tiempo medidoexperimenlalmente.T.

mis!
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EJERCICIO (6-49) Un cilindro
macizo homogéneo de masa;» rueda sin /íy*
deslizar, por un plano inclinado un ángu- L 2ñ-/-^ "
lo 9. Establezcasu ecuación de movi-

miento y calcule directamente el valor de
su velocidad de traslación cuando llega
al nivel inferior. Compare este valor con
el que se obtiene para cuando el cuerpo

un cilindro hueco: una esfera maciza

o una esfera hueca. En todos los casos

lamasaes igual a lade! cilindro original. I

SOLUCION: Tal como se esquematiza en laFigura, se tiene: paraelmovimien
to del CM:

W - mgú^ + fe = Aía =>

mgsen(9)- jtWfj = Ma
IVn -mgcos(9)= O

Se ha tomado como la magnitud de la fuerza de rozamiento cinética. Por
otta parte, para el movimiento del cilindro respecto de su centrode masa lacorrespon
diente ecuación de Euler respecto del eje <3> fijo al cilindro (perpendicular al plano de
la página), será:

*r TI (a']

Expresión que da cuenta de la condición de Rodadura,en el sentido de que el
cilindro no desliza. Solucionando el sistema de ecuaciones se encuentra:

a = (2/ 3)g sen(9)

li = (g/3)tg(9)

Para la velocidad de traslación, al momento de llegarelcilindro al nivel inferior, si
H es la altura del plano y parte del reposo, se encuentra:

V=yÍ2^ =^(4/ 3)gS sen(9) =^(4 / 3)gH
EJERCICIO (6-50) En el EJ.(6-49) encuentre el valor para la velocidad del

cilindro al llegar al nivel inferior, a partir delPrincipio General de consen'ación de la
Compárelos valores obtenidos para V, a y p en el EJ.(6-49) con los que se

obtendrían si no hubiese rozamiento dinámico, es decir, cuando hay sólo deslizamien-
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to. Dé una interpretación ai valor obtenido para el coeficiente de rozamiento: ¿qué
pasaría si el valor real fuese mayor? ¿Qué pasaría si fuese menor al obtenido?

EJERCICIO (6-51) Resuelva el problema anterior suponiendo que el movi
miento del cilindro es una rotación alrededor del punto instantáneo de contacto entre
el cilindro y el plano, y muestre que el resultado obtenido para la aceleración es com
pletamente equival ente al previamente hallado.

EJERCICIO (6-52) Discutir la forma explícita de las Ecuaciones de Euier
para un Trompo Esférico.

SOLUCION: Por cuanto los tres Momentos Principales de Inercia son iguales
entre si. los términos de acople de las componentes de la velocidad angular desapare
cen; en consecuencia;

Ñ=Id O - /;co^

Esta relación equivale adecir que, enestecaso,siempre se tendráqueel torquey
la aceleración angular son paralelos, enlamisma forma que loson elmomento angular
y lavelocidad angular.

EJERCICIO (6-53) TROMPO SIMÉTRICO LIBRE: Discutir las ecuaciones
de Euler en el caso general deuntrompo simétrico libre.

SOLUCION: El carácter de «Libre» quieredecirque sobreél no hayacción
exterior neta; ni fuerza extema, ni torque extemo. La Energía yel Momento Angular se
mantienen constantes. Por consiguiente, el Momento Angular no puede cambiar, ni en
norma ni en dirección. Adicionalmente, en cuanto que el trompo es simétrico, tendrá
dos Momentos Principales de Inercia iguales; por consiguiente:

0=/'¿,-(/'-/;)ra,cü,

0= /jró.,

La tercera de estas ecuaciones se integra inmediatamente para dar:

©3 = Cte~ \i/
Observe que la componente expresada realmente corresponde a siendo y el

correspondiente ángulo de Euler. Enotraspalabras, el movimientose realiza de tal
manera que laproyección de lavelocidad angular sobre eleje de simetría del trompo se
mantiene constante. Por otra parte, para «desacoplar» las ecuaciones para las compo-
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nenies de la velocidad angular a lo largo de los ejes<l>y<2>, utilizamos el mismo
«truco» empleado al estudiar la trayectoria de una partícula en un campo magnético:
esto es. den vamos una vez más cada una de las dos primeras ecuaciones para obtener;

¿3, -l-ÍÍ^Cú, =0

©2 =0

Expresión en la cual el valor detestará dado por:

n=-LL
/'

©3=(P

(Nuevamente, tpcorresponde al Ángulo de Euler) Lasoluciónalanteriorsistema
de ecuaciones ya nos es conocida; es una solución armónica, con ffecuenciaíl; de la
condición de que la velocidad angular debe ser constante, se obtiene como solución:

©, =-J©f -©2 sen(nr)

©2 =^©f -©2 cos(nr)

Adicionalmente, de la EC.(6-6I) se obtiene que simultáneamente debe cumplirse
que la proyección de la velocidad angular en la dirección del momento angular debe
mantenerse constante;

Figura6-t2
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2T ^
co, = — = Cte

^ L

El r^ultado neto puede verse en la FIG.(6-12) en la cual se aprecian dos posibili
dades, según y co correspondan a rotaciones en un mismo sentido o en sentido
inverso, lo que se desprendería del signo implicito en la expresión para Q. esto es.
determinado porelvalorrelativo del momentoprincipalde inercia respecto del eje de
simetría encomparación con los restantes. En elcaso (a), ios dosconos sontangentes
porel exterior, porloquelasvelocidades angulares H y co tienenel mismosentido;
enelcaso (b). los conos son tangentes internamente, loque lleva a que Q y co tengan
sentido contrario. En cualquiera de losdoscasos, sinembargo, se tendráque el perio
dodeco alrededor deladirección del momento angular. í2n/co). es más«lento»queel
periodo con queco describe el cono alrededor del eje <3>. (27t/co,). Para elcaso dela
Tierra, haciendo caso omiso de los momentos exteriores, seencuentra para£2 unvalor
aproximadoa co/306''i,esto es, cercano a 10meses.

EJERCICIO (6-54) En el ejemplo anterior, encuentre una expresión para rela
cionarlos ángulos que forman el momento angular yel eje <3> fijo altrompo, así como
también el que forma el momento angular con la velocidad angular. ¿Qué puede decir
acerca de esta relación encomparación con ladirección enque se realiza laprecesión?

EJERCICIO (6-55) TROMPO LIBRE GENERAL: Discutir, a partir
de las ecuaciones de Euler. el movimiento más general de un trompo aislado mecá
nicamente.

SOLUCION: Las ecuaciones de Euler son compatibles con las ecuaciones de
conservación de la Energía Cinética (respecto del Centro de Masa), que para el caso
que corresponde esla energía total del sistema, ydel momento angular. Enconsecuen
cia, apartir de las EC.(6-57) y(6-58) se tendrá que simultáneamente deben cumplirse:

¿/;o)==2£=Ctó=¿:^
j=l Ij

i

La primera deestas ecuaciones, en un espacio demomento angular, representa
un Elipsoide de Inercia cuyos ejes serán:

H. GOLDSTEIN: 2a Ed.. op.cil. p 269.
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Por su parte, la segunda de las ecuaciones representa, también en un «espacio de
momento angidar», una esfera de radioL. Si se asume que entre los Momentos
Principales de Inercia se cumple la relación:

/;</:</;

se encuentra que necesariamente se cumple también,

2El\<l}<2EI\

pero nada es posible decir acerca
de la relación entreL y el eje intermedio
del Elipsoide de Inercia anterior
mente definido.

Por otra parte, como en el caso ge
neral del Trompo Simétrico, el movi
miento es tal que la velocidad angular a
lo largo de la dirección del momento
angular se mantiene constante, lo que
se deduce a partir de la EC.(6-61). La
FIG.(6-13) muestra un esquema de lo que Figura6-13
podría representar el movimiento que se
está describiendo. El punto de contac
to entreel Elipsoide de Inercia es talque yace enun plano imaginario tangente al
elipsoide, perpendicular a ladirección del momento angular. Este punto describe en
este planounacurva,conocida como HERPOLHODIA, la cual, encaso de que el
elipsoide fuese elcorrespondiente a un trompo simétrico, seria una circunferencia.

Asuvez, lacurva que elpunto tangente entre el Elipsoide yel plano perpendicu
lar al Momento Angular describe sobre la superficie del Elipsoide, se conoce como
POLHODIA. Esclaro también que si este Elipsoide fuese el de un trompo simétrico,
la Polhodiacorrespondiente seríatambién unacircunferencia.

Apartir dela desigualdad encontrada entre los ejes del Elipsoide de Inercia
y lanorma del momento angular. L es posible analizar la estabilidad del movimiento
del trompo. Ya hemos dicho que si eleje de rotación esun eje principal de inercia, los
vectores momento angularyvelocidad angularpermanecen paralelos; si, porel con
trario, suponemosque la velocidad angular sehalla ligeramente desviada deladirec
ción del eje <3>, correspondiente al eje mayordel elipsoide, elloquieredecirque la
esfera de Momento Angularintercepta elelipsoide, y en lavecindad deleje<3>su

£ímsoíde de mcia

POLHODIA



C. LOrezT.: Mecánica Newtoniana

radio es siempre menor, en cualquier dirección, que el eje de! elipsoide. En consecuen
cia. el vector velocidad angular alrededor de dicho eje. Algo similar sucede
cuando la velocidad Angularse halla ligeramente desviada del eje de menor momento
de inercia, eje <1> en nuestro ejemplo; en este caso, en todas direcciones la intersec
ción de la esfera con el elipsoide describe una curva cerrada alrededor del Eje principal
de inercia, correspondiente con el hecho de que el radio de la esfera se mantiene
también ligeramente mayor al del elipsoide. Esto quiere decir, entonces, que también
existe una (í/'rece.vjonAJ estable alrededor de dicho eje <1>. Respecto del eje <2>, sin
embargo, la situación es diferente; una pequeña desviación de la velocidad angular
respecto del eje principal de inercia, hará que el movimiento devenga en unaprecesión
alrédedordeleje<l>o<3>. ejes de menor o mayor momento de Inercia respectivamen
te. La razón para ello es que la intersección de la esfera de momento angular con el
elipsoide es tal que mientras en una dirección (perpendicular al eje<2>)el radio de la
esfera es mayor que el eje del elipsoide, en la otra es menor, lo cual no permite una
trayectoria cerrada alrededor del eje<2>. Estas situaciones se muestran esquemática
mente en la FIG.(6-14), en la cual se pueden observar diferentes POLHODIAS sobre el
ELIPSOIDEDE¡NERCIA de un Trompo Libre sin eje de simetria.

EJERCICIO (6-56) La FIG.(6-15) esquematiza un TROMPO PESADO.
el cual «baila» con un punto fijo en el sistema inercial de referencia. Describir su
movimiento en dicho sistema.

1 í 2E11<L2<2EI2

2EI2<L2<2EIÍ

^ X \

2Eli<2El2<2El3

Figura 6-14
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SOLUCION: La solución que
sigue tiene un carácter aproximado.
Contrariamente a lo realizado en los

anteriores ejemplos, no entramos a
estudiar el movimiento desde el sis

tema de ejes fijo al cuerpo, sino en el
de laboratorio. Como se observa en

la F1G.(6-15). fácilmente se pueden
deducir las siguientes relaciones
vectoriales:

F = -mgu,

R = cos(S) + üp sen(8)]

Por consiguiente, para el torque
se obtiene:

Figura 6-15

Ñ=R XF=-mgí/sen(&)[üp xúz]= mgí/sen(8)ú^

En el instante mostrado en la FIG.(6-15), suponiendo que no hay cambio alguno
en el ángulo 9, puede verse que la norma del vector torque es:

mgd sen(9) = Lsen(9) —— =
\ I

expresión en laque IVp corresponded IdFreci/e/icta dePrecesión de la velocidad
angular(que es paralela aleje<3>fijo alcuerpo) alrededordeladirección delafiaerza.
vale decir, del eje <z> del sistemainercial dereferencia. Resolviendo paralafrecuencia
de precesión se obtiene:

' /;<a

Esta expresión esdefácil comprobación experimental. Adicionalmente. puede ob
servarse queparaü'= 0. locual corresponde alcaso de un trompo libre, la frecuencia de
precesión es nula, comopuede deducirsedel EJ.(6-53). Sin embargo, nodebe confundir
se estii Precesió/i con la frecuencian obtenida en el referido EJ.(6-53); esta última

aparece por razónde nocorresponder elejedegiroconelejedesimetria. Porotrapane,
es importante notar que. en caso de queel puntofijo se ubicaraporencimadelCentrode



Masa del trompo, la frecuencia de prece
sión. invierte su signo. Este hecho es
también comprobable experimentalmente.

EJERCICIO (6-57) La figura ad
junta muestra un ROTOR. Establezca la
ecuaciones de Euler correspondientes a
estetipoparticular decuerpo rígido, inclu
yendo la forma particularde!tensor de iner
cia de acuerdo con los parámetros dados.

EJERCICIO (6-58) La FIG.(6-I6)
representa xmrotor, el cual se halla ancla-

doy giraal rededor unejevertical fijo que
pasa por el dentro de masa (las dos esfe
ras que componen el rotor son idénticas).
La velocidad de rotación es constante.
Calcular las reacciones en los apoyos su
perior e inferior.

SOLUCION: De acuerdo con el
esquema de laFIG.(6-16), para los ejes allí
mostrados (fijos al cuerpo), teniendoen
cuenta los anteriores resultados del EJ.(6-
55). se obtiene:

/V, =0

sen(a)cos(a)

=0
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lll

M

lll
Porcuanto nohay desplazamiento

del CM. la fuerza total debe ser nula; la
posibilidad para que enel instante mos- Figura6-16
trado en la FIG.(6-16) se produzca un
torque en dirección perpendicular al plano de la hoja es que existan dos apoyos
Iguales, conjiirección contraria, ta] como se indica en la figura referida mediante
las fuerzas p , Por consiguiente, para el torque en dirección del eje<2> del siste
ma íljo al cuerpo, se tendrá:

N = F(a-^b)

Pav&F. lamagnitud de la reacción en losdosapoyos delcuerpo rígido,se obtiene:

Sistemas con seis gkaoos de liuertad (2) El cuerpo Rlcroo

^ sen(29)
4(a + b)

Expre.sión en la cual / = 2/? corresponde a la longitud total del Rotor. EstaífReac-
cióit Lateral» en ios apoyos (o «Bujes»), es la responsable del desgaste de los mis
mos cuando un cuerpo rígido, que se supone debe rotar alrededor de su eje de simetría,
rola realmente alrededor de uno diferente, desviado del original.

EJERCICIO (6-59) En el
EJ.(6-58), encuentre la expresión corres
pondiente a la energía cinética del rotor,
y el valor del momento de inercia res
pecto del eje de giro (eje <z> del siste
ma inercia)).

lll

EJERCICIO (6-60) Como en
el EJ.(6-58). el Cuerpo Rígido de la 'ytv,
FIG.(6-17) (un cilindro macizo homogé-
neo de radio/? y longitud/), rota con Á/
velocidad angular constante respecto L
deun eje vertical fijo entre dos eojine- r /
tes.perodesviadounánguloarespec- /
todeladirección del eje de simetría del ' x / p
cilindro. Encuentre la correspondiente
expresión para las reacciones sobre las
paredes de los cojinetes y la expresión
parael momento de inercia respecto del Figuca6-17
eje de giro. Compare esta expresión con
la correspondiente a un cilindro hueco.
Tanto este ejercicio como el (6-58) dan una idea de la manera como funcionan la máqui
nas cuyo objeto es determinar qué tan descompensadas se hallan las llantas de un
vehículo y generar la información para su correcto «balanceo». A partir de los resulta
dos obtenidos, trate de explicare! funcionamiento práctico de tales instrumentos.

Figura 6-17



APENDICE I

COORDENADAS CARTESIANAS, CILÍNDRICAS
Y ESFÉRICAS

INTRODUCCIÓN

Enelespacio euclidiano detres dimensiones, respecto de un origen de referencia,
laubicaciónde unpuntocualquiera requiere detres parámetros linealmente indepen
dientes; tales parámetrosse conocen como susCoordenadas. Laescogencia de
estascoordenadas esasunto queestudia lageometría; lasolución deundeterminado
problema en Cinemática, asociado, comosehadescrito enelCAP.II. alseguimiento de
la posición de un punto (o conjunto de puntos cuando se hablade sistemasde mu
chas partículas) en cada instante, se facilita si elOrigen de Referenciay el correspon
diente Sistema de Coordenadas que se escogees tal que,por ejemplo, guarda
relación con la simetría delaregión del espacio enque lapartícula seve obligada a
moverse. Asi porejemplo, cierto es que nada impide que para el estudio del movimien
to rectilíneo de unapartícula escojamos unsistema dereferencia por encima opor
debajo de la recta que la partícula describe; sin embargo, sabemos que la solución al
problema sefacilita sielorigen dereferencia seescoge también sobre lamismarecta
(respecto del cual, porejemplo, elMomento Angularessiempre nulo). Análogamente,
si queremosdescribir elmovimiento sobre lasuperficie delatierra, que asumimos
esférica, respecto deunorigen de referencia en sucentró, cualquierpunto sobre ella
seubica exactamente mediante los correspondientes valores deLatítudyLongitud;
esto es, aun cuandoel movimiento esen«tres» dimensiones, solamente serequieren
«dos» coordenadas; en este caso particular, el ángulo medido desde el ecuadorhacia
los polos a lo largo de los meridianos {LatitudNorteoSur), yel ángulo medido desde
unmeridiano dereferencia en dirección paralela al ecuadoren el sentido de larotación
terrestre.LongitudEste,o enelsentido contrario,Lortg/ftrd Oeste.

I-I; SISTEMAS DE COORDENADAS

La FIG.(I-1) muestra tres diferentesposibilidades de escogercoordenadas de un
punto en el Espacio RealdeTresDimensiones, comúnmente llamadoR^. Respectiva-
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Figura (1-1)

mente, las coordenadas escogidas se adaptan a la simetria de un paraielipipedo rectán
gulo, de un cilindro y una esfera.

Enelprimercaso,FIG.(I-1 )(a), las coordenadas corresponden a las distancias del
puntoa tresdirecciones mutuamenteperpendicularesen el espacio; o, si se quiere, a los
tresplanos ortogonales quegeneran dicho espacio. Estascoordenadas se conocen
comúnmente comoCoordenadas Cartesianas del Punto, (.v, k z) o (x, ..r,).

EnlaFlG.(I-l )(b)se representan las coordenadas cilindricas, las cuales se toman
asumiendo queelpunto sehalla enalgún lugarsobrelaintersección de las superficies
queconforman sucarasuperior (o inferior) y su superficie cilindrica. El origen de
referencia seencuentra sobre el eje de dicho cilindro; laproyección del punto sobre el
eje del cilindro constituye la cocrdenadap. la correspondiente altura lacoordenadaz
y el ángulocp, medido desde unadirección de referencia (direccióh.vde lascoordena
das cartesianas) hasta ladirección de la coordenada p.corresponde a latercera coorde
nada. En resumen, las Coordenadas Cilindricas incluyen una coordenada angular
dos proyecciones, las cuales se denotan por la tripla ordenada, {p, tp. z). La coordenada <p
se conoce en Astronomía como s\ Acimut.

Finalmente, las Coordenadas Esféricas se definen asumiendo que el punto, cuya
ubicación se pretende determinar, se halla sobre lasuperficie de una esfera de radio r;
la ubicación es completa si, adicionalmente, seconoce elvalor correspondiente del
Acimut. q>, yel ángulo 9que mide la orientación de la dirección radial, respecto de la
dirección de lacoordenadaz del sistema cartesiano o cilindrico. La tripla (/•, tp. 9)
corresponde a las Coordenadas Esféricas del punto. En geografía, el ángulo (p
es más conocido comoLongitudqus comoAcimuf. a su vez, el ángulo 9. en cuanto
que ladirección de lacoordenada z setoma del centrode latierraal polo, se llamael
ángulo Polar: sucomplemento seconoce comola Latitud del correspondiente punto

sobre la superficie de la esfera.
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1-2: RELACIONES DE TRANSFORMACIÓN ENTRE SISTEMAS
DE COORDENADAS

De acuerdo con la fomia en que se han definido, existe una relación entre la coorde
nadas del pumo en uno y otroSistema de Coordenadas, asumiendo que en los tres casos
el Origen del sistema es el mismo. A partir de los esquemas en la FIG.(1-1)pueden compro
barse fácilmente las relaciones contenidas en taTABLA(l-I), mediante las cuales es posi
ble pasar de uno a otro sistema sin mayor dificultad. Obsérvese que. proyectadas en el
plano {X, y), las coordenadas cilindricas y esféricas coinciden: este sistema de coordena
das en e! plano, (r, ip), se conoce como Sistema de Coordenadas Polares.

Conviene anotar, que los sistemas aquí definidos no son los únicos posibles, asi
como tampoco las simetrías del paralelogramo, del cilindro o de la esfera son las únicas
existentes en el espacio de tres dimensiones. Piénsese solamente el caso referente a la
superficie terrestre, la cual, estrictamentehablando, no es una esfera, y más exactamente
puede asimilarse aun elipsoide de revolución, mediante el cual es posible explicar el
achatamiento de los polos. Aun en este caso, sobre lasuperficiese requeriría solaiiiente de
dos coordenadas para ubicar un punto, pues la relación entre los semiejesde laeiipse que
la genera no cambia; un sistema deCoordenadas Elípticas seguramente deberá con
templar esta relación, la cual en cada punto, dados por ejemplo la Latitudy la Longitud,
permite conocer la respectiva distancia del punto correspondiente a! centre de la tiena.

TABLA(I-l)

RELACIÓN ENTRE LAS COORDENADAS DE UN PUNTO EN
LOS SISTEMAS CARTESIANO, CILINDRICO Y ESFÉRICO

(-v.y.c)

arclg(y / x)

(X- +y- +z~y'

arctg[(jr- + y^ / z)

arctgCy / x)

(p. <p. z)

pcostp

psencp

{p-

arctgCp/ z)

(r. 9.ip)

rcos<psen9
isen(0sen9

rcos9

rsen9
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1-3: BASE VECTORIAL CARTESIANA, CILINDRICA Y ESFERICA

En el CAP.II se introdujo el concepto de Base Vectorial, en particular se definió
una Base Ortonormal Cartesiana. DEF.(2-12), en la cual las direcciones del ios

correspondientes vectores de base tienen las direcciones de las aristas de un
Paralelipipedo Rectángulo. En forma análoga, es posible definir una Base
Ortonormal Cilindrica o una Base Ortonormal Esférica. En el primerease, los
vectores de base se orientan de acuerdo con las propiedades de simetría del Cilindro;
vale decir, su eje. su arista y la tangente a la circunferencia de su base; para el caso de
la Esfera, tendremos: su radio, y las tangentes al «Ecuador» (o al correspondiente
«Paralelo») y al Meridiano que pasa por dicho punto.

En la FIG.(I-2) se han representado los vectores unitarios que forman estas dife
rentes Íaíer Vectoriales. Es claro que asumimos que ellas deben situarse en el Origen
de Coordenadas, O. Sin embargo, por razones eminentemente nemotécnicas, en la
FlG.(I-2) se han ubicado en el punto cuya ubicación se representa por el vector de

posición. r(/).

Figura (1-2)

Ahora bien: como en el caso de los distintos sistemas de coordenadas, es tam
bién posible pasar de larepresentación de un vectoren una determinada Base Vectorial
a otra. La teoría general de este tipo de Transformación Ortogonal se desarrolla en el
CAP.VIal momentode estudiarlacinemáticadelCUERPO RIGIDO. Sin embargo, me
diante empleo de las relaciones en laTABLA(I-1) y de las nociones básicas del álge
bra de vectores, partiendo del simple hecho de que cualquiervector puede ser expresado
en una base vectorial cualquiera mediante una combinación lineal de los correspon
dientes Vectores de Base, es posible encontrar las relaciones de transfomiación entre
las tres bases ortogonales representadas en la FIG.(l-2). Al estudiante queda como
ejercicio mostrar la validez de las relaciones correspondientes, las cuales se represen-
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tan en laTABLA(I-2j. En particular, el estudiante debe encontrar la fomia explícita en
que se expresan los vectores de la base esférica en la base cartesiana.

Uz =

TABLA(I-21)

RELACIÓN ENTRE LAS BASES VECTORIALES
CARTESIANA, CILINDRICA V ESFÉRICA

{úp,ü„,új {ü,,Ü9,Ü^}

{eos<p.- sen tp.O} {sen 9eos(p. eos &eos tp. sen cp}

{sen cp. eos tp.O} (sen 9sen tp, eos 9sentp,-eos (p |

ñ {cos9,-sen 9,0}

{sen 9,0,cos9|

{eos 9,0, sen 9}



Apéndice II

ROTACIONAL DE UNA FUERZA

CONSERVATIVA

No se pretende hacer una rigurosa deducción de las propiedades matemáticas de
los campos vectoriales conservativos, lo cual puede consultarse en apropiados textos
de matemáticas y cálculovectorial''El interés delpresente APÉNDICE secentra en
mostrar cómo las propiedades de vectores que tienen una significación fisicaparticular,
la Fuerza en nuestro caso, pueden estudiarse sin necesidad de perder la imagen fisica
del problema de que se trata.

r r

7i

Xji

Db
.oib-

00'

. ob,
Xl2

7^
loib'

i 1

ívO

(a) (b)

Figura (11-1)

Ver, por ejemplo: Tom APOSTOL, op. cit. pp 250/259 y 297/303
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Tomemos la EC.(3-12) y observemos la F1G.(I1-1) (a). La curva cerrada á puede
expresarse, manteniendo la direccionalidad en el recorrido, como la suma de las
siguientes trayectorias:

r = yi —A,|2 + Y2 "^21

Por su parte, por cuanto la fuerza se supone conservativa, el integral cerrado,

puedeescribirsede la manera siguiente:

JF(r) •dT =|F(r)•dr F(r)* t/r -1F(r) •£/?-!F(f) •dx
Yi Yi Á,,

Porcuantoel trayecto común a ambas trayectorias, es recorrido en direcciones
opuestas al realizar la integral a lo largo de las trayectorias cerradas, los dos últimos
términos delaintegral seanulan, pues punto a punto, a lolargo de A,,j, eldiferencial
correspondiente inviertesu signo respecto del valor a lo largo de . En consecuencia,
se obtiene:

JF(r)*dr =|F(r)*úfr4-j)F(r)*£/r
Yi

(II-l)

El procedimiento seguido con la trayectoria cerrada F no tiene restricción alguna,

más alládelanecesidad deque la función F(r) estedefinidaen todo el espacio,en

particular entodos lospuntosde lasuperficie finitaqueencierra" la trayectoriaF, que
llamaremos £F (solo deestamanera lastrayectorias y, y 1-. sondostrayectorias
Adyacentesy Cerradas, pero arbitrarias). En consecuencia, como se observa en la
FlG.fll-1) (b), podemos hacer lomismo con y, y Y^- Elprocedimiento puede repetirse
indefinidamentesubdividiendocada vez más las trayectorias, hasta comprobar que el
conjunto de los integrales resultantes rodean todos los puntos de la superficie
encerradapor la trayectoria F. Esto es:

jF(r)»df =lim ¿(fF(r)«cír
r "•^°^k=iv

(II-2)

De acuerdo con lodicho, en ellimite, y^ representa una trayectoria que rodea un
elemento diferencial desuperficie, 60^, elcual, continuando conel proceso de limite
bien puede representar solamente un punto de dicha superficie; a su vez. todo el
integral «alrededor» de este punto (a lo largo dey^) puede entenderse como una
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función de densidad superficial que nos dice córc\o«circula» F(r) alrededor de

dicho punto. Esta función se denomina, consecuentemente, el Rotacional de la
Fuerza; Por cuanto, adicionalmente. el integral a lo largo de y^ dependerá de la
orientación que se asigne al elementodesuperficie 60^, podemos definir el rotacional
de la fuerza mediante la siguiente relación vectorial:

^F(r)*í/r =[rotF(f))*8CTj,

endonde seentiende que lacurva y^ prácticamente encierra solamente un punto, el
punto Tj,, al cual se leasocia un«áreaorientada». 80^. Volviendo a laEC.(Il-2), se
obtiene:

JF(f) •df =lim'̂ rotF(f^.)•ba^. =J|rotF(r)* íjí/o- (||_3)
^ k—1 Sp\

fi esun vector unitario perpendicularala superficie en el punto representado porrfo.
Unademostración másrigurosa '̂, realizada por GREEN para una superficieplana ypor
STOKES paraunacurvacerradasobre una superficieabiertacualquiera, permiten mostrar
que, en coordenadas cartesianas, el rotacional de un vector puede expresarse como:

rotF(r) = V X F(r) =
d d d

dx dy dz

F ^
y

(II-4)

En esta expresión, el determinante se calcula de acuerdo con las reglas conocidas
del álgebra,perocuidando de lanoconmutatividad de\asoperaciones.

Volviendo al casode nuestro interés, porcuanto lafuerza esconservativa, se
tendrá:

r)*ñ£/a = OIrotF(r)

ibid. pp 250/259 y 297/303.
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Ahora bien: dada una curva F en el espacio, el número de superficies del tipo ZF
que tengan en el espacio la misma curva como contomo es infinito. Por consiguiente,
la condición arriba expresada no es posible que se satisfaga para todas ellas, salvo
que el integrando sea nulo en todos los puntos sobre la superficie; en estas condiciones
necesariamente se debe cumplir:

F(rl eConseiyvtívv

=>rotF(r)= o (II-5)

La EC.(II-5) representa una forma alternativa de caracterizar una fuerza
conservativa, puesdecirlo esequivalente aafirmar queUnafuerzaes Conservativa si
es Irrotacional.

Apéndice III

DATOS ASTRONÓMICOS DE INTERÉS

(Tomados delprograma de asn-onomia para computador
<DANCEofthe PLANETS>

PLANETA

Mercurio

Venus

Tierra

Marte

Júpiter
Satumo

Urano

Neptuno
Plutón

PERIODO MASA

0.241 0.055 1.297 0.314

0.615 0.805 0.826 0.726

1.000 1.000 0.000 1,014

1.881 0.106 1.891 1.476

11.862 314.031 5.452 5.410

29.457 94.026 8.835 9.752

84.020 14.325 18.711 19.670

164.786 16.944 29.290 30.226
247,220 0.002 29,710 29,919

Notas:

(1) Las unidades para el PERIODO y la MASA están dadas en fracciones de!
Período y Masa terrestres respectivamente.

(2) Lasdistancias Rp.^ y R^j. representan las distancias del respectivo planeta a la
tierray al sol.Se calculantomando como 1,000 ladistancia media sol-tierra, lacual
corresponde al 5 de octubre de 1994.

(3) El diámetro terrestrepuede tomarsecomo 12.756 km.A maneradecomparación, el
diámetro de Júpiter es de 142.796km., aprox. 11,2veces mayorque el terrestre.
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(4) Los datos de la tabla corresponden al seis de agosto de 1994. Es claro que los
valores de las distancias de cada planeta al sol y a la tierra dependen de la fecha
en que se calculan.

Período:

Masa:

Diámetro:

Densidad:

«LUNA»

27,763 días

1,2653x10" kg.

3476km

3,34gcm"

«lO» (Júpiter)

1,771 dias

l ,20844 (ffac.masa lunar)

3630km

3,55 gcm'

Apéndice IV

CONSTANTES UNIVERSALES Y OTROS DATOS

DE INTERÉS

NOMBRE

Numero de Avogadm:
Radio de Bohr:

Constante de Bo/tzmann

Carga/masa de! electrón:
Radio del Electrón:

Carga elemental:

Constante de ¡os gases:
Constante de gravitación:

Masa del neutrón:

Constante de Planck:

Masa del Protón:

Velocidad de la Luz:

Gravedad Tenestre:

Permitividad eléctrica vac.

Permeabilidad magnet. vac
Radio del Sol

Masa delSol

Distancia media Sol- Tierra

Radio de la Tierra

Masa de la Tierra

Radio de la Luna

Masa de la Luna

Dist. media Tien-a-Luna:

SIMBOLO VALOR

6.022/3 E23

5.29177E-IJ

¡.38066 E-23

1.75882 EH

2.81794E-I5

¡.60218E-19

8.31451

6.67259E-11

1.67493E-27

6.626Q7E-34

1.67262 E-27

2.997924 ES

9.80665

8.8542 E-12

¡.25664 E-6

6.97 E8

I.99E30

1.49 El!

6.37E6

5.98 E 24

¡.74E6

7.34 E 22

3.8E8

Fuentes: PhotonTechnologyIntemational, 1988/1989.<U>J1TS>
Manual de Calculadora CAS10yi-570AD.

(M.K.S.)

metros

menvs

C

J/mo¡e°K

N m'/kg

kg-
Js

kg.

mJs-

C-/nrN

Weber/Am

metros

metros

metros

metros

metros
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