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PROLOGO

Las presentes notas de MECANICA NEWTONIANA no son
un «tratadoy» sobre el tema, ni un libro de texto en el sentido en
que éste comunmente se entiende. Son simplemente el capricho
del Autor de poder entregar a sus alumnos sus propios conceptos
y su particular manera de interpretar la obra de ISAAC NEWTON
acerca del problema del Movimiento de los Cuerpos.

El manual que presento a consideracion de los entendidos y
de mis Alumnos tiene una historia singular: fue originalmente
concebido como parte de unas notas sobre Fisica Teorica para
estudiantes del posgrado del Departamento de Fisica de la Uni-
versidad Nacional, Especializacién en Ciencias Fisicas, progra-
ma orientado a profesionales en dreas diferentes de la Fisica
(Licenciados en Educacion a nivel medio, Ingenieros, Bidlogos,
Quimicos, etc.). En su redaccion original, publicado como notas
manuscritas para los estudiantes del programa, incluyé dos ca-
pitulos adicionales a los aqui presentados: uno sobre El Pro-
blema del Movimiento Limitado y otro sobre la Formulacion de
Hamilton, tema previsto para ser cubierto en un total de 80 ho-
ras aproximadamente, asumiendo que los asistentes tienen ya
un conocimiento previo de Mecdnica al nivel de lo que se cono-
ce como Fisica General. El curso asi previsto, complementado
con un modulo de 40 horas. sobre los fundamentos de la Mecani-
ca Cudntica, se ha venido ofreciendo a los estudiantes del men-
cionado programa de especializacion en Bogota, Tunja y
Manizales desde 1984.

Sin embargo, desde hace un par de arios, en el pénsum co-
rriente para estudiantes de la carrera de Fisica se incluyd un
curso especifico sobre Mecanica Newtoniana, por lo que se con-
sideré de interés, tras un semestre durante el cual los estudian-
tes pueden ver un panorama general de la Fisica, la Mecanica
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incluida, experimentar la orientacion del curso anteriormente
sefialado, restringido a la Mecdanica Newtoniana, con los estu-
diantes de los primeros semestres interesados en la disciplina
de la Fisica. Se ha partido de la base de que la Mecanica no
solamente es una teoria de aplicabilidad prdctica innegable, sino
principalmente, de que su estructura tedrica, eminentemente
deductiva, légicamente consistente y matemdticamente cerrada,
es una herramienta de primera mano en la formacién de estu-
diantes que requieren, por el interés que muestran en estas ma-
terias, una rigurosa formacion en el método cientifico y en los
procedimientos teéricos fundamentados en la légica racional.

Toda la temadtica se trata en seis capitulos que, en concepto
del Autor, encierran todo lo concerniente a la Mecdanica de las
Particulas Materiales, tal como ésta fue establecida por
NEWTON, aun cuando con ciertas variantes en cuanto al «orde-
namientoy de los temas especificos a tratar. No se pretende se-
guir f(al Dpie de la letra» la Formulacién Newtoniana, sino
principalmente, los procedimientos y la estructura conceptual
de NEWTON, pero con una vision critica y actualizada de acuer-
do con la perspectiva que de la obra original nos permite tener
hoy dia la existencia de nuevos fenomenos y formulaciones mas
acordes con éstos de las leyes del movimiento. Se trata no sola-
mente de ver la importancia de la Mecdnica en la solucion de
problemas, sino la consistencia de sus deducciones y la impor-
tancia de sus limitaciones, que han sido estimulo para la formu-
lacién de nuevas teorias. Tras un capitulo sobre Conceptos
Generales, que trata de establecer las «Reglas de Juego», algo
asi como el ambiente general de trabajo, se entra a elaborar la
herf'amlenta de comunicacién apropiada, la Cinematica, la cual
se introduce como una estructura matemdtica Sfundamentada en
el trafd_miento de las mediciones experimentales, que permite
descz‘lbzr, con la precisién que se desee, el movimiento de las
particulas materiales. La Dindmica de una Particula es, como
en la obra de NEWTON, la parte central del trabajo. Tras una
dtscu.?lon de los «Axiomasy propuestos por NEWTON, se pasa al
estudtq del movimiento de una particula material a partir de los
dos primer 05 y del que se ha introducido como cuarto postulado,
la superposicion de fuerzas, el cual para NEWTON, erradamente
segun nuestro parecer, es un corolario de los tres primeros (que se
conocen como sus tres «Leyes del Movimiento»).

El capitulo cuarto, dedicado a la Dindmica de un Sistema de
Particulas, se basa en el conocido postulado de la Accién y Re-
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accion, eslabon mediante el cual es posible extender los con-
ceptos y leyes del movimiento encontradas para una particula,
a lo que se denomina un Sistema de Particulas, y en donde el
concepto de Interaccién juega papel de singular importancia.
Por su parte, los dos capitulos siguientes tratan sobre Sistemas
de Muchas Particulas que, de acuerdo con las leyes de movi-
miento encontradas en el capitulo precedente, pueden tener so-
lucion exacta. Se trata del caso mads elemental de un sistema de
muchas particulas, el del Sistema de dos Cuerpos (Cap.V), y el
del Cuerpo Rigido (Cap.VI), el cual, aun cuando constituido por
un numero indeterminado de particulas, puede tener solucion
exacta en cuanto solamente tiene seis grados de libertad. El
énfasis que se da a este problema se debe a la importancia que
tiene su tratamiento con base, no en la imagen de «Particulas»,
sino en el concepto de «Grados de Libertad». En opinion del
Autor, este cambio de «imagen» al momento de resolver Ia.s
ecuaciones del sistema permite mostrar al estudiante la posibi-
lidad de desarrollar nuevos métodos de trabajo para sistemas
de particulas, que hagan énfasis en el concepto de Grados de
Libertad, situacién con la cual habra de encontrarse en los se-
mestres inmediatamente siguientes de su carrera.

Tratando de adelantarme a la opinién de algunos criticos,
que seguramente considerardn que esta obra es in?ompleta, y
que por consiguiente, en «aras de complete;» (término _f"recuen-
temente usado por los evaluadores de oficio) cc_mvendrla agre-
gar algun capitulo sobre tal o cual tema, ampliar este o aquel
tratamiento dado a un determinado problema, o probableme:nte
que el nimero de ejercicios no es suficiente, etc., me veo obliga-
do a aceptar que jtienen razon!. Esta obra no es comple{a, y no
ha sido pretension del autor que lo sea. Ha sido concebida con
base en un tema que debe ser cubierto en un curso de un semes-
tre (120 horas) para grupos de estudiantes con un.dgtermma.do
perfil académico; y dentro de estas limitantes, el objetivo ha sido
dar una idea légica, completa y al alcance.de aquellos, fie los
temas de que trata la Mecdnica Newtoniana. {,o_s Metodo:s
Variacionales, las Oscilaciones, las Ondas, la Mecanica de’Flut-
dos, la Estadistica, la Relatividad o la Mecdnica de P'artzculcf:s'
Submicroscépicas, son capitulos que, en “aras de f:omplefez ,
tal vez valdria la pena incluir en una eventual E'm':zclopedza afe
la Mecdnica, pero que probablemente poco serviria como guia
para el estudio de la Mecdnica de las Particulas Materiales desde
la Perspectiva Newtoniana para estudiantes de segundo semes-

tre de universidad.
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CARLOS LOPEZ TASCON

NOTA ACERCA DE LA PRESENTE VERSION

Respecto de la versién original, la presente introduce algunos
cambios en la redaccién de algunos de los Teoremas, principalmen-
te en los propuestos en los capitulos sobre Cinematica y Dinamica
de una Particula, asi como también algunas definiciones comp!e-
mentarias que, en el sentir critico de algunos colegas que conocie-
ron la anterior version, eran necesarias para poder cpmprender me-
jor las demostraciones que en la misma obra se realizan.

Igualmente, algunas pequeiias alteraciones se han introducido
en el tratamiento de los temas contenidos en el capitulo refe}'ente a}l
Cuerpo Rigido, pero manteniendo inalterada la metodologia y di-
sefio original de la primera version.

Finalmente, algunas aclaraciones sobre calculo vectorlal se han
extraido del capitulo referente a la Dindmica de una Particula para
ser incluidas en forma de apéndice general. Adicionalmente, se hap
incluido dos nuevos apéndices con datos de interés general, en parti-
cular uno para quienes se interesen por el problema gfsn.eral de dos
cuerpos y su aplicacién a problemas sencillos de Mecéanica Celeste.

Quiero dejar expreso mi agradecimiento a lqs Jurados que, dg:-
signados por la Rectoria de la Universid_ad Nacional, tuvieron bajo
su responsabilidad revisar el trabajo originalmente presentado. Muy
particularmente expreso mi personal reconocimiento a quien no
solamente hizo del mismo un estudio critico y severo de su conte-
nido, sino que comedidamente sugiri6 varias y muy a.tmadas modifi-
caciones. Si bien es cierto que no todas las sugerencias que ell refe-
rido Jurado tuvo a bien hacer me fue posible tener en cueita, lo
cierto es que la mayoria de las modificaciones que la_ presente ver-
sién contiene respecto de la original fueron sugerencia suya.

CARLOS LOPEZ TASCON




CariTuLo I
CONCEPTOS GENERALESH

1.1. INTRODUCCION

Se ha dicho que la MECANICA es la ciencia que estudia el
MOVIMIENTO DE LOS CUERPOS. Ello significa, entonces, que
debe entenderse con conceptos de ESPACIO, TIEMPO y MATE-
RIA, términos que exigen la definicién mds precisa posibl.e. No
es, entonces, capricho que cualquier tratado de esta ciencia CO-
mience, por lo general, con una revision de tales conceptos, aunque
solo sea para recordar la original interpretacién de Newton en sus
famosos PRINCIPIA, o para revisarlos y recontextualizarlos, con-
tinuando asi con una interminable e interesante polémica que lleva
ya mas de tres siglos. Sin embargo, sus origenes bien podriqmos
situarlos en la época de los antiguos griegos, otros cuantos siglos
antes de nuestra era.

Mucho se ha escrito sobre tales conceptos, y en particular para
quienes pretendan seguir el curso de MECANICA NEWTONIAN'A
que estas notas suponen, es de esperar que ya previamente habréan
tenido oportunidad de leer y discutir al respecto al estudiar las defi-
niciones implicitas en la CINEMATICA GALILEANA. Por consi-
guiente, salvo las referencias necesarias, las presentes notas no
entrardn en una discusién a fondo de este tipo de problemas, lo
cual, sin embargo, no intenta desconocer su importancia. Nos pro-
ponemos, de momento, solamente justificar en forma breve, las
definiciones sobre las cuales basaremos nuestro discurso sobre el
MOVIMIENTO DE LOS CUERPOS; éste pretende, en la medida

El contenido de este capitulo corresponde al articulo publicado por el autor : «Definicio-
nes bdsicas que preceden al estudio de la Cinemdtica», Momento, 5,27 (1961).
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de lo posible, seguir los lineamientos trazados por Newton en su
inmortal obra antes citada.

1.2. TIEMPO Y ESPACIO

Que Newton en su obra no dé una “definicién” explicita de los
conceptos de TIEMPO y ESPACIO, no quiere decir que la
precision de los mismos no sea de maximo interés en su obra. Por
el contrario, tras introducir los conceptos de Cantidad de Mate-
ria, Cantidad de Movimiento, Inercia y Fuerzas, en su primer ES-
COLIO precisa lo que en su concepto significan Tiempo y Espacio,
explicando “..el sentido en que deberdn entenderse en lo sucesi-
vo™?l. La necesidad de una definicién de Tiempo y Espacio como
parte integrante del conjunto de elementos necesarios y previos
al establecimiento de la teoria del movimiento, se puede apreciar en
los trabajos de J. C. MAXWELL® y de H. HERTZ® . Siguiendo a
este ultimo podemos introducir las siguientes definiciones:

DEF.(1-1): EL TIEMPO en la Mecdnica, es el mismo de nues-
Ira intuicion interna. Es una cantidad tal que la variacion de
otras cantidades fisicas puede considerarse como dependiente
de aquella. En si mismo es siempre una variable independiente
que varia uniformemente.

De la variaci6n uniforme e independiente del tiempo concluimos
su carécter absoluto, entendiendo por ello que no es afectado por los
fenpmenos fisicos. Adicionalmente podemos también establecer su
caracter homogéneo, lo que se expresa de la siguiente manera:

Las Leyes Fisicas son invariantes bajo traslaciones en el Tiem-
po. En- este sentido, las leyes que se establecen como vdlidas
en un instante dado, t, arbitrario, son vdlidas también en (-t)

. En otras palabr.as, la ley de la caida de los cuerpos o del movi-
miento de proyectiles no est4 asociada al instante en que dichas

2

Isaac .NEWTON: WPrincipios Matematicos de la Filosoffa Natural», Editora Nacional,
Madrid, 1982, pp 228/235.

James Clerk MAXWELL.: «Matter and Motion», DOVER Pub. N. Y., Trad. de 1987, PP
9/12.

Heinrich HERTZ: «The Principles of Mechanics», DOVER Pub. N. Y., pp 15/17 (sin
fecha de edicion).
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leyes fueron establecidas; en consecuencia, los resultados de los
experimentos de Newton o Galileo, serian los mismos que obten-
driamos actualmente, si dichos experimentos los realizaramos en
las mismas condiciones.

DEF.(1-2): EL ESPACIO en la Mecdnica es el espacio defi-
nido por la Geometria de Euclides, con las propiedades de
Homogeneidad e Isotropia que esta geometria le asigna.

Ni la Naturaleza de los fenémenos fisicos ni los cuerpos pre-
sentes en el espacio pueden afectar su caracter absoluto. En este
sentido, la Homogeneidad del Espacio puede expresarse en la si-
guiente forma:

Las Leyes Fisicas son Invariantes bajo traslaciones en el
Espacio.

En forma andloga, cualquier orientacién en dicho espacio es
completamente equivalente, existiendo siempre la libertad c!e
escoger alguna como orientacion de referencia. Esta escogencia
arbitraria no cambia las Leyes Fisicas. En este orden de ideas, la
Isotropia del Espacio la establecemos diciendo:

Las Leyes Fisicas son Invariantes bajo rotaciones en el Espacio.

De las anteriores consideraciones surge la necesidad de fija.lr en
el ESPACIO y en el TIEMPO un punto y un instante de referencia, lo
cual puede hacerse con la libertad que se quiera. Introducimos, en-
tonces, el concepto de Sistema de Referencia:

DEF.(1-3): Se entiende por SISTEMA INERCIAL DE REFE-
RENCIA un Cuerpo o Conjunto de Cuerpos respecto de los
cuales se mide el movimiento de los demds. En dicho Sistema,
el origen del Tiempo es completamente arbitrario y todo cuer-
po aislado permanece en reposo o posee un movimiento natu-
ral indefinido en linea recta.

DEF.(1-4): Se entiende por MOVIMIENTO de una Particula
la variacion de su posicion al desplazarse en el Tiempo res-
pecto del Sistema de Referencia

DEF.(1-5): La TRAYECTORIA. de una particula es el lugar
geométrico de las posiciones que ocupa en el Espacio al des-
plazarse en el Tiempo.
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1.3. PARTICULA E INERCIA

Las anteriores definiciones nos suministran los elementos me-
diante los cuales es posible describir el Movimiento de una Parti-
cula; sin embargo, aparte de su nombre (particula), nada hemos dicho
sobre el sujeto del movimiento, sobre su naturaleza. Es lo que se
pretende mediante las siguientes definiciones:

DEF.(1-6): Se entiende por PARTICULA MATERIAL un aglo-
merado de Materia de dimension nula. En un instante dado
del tiempo, una Particula Material estd representada en el
espacio por un Punto Geométrico y en si misma es invaria-
ble e indestructible.

DEF.(1-7): La INERCIA de una Particula Material es la pro-
Pledad que ésta tiene gracias a la cual mantiene indefinida-
mente su Estado Natural de Movimiento.

DEF.(1-8): La MASA de una Particula Material es una Medi-
da Cuantitativa de su Inercia. En consecuencia, como se de-
duce de la DEF.(1-6), este valor permanece constante y en
cuanto tal, la diferencia de las demds Particulas Materiales.

1.4. OBSERVACIONES Y DISCUSION

Como ya se estableci6, el conjunto de definiciones no implica ne-
Cesarlamente una Gnica interpretacién de los conceptos de espacio,
tiempo, particula. etc. La historia del pensamiento cientifico revela la
NO unanimidad existente entre los trabajadores de la ciencia en cuanto
al concepto que tenian sobre este tipo de entes y sus propiedades.

No se pretende en lo que sigue agotar la discusién sobre el tema;
conviene si, a manera de ilustracién y pecando de simplistas, repa-
sar las concepciones de Espacio en Aristoteles, Newton y Einstein,

en particular en cuanto se refieren a la naturaleza de los fenémenos
fisicos que en él se suceden.

Pa1:a ARISTOTELES el Espacio es finito, con origen en el centro
de la tierra, punto que adicionalmente corresponde al Lugar Natural
de los cuerpos pesados, en la misma forma que la periferia lo es para
los cuerpos livianos, tales como el fuego. Este Espacio es
Anisotropico en cuanto que en él existen direcciones privilegiadas,
para el Movimiento Natural de los cuerpos: hacia el Centro para los
Cuerpos Pesados y hacia la Periferia para los livianos. Esta circuns-
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tancia implica, adicionalmente, que el Movimiento de los Cuerpos,
en cuanto estado Natural, no es perenne sino un estado transitoriol®!

Segun NEWTON, “...el espacio absoluto, en su propia natu-
raleza, sin relacion a nada externo, permanece siempre semejan-
te a si mismo e inmévil...”. En este Espacio, el movimiento de los
cuerpos es un Estado Natural indefinido (Postulado de la Inercia),
equivalente para cualquier direccién (Isotropia). También en con-
traposicion a Aristoteles el Espacio, segin Newton, no puede ac-
tuar sobre los cuerpos; por consiguiente, salvo la existencia de
acciones externas, aquellos permaneceran indefinidamente en su es-
tado natural de movimiento; como se verd posteriormente, se re-
fiere al Postulado de la Inercia de Galileo: en concreto al reposo o
al movimiento rectilineo uniforme respecto de un sistema de refe-
rencia en reposo en el Espacio Absoluto.

En el marco de la Teoria Especial de la Relatividad, formulada
por EINSTEIN en 1905, Espacio y Tiempo toman un caracter emi-
nentemente relativo, consecuencia del postulado central de la teo-
ria, cual es el caracter Absoluto de la Velocidad de la Luz en 531
vacio. La Invariancia de las leyes Fisicas en sistemas de referencia
que se mueven uno respecto de otro con velocidad rectilinea y uni-
forme (Teoria Especial de la Relatividad) no es ahora consecuencia
de las propiedades de homogeneidad e isotropia del espacio y del
tiempo, como lo es en la formulacién newtoniana, sino que se intro-
duce como un “Postulado” adicional. Una interesante discusion so-
bre el caracter relativo de los conceptos de espacio y tiempo puede
leerse en las obras de M. BORN!), del propio EINSTEIN!"! y mu-
chos otros estudiosos que han dedicado no pocas horas de su labor
cientifica al estudio de este tipo de problemas!®!. Un brillante y
entretenido estudio sobre este tipo de problemas lo constituye la
obra de Stephen Hawking, “La Historia del Tiempo ™ ®).

ARISTOTELES: «Del Cielow, libro 11, cap. 1/2; en «Obras», Edit. Aguilar, Madrid,
1967, pp 755/760.

Max BORN: «Einstein sTheory of Relativity», DBOVER Pub. N. Y., 1965.
Albert EINSTEIN et al.: «La Toria de la Rlatividad», Alianza Editorial S. A., Madrid, 1981.

José GRANES S.: «Los conceptos de Espacio y Tiempo en la Fisica Cldsica y el la
Relatividad Especialy, Rev. Col. Fis. 14, 115 (1980). «Dos Concepciones sobre el Espa-
cioy el Tiempo: Newton y Berkeley», Naturaleza, 2, 36 (1983).

Stephen HAWKING: «Historia del Tiempo - Del Big Bang a los agujeros negros», Edit.
Critica - Grijalbo S. A., Santafé de Bogot4, 6a De., 1992, CAP. II.
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El concepto de MASA, como los conceptos de Espacio y Tiem-
po, ha tenido también su propia evoluciéon. Para NEWTON, la MASA
es la medida de la Cantidad de Materia y, en cuanto tal, para una
particula, debe conservarse. Sobre el particular, vale la pena resaltar
que la definicién de Newton es tautolégica, en cuanto que, tal como
textualmente lo dice en su “Definicion Primera”, “... es la medida
de la misma (de la materia), surgida de su densidad y magnitud
conjuntamente”'°), La “Densidad”, sin embargo, es la masa (jcan-
tidad de materia!) por unidad de volumen, luego se estd definiendo
la “Masa” en términos de si misma, lo cual es a todas luces redun-
dante y no es légicamente aceptable.

Contrariamente a la concepcién “sustancialista” implicita en la
mecdnica newtoniana, hacia la segunda mitad del siglo XIX (1850 a
1880) aparece una concepcién Geométrica de la masa seguin la cual,
ésta es consecuencia de un esquema de medicién operacional. En
este esquema Positivista (EULER, MACH, HERTZ), la Dinamica,
mediante una apropiada axiomatizacién, puede ser reducida a la ci-
nemadtica. En palabras de MACH:

“Cuerpos de igual masa son aquellos que, actuando el uno
sobre el otro, causan en cada uno de ellos aceleraciones igua-
les y opuestas.... En nuestro concepto de masa no hay ‘canti-
dad de materia; todo lo que contiene es el establecimiento
exacto, la designacién y la denominacién de un hecho™ '}

Para MAXWELL, el concepto de mayor importancia no es propia-
mente el de la Masa sino el de FUERZA, méas exactamente el de
INTERACCION entre Particulas. No introduce una definicién de
MASA, pero introduce, como posteriormente lo hizo MACH, el crite-
rio de “Comparacién” e igualdad entre la masa de dos particulas, as;
como también los criterios para su estimacién numérica, pero siem-
pre asociados al concepto, para él fundamental, d¢ FUERZAN?!

En nuestro caso, y tal como ha sido introducido en la DEF. (1-9),
hemos adoptado.la concepcién sustancialista de Newton, aun cuando
no como la medida de la Cantidad de Materia, sino como la medida
de una propiedad més fundamental, inherente a la materia misma, la
Inercia, la “Fuerza Insita” de que habla Newton en su obra.

Isaac Newton: op. cit., p 223.

Ernst MACH: «The Science of Mechanics: a critical and historical account of its
devolopment» ,The Open Court Pub. Co., La Salle, Ill, 6th. De., 1960, pp 266/267.
James Clerk MAXWELL: op. cit., pp 32/35.

CarituLo 11
CINEMATICA

La CINEMATICA desarrolla los elementos cuantitativos me-
diante los cuales es posible describir el movimiento de las particu-
las en el espacio en funcién del tiempo, sin entrar a discutir las causas

que lo generan o lo alteran.

Adicionalmente, partiendo de la hipétesis de que e’l estudio del
movimiento de los cuerpos materiales (Sistemas de Particulas) puede
hacerse a partir de una descripci6n del mpvimlento de sus partes (se
supone compuesto por particulas), se entiende que es la Cinematica
del Punto Material la que deber estar perfectamente establecida en la
mecanica.

2.1. UNIDADES Y PATRONES DE MEDIDA DE ESPACIO
Y TIEMPO

Determinar valores cuantitativos se asocia necesariamente a la
realizacion de EXPERIMENTOS, mas exactamente, al proceso de
MEDIR. Por su propia naturaleza, la CINEMA_TICA debe entonces
entenderse con el problema de medicién de Longitudes y Tiempos: De
acuerdo con lo establecido en la DEF.(1-3) respecto de[ origen arbi-
trario de este ultimo, lo que se requiere es realizar medlclonqs de In-
tervalos de Tiempo entre Eventos o situaciones fisicas definidas. En
otras palabras, se mide Duracién.

El proceso de Medir implica la preexistencia de un PATRON
DE MEDICION y de una UNIDAD DE MEDIDA, estando siem-
pre el experimentador en libertad absoluta de escogencia en ar_nbos
casos. Sin embargo, y aceptando que los que se obtengan requieren
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ser comunicables, tanto el Patrén de Medicion como la Unidad de
Medida deben ser universalmente aceptados. En la actualidad
puede decirse que la Comunidad Cientifica ha logrado un aceptable
consenso en cuanto al establecimiento de patrones unicos de medi-
cién, no asi en cuanto a la aceptacién de Unidades de Medida; la
Yarda, la Milla, el Pie, etc., son unidades de medicién de longitud
extensamente aceptadas y distintas al de mayor aceptacion, el Me-
-tro, y en general el Sistema Métrico Decimal, sistema que, en el
caso que nos atafie, emplearemos en lo sucesivo.

DEF.(2-1): EL PATRON DE LONGITUD es la longitud de onda
de la radiacion emitida por el Kriptén 86 ("Kr) entre los ni-
veles atomicos 2P y 5Ds.

DEF.(2-2): EL METRO es la Unidad de medida de Longitud,
Y corresponde a 1°650.763,73 veces la longitud del Patron
previamente establecido.

DEF.(2-3): EL PATRON DE TIEMPO (de Duracion) es el pe-
riodo de la radiacion correspondiente a la transicion reso-
rante entre los niveles hiperr'ﬁnos del estado fundamental del
dtomo de cesio 133 (133Cs)""

DEF.(2-4): EL SEGUNDO es la Unidad de Medida de Tiem-
Do, Y corresponde a la Duracion de 9.192'631.770 veces el
periodo de la radiacién del Patréon establecido.

. Conviene resaltar que, aun hoy en dia, sigue siendo valida la apre-
ciacién de NEWTON respecto del proceso de medicién del tiempo,

que siempre se realiza mediante el movimiento de algin cuerpo. Dice
textualmente:

“_El tiempo absoluto, verdadero y matemdtico, en si y por su pro-

Pia naturaleza, sin relacién a nada externo, fluye uniformemen-
te, y se dice con otro nombre duracién. El tiempo relativo,
aparente y vulgar es alguna medida sensible y exterior (precisa
o desigual) de la duracion mediante el movimiento, usada por el
vuigo en lugar del verdadero tiempo; hora, dia, mes y afio son
medidas semejantes” (el resaltado no es original)"”’

;%C dle;slzhysib» Brockhaus Verlag, Leipzig, 1972, Vol.I pp 847/848; Vol.II, pp 1382/
Y .

Isaac NEWTON: op. cit., ESCOLIO I, p228.

Y
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El Dia Solar Medio del afio 1900, que hasta hace algunos afios
fue el patrén de tiempo cominmente acordado, corresponde aproxi-
madamente a 86.400 segundos de los contemplados en la DEF.(2-
4). También el periodo de oscilacién del atomo de Nitrégeno entre
dos posiciones simétricas en la molécula de Amoniaco (NH,) fue,
en su oportunidad, aceptado como patréon de tiempo. En general,
cualquier patrén de tiempo de los hasta ahora utilizados, ha
involucrado necesariamente el movimiento de algin cuerpo. Queda
al estudiante averiguar, en el caso del patron de duracién introduci-
do en la DEF.(2-3), ;cuail es el cuerpo en movimiento?

La escogencia aparentemente sofisticada de los anteriores Pa-
trones de Medicién estid intimamente ligada a las propiedades que
de ellos se exige para que logren la aceptacién universal de la que
anteriormente se hablé. Un Patrén debe ser Invariable en el tiempo;
esto es, debe permanecer siempre en su estado original. Adicional-
mente debe ser Reproducible, en el sentido de que, al ser trgmsfor—
mado en Instrumentos de Medida, se debe garantizar que siempre
se podrd contar con uno de tales instrumentos en cualquier parte, y
en la seguridad de que es, en cuanto al resultado de una medicion
que con cualquiera de ellos se haga, idéntico al origlpal. S?n e’stas
propiedades las que finalmente han llevado a la comunidad c1e{1t1fica
a proponer y a aceptar Patrones de medida a partir de caracteristicas
atoOmicas de la materia

2.2. MEDICION

Puede decirse que Medir es comparar una magnitud fisica con
el patrén correspondiente. Existen, sin embargo, propiedades fisi-
cas que no requieren la existencia de un Patrén y su valor puede
obtenerse por mediciones indirectas de otras magnitudes fundamen-
tales mediante instrumentos adecuadamente calibrad(?s: En c1_1alqu1er
caso, puede decirse que en todo proceso de medicién existe una
Interaccién entre €l Sistema Medido (observado) y ¢l Instru-
mento de Medicién (el cual incluye al Observador). Esta
interaccién, dependiendo del instrumento empleado, dara una ma-
yor o menor Confiabilidad al resultadq obtemd_o, y generard durante
el proceso una mayor o menor alteracién del sistema observado. Es
claro que si la alteracién del sistema es despreciable, una manera
apropiada de mejorar la Confiabilidad del rgspltado exper}n:nental es
mediante la repeticién del proceso de medlclffm en condiciones si-
milares; las reglas de la Estadistica nos permiten no solamente dar
un resultado final cuantitativo del proceso, sino adicionalmente
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obtener una medida de la Confiabilidad del mismo a partir de la
dispersion de los resultados individuales. En este caso se dice que
los procesos de medicién, cominmente conocidos como
EXPERIMENTOS, tienen Independencia Estadistica, entendiendo
por ello que las distintas mediciones son completamente indepen-
dientes entre si; condiciones tales como, por ejemplo, el orden en
que fueron realizadas, no afectan el resultado promedio final como
tampoco el resultado obtenido en uno de los experimentos afecta
al siguiente ni es afectado por el anterior.

Cuando se realizan mediciones en fisica, EXPERIMENTOS,
no siempre es posible eliminar completamente la alteracién del sis-
tema observado, lo cual presenta complicaciones en diversas situa-
ciones experimentales. Asi por ejemplo, cuando es preciso realizar
lo que podriamos llamar Mediciones en Cadena o Sucesivas de una
misma magnitud fisica, si el requisito de Independencia Estadis-
tica no se cumple por razén de la alteracién que se genera en el
s:stemq medido, serd necesario cuantificar esta alteracién, pues ella
se manifiesta en una dependencia implicita entre una medicién y las
subsiguientes. Si esta alteracién no es cuantificable, el resultado de
la medicién pierde cada vez mds confiabilidad.

Un caso corriente de lo anteriormente expuesto se presenta
cuando es preciso realizar mediciones simultaneas de dos cantida-
des y la determinacién de una de ellas requiere realizar mediciones
de 1la otra. Es el caso, por ejemplo, de medir simultineamente la
Posicién y la velocidad de una particula; si al realizar la medicién de
la posicién alteramos grandemente el sistema, ;qué podemos decir
acerca de la confiabilidad de la medicion que simultdneamente es-
tamos realizando de velocidad, la cual, como lo estudiaremos pos-
teriormente, requiere de dos mediciones de posicién? La
profundizacién en el an4lisis sobre este tipo de situaciones experi-
menta_tles llevé al establecimiento de nuevas leyes de la naturaleza
que rigen la dindmica de las particulas pequeiias; sobre el particular
textualmente escribe HEISENBERG:

“.la z:nteraccién entre el observador y el objeto causa gran-
des e incontrolables cambios en el sistema observado, debido
a los cambios discontinuos de los procesos atomicos. La
consecuencia inmediata de tal circunstancia es que en el caso
general todo experimento que se realice para determinar una
cantidad numérica hace que el conocimiento de otras sea ilu-
sorio, por cuanto la perturbacion incontrolable del sistema
observado altera los valores de cantidades previamente de-

T

CINEMATICA 11

terminadas. Si esta perturbacion se analiza en sus detalles
cuantitativos, se encuentra que en muchos casos es imposible
obtener una determinacion exacta simultinea de valores de
dos variables, pero que existe un limite inferior a la precision
con la cual pueden ser determinadas... este limite inferior pue-
de postularse como una ley de la naturaleza (en la forma de
las llamadas relaciones de incertidumbre)...” (los resaltados
son nuestros)m'

No es nuestro interés el estudio de las particulas materiales de
que habla Heisenberg, Particulas Microscépicas, sino el estudio de la
Mecanica de Cuerpos Microscopicos. En este caso partimos siempre
de un supuesto implicito referente a la medicion de cualesquiera mag-
nitudes fisicas: suponemos que, en principio, siempre sera posible eli-
minar la interaccién entre el objeto y el observador (esto es, siempre
podremos reducirla a valores despreciables). Para ello partimos de la
base de que, o bien dicha perturbacién no existe, o siempre es posible
la realizacién de experimentos de control que permitan cuantificar
dicha perturbacidon y excluirla del resultado del experimento. Por con-
siguiente, y ciertamente con validez restringida a los fenémenos ex-
plicados por la Mecdnica de Cuerpos Microscopicos, es posible
establecer el siguiente Postulado:

POSTULADO GENERAL DE LA CINEMATICA: El Resultado
de cualquier medicion fisica puede ser siempre tan exacto como
se quiera; la interaccion entre el instrumento de medida y el
sistema observado puede siempre ser eliminada del valor expe-
rimental final.

Sera este postulado el que, de ahora en adelante, nos per-
mitird eliminar de la discusiéon problemas referentes al valor grande o
pequefio de las magnitudes medidas, o al problema de la determinacién
simultdnea de varias de ellas. Este postulado determina todo proceso de
medicién experimental en lo que se conoce como Fisica Clasica, ex-
perimentos que cumplen siempre uno de dos objetivos esenciales: o bien
nos conducen al establecimiento de Leyes de la Naturaleza (leyes em-
piricas), o bien nos permiten comprobar o negar las asunciones que
nuestro razonamiento (légico y matematico) nos lleva a hacer sobre el
comportamiento de la naturaleza en situaciones por si mismas no evi-
dentes; digamos que a comprobar la capacidad predictiva de nuestra teoria.

? W. HEISENBERG: Zeitschrift fir Physik, 43, 172 (1927). Citado por el mismo autor en

«The physical principles of the quantum theory». DOVER Pub., N. Y., 1949, pg 3
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2.3 CINEMATICA UNIDIMENSIONAL!

Como su nombre lo indica, la Cinemdtica Unidimensional des-
cribe el movimiento de particulas materiales cuya trayectoria es una
recta, a lo largo de la cual se realizan todas las mediciones de posi-
cién (‘Espacio’) necesarias.

De acuerdo con lo ya establecido, la Linea Recta a lo largo de
la cual se realiza el movimiento la asociamos a una direccién arbi-
traria en el espacio euclidiano, sobre la cual fijamos arbitrariamen-
te un origen, que bien puede corresponder a la posicion de la particula
en el instante =0, o en general en un instante conocido =1, (por su
caracter homogéneo, el origen del tiempo es irrelevante en la de-
terminacién de las leyes de la naturaleza). La Posicién de la parti-
cula en un instante cualquiera ¢ la representaremos por x(72).

2.3.1. Velocidad y trayectoria: primero y segundo problema
de la cinemdtica

DEF.(2-5): LA VELOCIDAD MEDIA de una particula material
en un intervalo de tiempo At = t,- t,, t,> t,, se define como el
cambio de la posicién de la particula medido por unidad de tiem-
Po. Six(t,) y x(t,) representan las posiciones de la particula en t,
Y t, respectivamente, se tendrd entonces:

- x(tz)_x(tl )
I, —

12 (2-1)

i La definici6n anterior no impone limitacién alguna al intervalo de
qs;l;?g A:;; vale glec§r, éste puede ser tan grande o pequefio como se
necesa por consiguiente, la determinacién de la «Velocidad Media»

Sarlamente estara asociada al tamafio del intervalo de tiempo y

4 . . .
Parte de la discusién que sigue se halla publicada en el articulo del autor: «Una revision
sobre los fundamentos generales, primero y segundo problemas de la cinemdtica», MO-
MENTO, 6, 61 (1992).
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a los instantes en los cuales se
X(t) mide. Asi por ejemplo, en la

Figura 2-1

FIG.(2-1) se representa una tra-
yectoria x(?) en diferentes in-
tervalos, que pueden tener el
mismo valor At; pero, en cuanto
medidos entre instantes diferen-
tes, conducen por lo general a
valores diferentes para la Velo-
cidad Media, numéricamente re-
presentada por los respectivos
valores de la tangente de los an-
gulos a,, a,, y a,, para los res-
pectivos intervalos ¢,-¢,, f,-¢, y
t-t, . No es dificil percatarse
de que, en el caso general,

Q¥ O3, # Qi34

Vi3 ¥ Va3 & V3q

Ahora bien: de conformidad con lo visto, no hay limitacion alguna
para la precisién con la cual puede medirse el intervalo de tiempo
At, como tampoco los valores de x(¢). Como se aprecia en la FIG.(2-

2), Es posible asociar a cada ins-
tante de tiempo un valor de
velocidad definido, v(?), el cual
correspondera a la tangente del
angulo a, formado por la tan-
gente a la curva que representa
la posicion de la particula, x(?),
en el instante de tiempo, ¢. En
consecuencia, definimos:

DEF.(2-6): La VELOCI-
DAD INSTANTANEA de
una particula material en
un instante dado t estd
dada por la relacion,

Xt
X

tr—t— ¢ — ¢

Figura 2-2
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v(t)=lim=

x(£)—x(1) _ rana 2-2)
e t'— f

bajo la condicion t’-t = 0.

Antes de continuar conviene recordar algunos conceptos mate-
maticos que nos seran de utilidad en lo sucesivo, conceptos que
trataremos de introducir sin el rigor extremo que los matemdticos

q!.us1era1} Yy, en cualquier caso, sin alejarnos de nuestras considera-
ciones fisicas.

) Considércse el conjunto de valores {t, ty ty - t,} t,<t, aso-
CIadgs. a instantes de tiempo en los cuales se realizan un conjunto de
mediciones de la posicién de una particula, x(t), x(t,), x(t;),... x(t,)},
(0, en el caso general, de mediciones de cualquier propiedad de dicha
particula). Decimos que 4r=(z,- ¢,) representa el tamaifio total del
Intervalo de tiempo (dominio) en el cual se halla definida la posi-
cion; el conjunto ¢, ¢, ¢, ..., ¢t} lo denominamos Discreto y Orde-
nado en cuanto que es posible establecer una correspondencia uno
a uno entre los elementos del conjunto y los nimeros naturales,
tales que si k< j = ¢, < t. Los valores 4t = (t,,, - ,) representan

submtgryalos disyuntos que fisicamente asociamos a medidas de
Duracién.

) Recordemo§ sin embargo que en la concepcién newtoniana el
tiempo es Continuo y varfa uniformemente. En otras palabras, cual-
quier intervalo de tiempo ser tal que entre dos cualesquiera valores
pertenecientes a dicho intervalo, sean ellos ¢y ¢’, t<t’, siempre
existira por lo mMenos uno que pertenece al mismo intervalo, ¢”, tal
que r<t”<t. Se dice entonces que en el caso general cualquier inter-
valo de tiempo, no asociado necesariamente a instantes en los cua-

les se han realizado mediciones Discretas de propiedades de la
particula, es Denso y Ordenado

. Desde este punto de vista, sin asociar a experimentos o medi-
clones, €s preciso pensar siempre que las propiedades que asigna-

mos a nuestra particula, tal el caso de su posicién, son Funciones

Continuqs' y univaluadas del tiempo. Por su parte, las mediciones
de duracion pueden ser tan pequefias y precisas como se quiera, lo
cual realmente lo interpretaremos como la posibilidad de llegar a
las leyes generales de movimiento, leyes en ese Espacio y Tiempo
continuos, a partir de mediciones discretas de las propiedades (po-
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demos llamarlas Observables) de nuestra particula (o Sistema de
Particulas). Una seleccién de un conjunto discreto, ordenado y enu-
merable de valores de tiempo pertenecientes a un determinado in-
tervalo denso lo denominamos una Particién de dicho intervalo.

Hechas las anteriores aclaraciones matematicas, podemos en-
trar a resolver lo que denominaremos un primer problema de la
cinematica, relacionado con la posibilidad de asociar mediciones
del movimiento (velocidad de una particula material) a diferentes
valores de tiempo asociados originalmente con mediciones de la
posicion de dicha particula.

LEMA(2-1): Primer Problema de la Cinemadtica: Si se conoce
la posicién de una Particula Material, x(t’), para cualquier
valor dado de tiempo te[t, t ], entonces es siempre posible, a
partir de los valores conocidos de la posicion, asignar un unico
valor de velocidad, v(t), a cualquier valor t contenido en el
conjunto t €ft, t), o bien te (1, t], siendo [t, t ], un conjunto
de valores de tiempo discreto o denso.

DEMOSTRACION: La demostracién, dado un conjunto discreto
[t, t ], parte de la definicién de velocidad media, EC.(2-1); dada una
particién con n valores diferentes de ¢, es posible definir hasta (n-l)
intervalos A¢, = ¢, - ¢, que no sc superponen, en los cuales es posible,
de acuerdo con ld DEF.(2-5), calcular la correspondiente velocidad
media; haria falta solamente definir un criterio para asignar el valor
calculado, v, bien al valor del tiempo en el inicio del intervalo, ¢, o al
instante ﬁnél, ¢t . Si el criterio es el primero, es posible calcular
hasta (n-1) valores posibles de velocidad para los posibles valores
de teft, t). Similarmente, si el criterio es la asignacién del valor de
la velocidad media al valor final de tiempo en el subintervalo dado,
se obtendrian hasta (n-1) valores de velocidad para los posibles va-
lores de te(z, ¢, /. Alternativamente, por cuanto el tiempo real es
continuo, siempre es posible definir una particion [t’,,t" ) isomorfa
con la representada por /¢, ,¢, ); s€a, a manera de ejemplo:

ty=5 0 =)

N | —
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El valor de la velocidad media en el intervalo As; =(z,_, - t) puede
asignarse al instante ¢,’ en el conjunto isomorfo de valores de tiem-
po, 0 a cualquier otro valor de tiempo ¢” tal que ¢, < "' <¢_,

De otra parte, siendo la posicién de la particula necesariamente
una funcién univaluada en el tiempo (dado un instante ¢ existe un
unico valor posible x(?)) y entendiendo también que para cualquier
t'eft, t], x(t’) es finito, la DEF.(2-6) nos permite calcular, para in-
tervalos densos, el valor:

w() = lim x(t')—x(2) _ dx(1)
= t'—t dr

(2-3)

Este valor siempre existe en razén de la continuidad de la fun-
cién x(?) y es calculable por cuanto el intervalo (z’-¢), (jmedicion de
duracién!), no.importa que tan pequefio sea, mientras no sea nulo,
puede siempre ser medido tan exactamente como se quiera, como
también lo son los valores x(¢) y x(t’). Esto es, que la velocidad de la
particula Puede calcularse mediante la Derivada de la Funcion
que representa su Posicion en funcién del tiempo. x(z) esta com-
pletamente definida en todo ¢’y ¢ en el intervalo denso /¢, .7, /. )

La demostracién anterior, en lo que se refiere a conjuntos den-
sos, puede dejar la impresién de que para poder calcular la velocidad
es necesario conocer la forma analitica de la funciéon x(z). Realmente
ello no es asi; la utilizacion de la Derivada constituye solamente una
herramienta para calcular la velocidad; la fisica del problema est con-
tenida en la EC.(2-1). La EC.(2-2) puede ciertamente aceptarse como
una definicién de velocidad en ¢, pero serd siempre un valor medio en
el subintervalo (z’,¢), pues lo importante es la duracidon que éste
representa, (¢’-t), que es lo realmente medible, no importa que tan
pequeiio sea.

EJERCICIO (2-1): La tabla adjunta reine las mediciones de Espacio y Tiem-
po realizadas sobre una particula material. Se pide calcular los valores correspondien-
tes de la velocidad en el intervalo (0,10) segundos.

It[s]012345678910|
Ix(t)[m] 0 |l07110]15(30]|60]|40] 35 (32130 1,7|
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SOLUCION: En este caso particular tomamos los intervalos de tiempo iguales,
Ar=1s. A partir de la Definicion en la EC.(2-2), puede calcularse la tabla de velocidad
correspondiente. Sin embargo, conviene hacer notar que, de acuerdo con fa demostra-
cion del LEMA (2-1), tenemos hasta tres posibilidades iniciales para construir la tabla
de tiempo correspondiente a los valores de velocidad, bien sea que se escojan los
intervalos (0,9) [s] 0 (1,10) [s], o0 en cada caso se escoja para la asignacién de la
velocidad el valor medio de tiempo indicado en los extremos de cada valor del interva-
lo, At. Es lo que se representa en la tabla de velocidad adjunta como escalas de tiempo
ot Yt

ty [s] 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

t2 [s] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

13 [s] 05 |15 |25 |35 |45 |55 |65 |75 |85 |95
vim/s} |07 103 |05 |15 |30 [-20 |-05 |-03 |-02 |-1,3

8 30 ' 6 |
- g ,,
g, £ ™
= |
0, 3 1.0. |
) g
0 2 8
0 ° 1
ﬂ. 1 E "1-0: |
1234135678010 T s 15878910
TIEMPO (s) TIEMPO (s)
(a) (b)

Figura 2-3

La FIGURA (2-3) (a) muestra la posicion de la particula en funcién del tiempo,
x(1), de acuerdo con los datos en la tabla correspondiente. En la FIGURA (2-3) (b) se
muestran las graficas de velocidad en cada una de las tres aproximaciones anterior-
mente descritas. Obsérvese que para este caso particular, la aproximacién correspon-
diente a la serie de tiempo¢, aparece como la més aceptable (;por qué?). No es dificil
tampoco colegir el hecho de que las diferencias se hacen notorias, en parte por el
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pequeiio niimero de subintervalos en el intervalo total; vale decir, por lo «grueso» de
la particion. Tales diferencias desaparecen paulatinamente a medida que la particion
se hace mas fina; consecuentemente puede suponerse que no existen en el limite

continuo, en otras palabras, cuando alcanzamos un intervalo denso de valores de
tiempo. :

EJERCICIO (2-2): La trayectoria de una particula puede describirse por la
ecuacion, e
x(t)=x,(1-€"")
O<t<ty)
SOLUCION: Por cuanto la trayectoria esta representada por una funcién con-

tinua y derivable en todo el intervalo (0.t ), es posible calcular la velocidad de la
particula a partir de la derivada. Facilmente se obtiene:

we)= (x%) e™'"

0<t< tf

10 1.0
e s "1\ 0= (x(0) Mexp4m)
S s X 08
5. E
X | f [O=Xoptemam} S

02 021

009 10 20 88 40 50 W00 10 20 S0 40 50

TIEMPO/T TIEMPO/T
(a) (b)
Figura2-4

CINEMATICA 19

EJERCICIO (2-3): La Trayectoria de una particula material esta definida por
los valores de posicion dados en la tabla adjunta. (a) Construir la correspondiente
grafica de posicion en funcion del tiempo. (b) Calcular los correspondientes valores
de la velocidad y hacer la correspondiente grafica en funcion del tiempo interpolando
linealmente los valores correspondientes.

tfs] 0 1 2 3 4 5 6 7 8
x(t) [m] 0 2 4 10 25 30 40 60 85
t [s] 9 10 11 12 14 16 17 17,5 18
x(t)[m) | 100 [ 110 | 110 | 110 | 110 | 110 | 108 | 100 85
t{s) 18,5 19 1951 20 | 20,5 | 21 22 23 24
x(t)(m] | 70 63 60 67 75 80 90 96 98
t{s) 25 27 30 32 35 40 45 50
x(t)[m] { 100 | 100 | 100 } 105 | 110 | 115 | 125 | 130

EJERCICIO (2-4): La trayectoria de una Particula material esta definida
por la funcién:

x(t)=a+bt+ct? +dt’
-cld<t<cld
(a) Estudie graficamente la posicion de la particula para diferentes valores de las

constantes @ y b. (b) Construya en cada caso la grafica de la velocidad en funcion
del tiempo. (q, b, ¢ y d son constantes positivas).

El LEMA (2-1) nos permite conocer la velocidad de la particula
a partir de la informacién que tenemos de su trayectoria; vale la pena
notar que en los diferentes subintervalos de tiempo, al igual que las
mediciones de posicién disponibles, solamente nos es posible co-
nocer dicha velocidad en forma aproximada al inicio, al final o un
instante intermedio de los correspondientes subintervalos; 1o que
pasa en los restantes valores de tiempo intermedios (que de hecho
existen independientemente del experimento que hacemos por cuan-
to el tiempo «fluye uniformemente») no es posible saberlo. Lo que
si podemos asegurar es que, siendo idealmente la posicion de la par-
ticula una funcién continua y monétona, para cualquiera de los
subintervalos existe por lo menos un valor intermedio, llamémoslo
por ejemplo t”, e(t t,) tal que la velocidad media en ¢l sub}nter\{alo
coincide con el valof real de la velocidad instantanea en dicho ins-
tante; es decir,
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3ty e(t.t, )7, = v(ry)

Esta aseveracidén es consecuencia directa de un teorema general
sobre las funciones continuas, conocido como el Teorema del Va-
lor Medio®, que se supone es conocido por el estudiante.

Ahora bien; la pregunta que sigue es acerca de la posibilidad de
determinar la posicién de la particula en cualquier instante de tiem-
Po en un determinado intervalo, cuando en cualquier instante en di-
cho intervalo conocemos la velocidad de la particula. La posibilidad
real de hacerlo nos lo dice el siguiente lema.

.

LEMA(2-2): Segundo Problema de la Cinemdtica: Si para
todo instante t'eft, ,t ], [t, .t,] un conjunto discreto o denso
de valores de tiempo, se conoce la velocidad de una particula
material, v(t'), entonces es siempre posible conocer la posi-
cion de la particula, x(t), para cualquier instante dado te/t,
L], si adicionalmente se conoce una medida de la posicion,
x(t,), para un valor arbitrario, t,&[t, .t ].

DEMOSTRACION: Pode-
mos hacer uso de la FIG.(2-5),
la cual representa, para el caso
dp un intervalo denso y arbitra-
rio, la velocidad de una determi-
nada particula. El valor v(t ) se
Supone, de acuerdo con la hipo-
tesis sentada en el enunciado del
Lema, conocido, como conoci-
do es también el valor ¢, A partir
de este valor hasta t, ir‘:stante en
el cual queremos conocer la po-

sicién de la particula, hacemos V(‘I)
una particién del subintervalo [t,

Vitg)]-----------

J
[}
1
1
+
!
1
1
1
"

t'

0] < [t ,t], (N<n) en i '

il - k “k+1 In
mentos AZ = ¢ - ¢, . La magnitud
de estos incrementos (que de he- Figura 2-5

cho corresponden a me

- didas de duracidén), en el caso de un intervalo
discreto, estard dete

rminada por los instantes en los cuales se rea-

X‘;; por ejemplo: N. PISKUNOV: «Differential and Integral Calculus», MIR, Mosct, p
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lizaron las correspondientes mediciones de velocidad; en el caso de
un intervalo denso la magnitud de tales incrementos serd arbitraria.

A partir de la definicién de Velocidad Media para cada incre-
mento de la particién puede escribirse:

x( tk+] )- x(tk )= Vas, (tk+l =1 ) (2-4)

Vy, es la velocidad media en el intervalo Az, = ¢, - ¢ ,- Sumando
a ambos lados sobre todos los intervalos posibles, se obtiene:

N-1
1) =x(t)= D Vs (Lo =1
x(ty ) - x(1, ;, an, (teer = 12 25

Observando detenidamente la EC.(2-4) encontramos que el lado
derecho corresponde al «area» del rectangulo formado por el apcho
del intervalo A¢, y la «altura» representada por la corre_spondlenfe
velocidad media, V,, . Esta area, cuando ¢, > I,y la velocidad media
la reemplazamos por la velocidad instantanea en /,,, v(t,. ,),. es, para
una funcién v(¢) creciente, ligeramente mayor a la que existe real-
mente bajo la curva de velocidad y, como facilmente puede demos-
trarse, menor para cuando la funcién de velocidad es decreciente.
Obsérvese que si en la EC.(2-4) reemplazamos la vel.ocl.dad media
por el valor instantineo v(z), el criterio anterior se invierte total-
mente. De otra parte, si la funcién v(?) crece o decrece linealmente
en el intervalo Atz , el «area» que representa la E(;.(2-5) correspc_mde
exactamente al «area» bajo la curva de velocidad, igualdad que siem-
pre podremos tomar como valida para intervalos de tiempo At sufi-
cientemente pequefios pero, en cualquier caso, no pulos. En este
orden de ideas, observando que ¢, no es otro que el instante ¢ en el
cual pretendemos conocer la posicién de la particula, .x(t), la EC.(2-
5) representard, en forma aproximada, el «area» bajo la curva de
velocidad en el intervalo [z,, =t,].

De otra parte, la EC.(2-5) podemos escribirla en dos formas al-
ternativas, de utilidad segin el tipo de problema que estamos tratan-
do. En primer lugar, en la suposicién de un conjunto de valores
discretos de velocidad, para la velocidad media en el mtervglo At
podemos tomar el valor promedio de las velocidades en los instan-
tes ¢, y ¢, ; en este caso tendremos:
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N- (2-6)
x(tN)=x(t.,>+%Z[v(tk YRYCAN) (R

k=0

Igualmente, dado el caso de contar con una expresién analitica
para la velocidad de la particula, v(z), encontramos que las expresio-
nes (2-5) o (2-6), cuando la particién la hacemos infinita, (lim N-—o0),
no representan otra cosa que la definicién de la Integral bajo la curva
de velocidad en el intervalo [z, ,¢]; en consecuencia el cdlculo de la
posicién podra hacerse utilizando esta particularidad de la funcién

v(t):
x(t)=x(t,) +I v(¢)dt' 2-7)

Las expresiones (2-5), (2-6) y (2-7) no son calculables si los
valores x(t,) y t, no se conocen. Fisicamente, el valor x(t, ) corres-
POn_de a una medicién experimental de la posicién de la particula en
un instante conocido, tal como lo establece la hipétesis del Lema.

— A

_ Por lo general en los cursos introductorios de célculo el estu-
diante se acostumbra a términos tales como «Integrales Definidas»
0 «Integrales indefinidas», identificando las primeras como aque-
llas que se realizan entre limites conocidos, algebraicos o numéri-
cos, que definen un «Valor Numérico» de la Integral de la
correspondiente funcién. Cuando no existen tales limites, en gene-
ral se entiende que entre el «Integrando» y la «Integral» existe una
rel'acu'm de transformacién operacional asociada al «Operador» co-
munmente conocido con el simbolo [( )dt.

Siendo consistentes con los planteamientos que hemos venido
sosteniendo, la «Integracién» aparece en nuestros desarrollos como
resultado de procedimientos de céalculo, y en lo que sigue encontra-
remos que ello es siempre asi; podemos asegurar que en la mecani-
ca, dentro del formalismo que seguiremos utilizando, haremos uso
solamente de ‘Integrales Definidas’; por ello siempre deberemos
tener_ presente que la cominmente denominada «Constante de Inte-
gracion», a la que nos han acostumbrado no pocos manuales de
matematicas cuando hablan sobre integrales indefinidas, no tiene en
nuestro contexto otro sentido que el de una «Medicion Experimen-
tal», y en consecuencia estd siempre asociada con un valor numérico
especifico.

1
(i

i
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En la FIG.(2-6) puede verse el sentido que tiene la Medicion a
que hemos hecho referencia (insistamos que Medicién, en nuestro
contexto, se asocia a la realizacion de un Experimento). En un ins-
tante dado, ¢, la particula no puede ocupar sino un unico punto en el
espacio, por ejemplo x(z). Vemos, sin embargo, que muchas posi-
bles trayectorias corresponden a la misma ‘curva’ de velocidad de-
finida en el intervalo (#;¢;). La unica posibilidad que tenemos de
decidir cudl de todas estas curvas corresponde realmente a la tra-
yectoria de la particula de nuestro interés es conociendo, por ejem-
plo, el valor x(t.). Adicionalmente, conocido este valor, cualquier
ora medicién es superflua por cuanto la forma de la curva estd com-
pletamente definida por la funcién v().

x(t)r

Figura 2-6

Un ejemplo doméstico puede aclararnos este punto un poco mas;
pensemos en la ruta de un bus urbano. La «Ruta», en si misma. no es
otra cosa que la GEOMETRIA de una trayectoria, la cual, para el
ejemplo que nos interesa, podemos suponer que es una linea recta.
Si debido al estricto control del trifico urbano la gerencia de Trans
Tuta Ltda. es informada instante a instante acerca de la velocidad de
una de sus busetas, no es posible para el Gerente saber de cual de las
tantas que ruedan por la misma ruta se trata; si es de La Marquesa,
de La Turquesa o de cualquier otra, ni po-ra saber a qué hora pasa-
ré La Turquesa por el paradero de la Calle 10 con Avenida Caracas.
Resolver este problema implica conocer la posicion de la buseta en
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funcién del tiempo, esto es, conocer la x(?) correspondiente a La
Turquesa, y ésta es necesariamente Unica. Sin embargo, si adicional
a la informacion sobre la velocidad de una de las busetas en funcidon
del tiempo agregamos la informacién que nos puede suministrar la
secretaria de la empresa acerca de la hora de salida de La Turquesa
de Usaquén, se tiene todo lo necesario para saber a qué hora estara
ésta pasando por el sitio que nos interesa, en déonde se encuentra en el
instante actual o a qué hora llegara al final de su recorrido para que el
conductor rinda cuentas ante su estricto patrén, don Epaminondas
Tuta. Conviene notar que en este ejemplo, aun cuando algo
caricaturesco, se encuentra el origen real de la programacién del trans-
porte en cualquier sociedad, y bien conocida es, por ejemplo la pun-
tualidad de los trenes europeos, ...jcomo también el peligro que
implicaria que no lo fuesen!.

EJERCICIO (2-5): Los datos de la tabla adjunta corresponden a la velocidad
de una particula material. En el instante t=50 s la posicién de la particula era 100 m
respecto del observador. Calcular la posicién de la particula en los diferentes valores
de tiempo contemplados en la tabla de datos. ;Cual seria la posicién de la particula en
elinstante t=110 s? Construya una grafica para la velocidad y la posicién como funcio-
nes del tiempo; si entre los diferentes valores de tiempo supone que la velocidad varia
linealmente (interpolacion lineal), ;qué puede decir acerca de la variacién continua de
la posicién?
t[s] 0 | 20| 30 40 50 60 80 90 100 | 120
v [km/h] 0 |20} 20 | 30 | 8 | 60 | 60 | S50 30 0

EJERCICIO (2-6) La velocidad de una particula esta dada por la funcién,

2(r—1¢, )x
v(t)__T ( 0) M2 -
z'zy 1+ t=1
2
'y

ty» Xy Y T,, SOnconstantes caracteristicas del movimiento. Si la expresién es
vilidaenel intervalo (t, -2t ,t + 2t,,), entonces : (a) Construya la correspondiente
familia de gréficas para diferentes valores de T,, ; (Cuales el significado de las
constantes t,, X, y t,, ? (b) Calcule la expresién correspondiente a la posicién de la
particula para cualquier valor de t en el intervalo propuesto y construya las correspon-
dientes graficas para los mismos valores de 1,,, que consideré en (a); (c) (Cual es el
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valor maximo de, la velocidad, y para qué valores de¢ la particula alcanza los (2/3) y (1/
3) de éste valor maximo? ;Cual es el valor de la posicion en cada caso?

EJERCICIO (2-7) Construya, con base en su diaria experiencia, la corres-
pondiente tabla de medidas de velocidad de su medio usual de transporte, incluyén-
dose Ud. mismo en caso de ser Peatén. Suponga que las mediciones se hacen todas
sobre una recta; a partir de estos valores, y realizando una medicién apropiada de
posicion, determine completamente su posicion en funcién del tiempo en el lapso
comprendido entre el momento en que Ud. toma el correspondiente vehiculo y el
momento en que llega a la Universidad.

2.3.2. ACELERACION Y TRAYECTORIA: TERCERO Y
CUARTO PROBLEMA DE LA CINEMATICA

DEF.(2-7): LA ACELERACION MEDIA de una particula ma-
terial en un intervalo de tiempo At=1,-1¢, ,t, > 1, se deﬁne
como la medida de la variacién de la velocidad de la particu-
la por unidad de tiempo. Si v(t) y v(t,) representan las veloci-
dades de la particula en t, y t, respectivamente, entonces,

G = v(t,)—v(1,)
12 —fz —-t, (2-8)

De acuerdo con la definicion anterior, la ACELERACION nos dice
qué tan ridpido cambia la velocidad de la particula; pero esta medida
es, en el caso general, dependiente de los instantes inicial y final del
intervalo de tiempo, asi como también del tamaiio del intervalo en
que se calcule (de la duracién entre los dos eventos, 519ndo éstqs los
procesos de medicién de las velocidades). No es preciso repetir so-
bre este particular lo discutido al analizar la EC.(2-1) que define la
“Velocidad Media”. Baste decir que si bien la dependencia temporal
de la aceleracion es caracteristica inherente al movimiento de la par-
ticula, mediante una ‘teérica’ precisiéon absoluta de nuestras medidas
de velocidad en instantes de tiempo ‘infinitamente cercqx}os’, pode-
mos eliminar la dependencia de la medida de la aceleracion respecto
del tamaifio del intervalo empleado para calcularla. Llegamos asi al
concepto de «aceleracién instantdnea», que podemos definir de la
siguiente manera:

DEF.(2-8): LA ACELERACION INSTANTANEA de una par-
ticula material en un instante dado ‘t’ estd dada por la
relacion,
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a(t) = lim X2~V N

' t'—t

Conviene observar que tanto la EC.(2-8) como la (2-9) en la prac-
tica corresponden al mismo proceso de :dlculo numérico; en el se-
gundo caso asignamos, sin embargo. el valor de la aceleracién
calculada al instante ¢ y no a ¢’; esta asignacion es meramente con-
vencional, debida a la forma como, mediante un proceso de limite,
hacemos que el intervalo de tiempo, At, sea «infinitamente peque-
fion; esto es, acercando el valor ¢’ a ¢ (¢'—¢); la expresién seria igual-
mente vilida para definir la aceleraciéon en el instante ¢’, si se acepta
esta vez que es ¢ el valor que se acerca a ¢’ (t—1’).

Cpntinuando con la légica que hemos venido desarrollando, las
anteriores definiciones nos permiten plantear un nuevo problema
de la cinemitica, asociado a la posibilidad de conocer (jmedir!) la
aceleracion de una particula en un instante dado;

LEMA(2-3): Tercer Problema de la Cinemdtica: Si para todo
instante t’e[t, ,t ], [t, .t ] un conjunto discreto o denso de va-
lores de tiempo, se conoce el valor de la velocidad de la par-
ticula, v(t’), entonces siempre sera posible, a partir de los
valores conocidos de velocidad, asignar valores unicos a la
aceleracion, a(t), para cualquier valor teft, ,t,) o te(t, ,t]

DEMOSTRACION: La prueba del lema parte de la definicion de
Aceleracién dada por la EC.(2-9). Corresponderia aclarar que, exis-
tiendo ‘n’ valores diferentes de ¢ en el conjunto, solamente nos es
posible definir hasta n-7 subintervalos de tiempo, At = (t,,, - t), y a
partir de éstos es posible asignar hasta (n-1) valores de aceleracién
que, como se hizo para el caso de la velocidad, pueden asignarse a t, ,
L., © a cualquier valor intermedio, como por ejemplo (1/2) (t,, + t).

or lo demas, la demostracién rigurosa sigue los mismos pasos de la
demostracién del LEMA(2-1). Andalogamente, si la velocidad se co-
noce para todo valor ¢ en un conjunto denso (en un determinado do-
minio), necesariamente v(z), en cuanto propiedad que es de la particula
de acuerdo con el resultado de la DEF.(2-2), es una funcién univaluada,
continua y diferenciable respecto del tiempo; serd posible entonces
en este caso hacer uso de la herramienta del calculo diferencial para
conocer la aceleracion: en estas condiciones, se tendra:

dv(t)
dt __A

a(t) = (2-10)
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No sobra repetir que la anterior expresién no corresponde necesa-
riamente a la «Definicién» de aceleracion; es solamente una manera
de calcularla, para cuya utilizacién es requisito la condicién de
derivabilidad de la funcién v(t) en todos los puntos del dominio consi-
derado. Si la velocidad la entendemos como una propiedad de la par-
ticula, debe necesariamente ser univaluada y continua, condiciones
necesarias para que sea diferenciable.

COROLARIO: Si para todo valor t’e[t, ,t ], donde [t ,t, ] es
un conjunto discreto o denso, se conoce la posicion de la par-
ticula, x(t’), entonces es siempre posible asignar un valor de
aceleracion a partir de los valores conocidos de posicion, a(1),
para cualquier instante te (1, ,t, ).

DEMOSTRACION: La demostracién es consecuencia inmediata
de los LEMAS (2-2) y (2-3), aplicados «paso a paso»; mediante el
proceso de diferenciacién numérica, primeramente asignamos a cada
valor de en el conjunto (¢,,7,] o [t,,t,) los correspondientes valores
de velocidad y, a partir de ellos, los correspondientes de ace_leracwn
en (t,,t,). Obsérvese que en la eventualidad de n valores diferentes
de tiempo en [z, ,¢,], podremos asignar maximo n-2 valores de acele-
racién correspondientes a igual namero de valores de ¢,€(2,.¢,) cue}ndp
se excluyen los extremos. Claramente esta anotacion carece de signi-
ficado practico para cuando n—»o, esto es, a medida que la particion
del intervalo se hace mas fina y en el limite, infinita.

De otra parte, en el limite continuo, esto es, para un cor}_]unto
[t, ,t,] denso, siempre serd posible emplear las reglas del calculo
diferencial. La expresién correspondiente no es otra que la defini-
cién de la Segunda Derivada de la funcion monétona y continua
x(t). En consecuencia,

d’x(1) (2-11)

2

dt A

EJERCICIO (2-8): Haga una demostracion detallada, auxiliandose conun
diagrama apropiado, de las EC.(2-9) y (2-10), en particular para cuando se tiene un
intervalo discreto de valores experimentales de tiempo. Observe que el niumero de
datos que es posible obtener, independientemente de la aproximacién que empleaenel
proceso de diferenciacién numérica, es n-1 para la velocidad y n-2 para la aceleracion,
siendo n el nimero de valores experimentales de posicion. De acuerdo con este resul-
tado, ;cual seria una redaccién mas apropiada para el LEMA(2-3) y su correspondien-
te corolario?

a(t)=
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EJERCICIO (2-9) Calcule los valores de aceleracion correspondientes a las
mediciones de espacio en los EJS.(2-1) y (2-3); dibuje las grificas correspondientes en
funcion del tiempo.

EJERCICIO (2-10) Calcule las expresiones para la aceleracion correspon-
dientes a las trayectorias de las particulas en los EJS.(2-2) y (2-4). Utilizando un mismo
eje de tiempo, estudie cualitativamente las graficas correspondientes a posicion, velo-
cidad y aceleracion.

EJERCICIO (2-11) ;Cuales son los valores de la aceleracion de la particula
en el EJ.(2-5). Construya la correspondiente grafica en funcion del tiempo. ;Qué puede
discutirse acerca de la forma de la curva entre los diferentes puntos calculados?

EJERCICIO (2-12) Calcule la expresion para la aceleracién del mévil del
EJ.(2-6) y construya la correspondiente grafica en funcion del tiempo. Estudie cuida-
dosamente las graficas de posicién, velocidad y aceleracién utilizando un mismo eje
de tiempo.

No se requieren grandes elucubraciones para intuir lo que sigue
en cuanto al desarrollo 16gico que hemos venido realizando de los
diferentes elementos que introduce la Cinemdtica en su misién de
«describir» el movimiento de las particulas mediante un lenguaje
matemaético preciso. Es interesante sin embargo tener en cuenta que
con los elementos hasta aqui desarrollados es posible resolver una
gran cantidad de problemas fisicos, de los cuales los anteriores son
solo algunos ejemplos. Como posteriormente lo estudiaremos, encon-
trar o conocer la aceleracién de una particula, lo que hasta ahora he-
mos hecho por procedimientos esencialmente numéricos, esto es, de
nuestra propia invencién, estd relacionado intimamente con la Dindg-
mica del problema, vale decir, con procedimientos fisicos propiamen-
te dichos, con propiedades de los cuerpos y de sus mecanismos de
Interaccién, independientes de nuestro querer y de los artificios que
ideamos para entenderlos o describirlos. Es aqui donde radica la ne-
cesaria diferencia entre FISICA y MATEMATICAS, diferencia que
trataremos de enfatizar cada vez con mayor vehemencia.

No nos adelantemos, sin embargo, y resolvamos el problema in-
ver§9 al propuesto en el lema anterior; esto es: si conocemos la acele-
racion de una particula (sus propiedades e interacciones de acuerdo
con lo dicho en el anterior parrafo), ;qué posibilidades tenemos de
predecir su trayectoria? Es esto justamente lo que se aclara tras la de-
mostracion del Lema que a continuacién se enuncia.
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LEMA(2-4): Cuarto Problema de la Cinemdtica: Si para todo
valor de tiempo t contenido en un conjunto [t,t ], discreto o
denso, se conoce la aceleracion de una particula material, a(t),
entonces es siempre posible conocer la posicion de la parti-
cula, x(t’), para cualquier valor t’ en el intervalo, t’eft,t,], si
y solo si se realizan dos mediciones, una de posicion y otra de
velocidad, en instantes de tiempo conocidos y contenidos en
el intervalo [t, t].

DEMOSTRACION: El LEMA(2-2) anteriormente demostrado
establece que si para una particula conocemos en todo instante su ve-
locidad, entonces siempre sera posible conocer su posicién en cual-
quier instante, si adicionalmente conocemos una medida de la
posicién de la particula, x(z, ), realizada en un instante ¢, conocido,
t €ft,t]. En consecuencia nos restaria demostrar solamente que,
dada la aceleracién en todo instante y un valor experimental, v(z),
para algan valor ¢ e/t ,z ], es posible conocer la velocidad de la par-
ticula en cualquiera de los valores re/fz,t ]; si esto es cierto para
cualquier ¢, esto es, en cualquiera de los puntos del intervalo, es
entonces posible reconstruir la trayectoria de la particula haciendo
el calculo, uno a uno, para todos los instantes de tiempo contenidos
en el mismo intervalo en que se halla definida la aceleracién.

El procedimiento matemadtico a seguir es analogo al empleado
en la demostracién del LEMA(2-2), el cual conduce a las expresio-
nes (2-6) y (2-7); en consecuencia dejamos como ejercicio al lec-
tor la demostracion rigurosa, la cual lleva, para el caso que nos ocupa,
a los siguientes resultados:

N k
x()=x(t,)+ % Z Z[a(tj Y+a(t,,, )][tj+I ~t, ]}[t,m -t J+v( -t ]

k=x | j=v

(2-12)

x(t)=x(tx)+v(tv)[t—tx]+J. Ia(t")dt" r

L1 ¢

L (2-13)

Estas relaciones resumen, tanto para el caso de intervalos de tiem-
po discretos, EC.(2-12), como para intervalos densos, EC.(2-13), la
demostracién final del LEMA(2-13) o Cuarto Problema de la Cine-
matica. Restaria aclarar que en la EC.(2-12) el limite de la suma
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exterior, «N», corresponde al valor de ¢ en el cual se realiza el co-
rrespondiente calculo de la posicién; esto es: ¢, = ¢, entendiendo que
«N» no es necesariamente igual a «n», éste ultimo el orden de la
particién original. N

Las EC.(2-12) y (2-13) representan las Leyes Generales del Mo-
vimiento Rectilineo. En principio no se requiere, hablando en senti-
do matematico, estudiar el comportamiento de «derivadas
superiores» de la posicidn; la razén la encontramos en la dinamica,
en donde, como posteriormente se discutira, se estudian las causas
que originan las posibles variaciones del «estado de movimiento»
de una particula; esto es, que determinan su aceleracidn.

Hasta aqui se ha podido establecer que los problemas que pre-
senta la cinemitica UNIDIMENSIONAL de una particula son clara-
mente solucionables. Esta solucionabilidad, asi como también sus
limitaciones, se ha podido aclarar resolviendo algunos ejemplos. Para
finalizar con esta parte de nuestro estudio, conviene definir algunos
tipos de movimientos sencillos, que no por ello dejan de ser impor-
tantes, como que motivaron histéricamente el estudio general del
movimiento y permitieron, en particular a Galileo!®), el estableci-
miento general de las leyes que lo rigen.

EJERCICIO (2-13): A partir de las EC.(2-12) y (2-13), encuentre las corres-
pondientes expresiones para la «VELOCIDAD» de la particula, respectivamente en
intervalos discretos y densos de tiempo.

DEF.(2-9): MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORME es
aquel en que los espacios recorridos por un movil en tiempos igua-
les, cualesquiera que éstos sean, son iguales.

Esta definicién es la misma dada por Galileo en su obra, e igual-
mente conviene citar su advertencia acerca de la inclusion del califi-
cativo «...cualesquiera que éstos sean»; al referirse a los tiempos de
medicion dice textualmentel!”:

«Nos ha parecido oportuno aradir a la vieja definicion (...)
la expresion ‘cualesquiera’, es decir, para todos los tiempos

Galileo GALILEI: «Consideraciones y demostraciones matemdticas sobre dos nuevas
ciencias», Editora Nacional, Madrid, 1976, Jornada segunda pp 211/247.

Ibid. pp 266/267.
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que sean iguales. En efecto, puede suceder que un movil re-
corra espacios iguales en determinados tiempos iguales,
mientras que distancias recorridas en fracciones de tiempo
mas pequerias pueden no ser iguales, aunque lo sean dichos
intervalos (de tiempo) mads pequeiios...»

A partir de la anterior definicién, puede facilmente demostrarse
que las leyes que rigen el Movimiento Rectilineo Uniforme seran:

a(t)=0 (a) 'X(t)

v(t) = v, = const. (b)
x(1)=x,+vole—t,1 (¢)

(2-14)

La FIG.(2-7) representa la
posicion de la particula de acuer-
do con la EC.(2-14) (c), para
dos casos especificos de este
tipo de movimiento; el primer
caso, (a), representa el de una
particula que se desplaza con
velocidad v ,> 0y x,(¢,)> 0. La Figura 2-7
segunda trayectorla (b), repre-
senta una situacién bastante diferente; esto es, el moévil se desplaza
con velocidad v,, < 0y x,(t) > 0, este ultimo mayor que x(z,.).

EJERCICIO (2-14): Asumiendo que el mévil en cada uno de los casos repre-
sentados en la FIG.(2-7) corresponde a un vehiculo de transporte comtin y corriente.
dé una explicacion a las ecuaciones que representan la posicion de los vehiculos con
base en situaciones mas o menos rea.es. Suponga, claro esta, que Ud. es simplemente
un indefenso peatdn que espera atravesar la calle por donde se desplazan los respec-
tivos los vehiculos. Observe que t, se toma el mismo para la descripcion del movi-
miento de ambos vehiculos. Suponga que Ud. ent; se encuentra en el punto medio

dado por: x(t)=(1/2)[x,(t,)+x,(t)].

Otro tipo de movimiento cuidadosamente estudiado por Galileo
Galilei, en particular asociado con el estudio del problema de la caida
libre de los cuerpos, es aquel que realizan las particulas cuando su
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aceleracion, si bien diferente de cero, permanece constante, el cual
podemos definir de la siguiente manera:

DEF.(2-10): MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORME-
MENTE VARIADO es aquel que realiza un movil de tal forma
que los incrementos de su velocidad en intervalos de tiempo
iguales, cualesquiera que estos sean, son iguales; o lo que es
lo mismo, su aceleracion es constante.

Se ha querido mantener también en esta definicién el mismo len-
guaje de Galileo, lenguaje que, aun cuando desprovisto de la sofisti-
cacién matemadtica, no por ello es menos preciso en su descripcion®
Ahora bien; haciendo directamente uso del hecho de que un mévil
que se desplaza con Movimiento Rectilineo Uniformemente Varia-
do tieng aceleracion constante, a partir de la EC.(2-14), para ¢l caso
de un intervalo discreto de tiempo, facilmente se obtiene que la
posnplén de la particula en cualquier instante dado ¢ (en el intervalo
de tiempo en el cual se cumple la condicion original, a=cte), x(z),
estd dada por la expresién,

a(t) = x(tx)+v(tv)[t—tx]+-;—a[[t—tv =l —1, ]2] (2-15)

Tampoco es dificil mostrar que para este mismo caso la corres-
pondiente expresién para la Velocidad de la particula est4 dada por:
v(t)=v(t,)+alt—1t,] (2-16)
Las FIG.(2-8) (a) y (b) muestran graficamente el caso general
del movimiento uniformemente variado que representan las EC.(2-
15) y (2‘16_) respectivamente, suponiendo una aceleracién a>0, asi
como también valores positivos para los resultados de las medicio-
nes, x(z) y v(t). Asi mismo puede verse la relacién entre el minimo
de la curva que representa la posicion en funcién del tiempo y el
correspondiente valor nulo de la velocidad en dicho instante.

Las EC.(2-15) y (2-16) son seguramente conocidas desde la se-
cunfiana; sin eprargo conviene recordar, asi parezca superfluo, que
el tipo .de movimiento aqui representado no es sino uno de los tan-
tos posibles. El caso general es aquel en el cual la aceleracién, a(z),
esta permanentemente cambiando en el tiempo.

?®  Galileo GALILEI: op. cit. pp 275/278 y 288

a4
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Mt

(a) (b)

Figura 2-8

Otro de los hechos implicitos en las expresiones arriba men-
cionadas, es la asuncién, que también se ha hecho en las EC.(2-12) y
(2-13), de que las necesarias mediciones de posicidon y velocidad
no son simultaneas; esto es, ¢, # ¢,. Sin embargo, se ha dicho también
que, en cuanto que la alteracién que el proceso de medir genera so-
bre el sistema puede siempre ser eliminada (Teorema General de la
Cinemadtica), siempre sera posible disefiar un Unico experimento
para medir simultineamente cualesquier nimero de variables, en este
caso posicién y velocidad. En consecuencia, si las mediciones que
se tienen que hacer en el Movimiento Rectilineo Uniformemente
Variado se realizan simultdneamente, por ejemplo en el instante /,,
encontramos relaciones para x(z) y v(?) seguramente mas familiares:

x(t)=x(ty)+ vty - t0]+%a[t -1,
(2-17)
v(t)=v(ty)+alt—1t,]

Ahora bien, como consecuencia del cardcter homogéneo del
espacio y de la uniformidad del tiempo, siempre es posible esco-
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ger arbitrariamente el origen de las coordenadas espaciales y del
tiempo; luego podemos hacer perfectamente x(0)=0 y ¢,=0. El re-
sultado serdan expresiones no solamente familiares, sino probable-
mente trabajadas intensamente durante la secundaria:

x(t) = v(0)t +Lat?
(2-18)

v(t)=v(0)+at

Sobra advertir que, no obstante la equivalencia de todas estas ex-
presiones, ello no quiere decir que puedan usarse indiscriminadamente.
Cada par de relaciones exige una serie de presupuestos que siempre es
necesario aclarar, previa a su aplicacién a una situacién determinada.

EJERCICIO (2-15): Deduzca las correspondientes relaciones para x(t) y
v(t), cuando se cuenta con un intervalo discreto de valores de tiempo, en todas as
situaciones que describen, para el caso de un intervalo denso, las EC.(2-15), (2-16),

@-17)y(2-18).

EJERCICIO (2-16): Construya las graficas correspondientes a la FIG.(2-8)
para cuando se tienen las siguientes caracteristicas del movimiento: (a) La medicién
inicial de velocidad es negativa, anterior a la de posicion (positiva), y la aceleracion es
negativa. (b) La medicién inicial de velocidad es positiva, se hace posterior a la de
posicion (negativa), y la aceleracién es negativa.

_ EJE,RCICIO (2-17): Dos vehiculos viajan en direccion contraria por una
misma via. Cuando la distancia entre ellos es de 200 m, uno de ellos aplica los
frenos, generando una desaceleracién uniforme de 7 m/s? ; si antes de aplicar
los frenos se desplazaba con velocidad de 80 km/h,. ;Cudl era la velocidad del
segundo vehiculo, el cual no frené y continué desplazandose con movimiento
uniforme, si los dos vehiculos no chocaron? Resuelva primeramente el proble-

ma en forma gréfica, luego en forma algebraica. Determine el instante y el
lugar de «contacto» de los dos vehiculos.

EJERC'ICIO (2-18): En procesos judiciales referentes a lesiones en acci-
dentes de trénsito es frecuente la solicitud del Poder Jurisdiccional a los fisi-
cos, en el sentido de aclarar, por ejemplo, cual podria ser la velocidad de los
vehiculos implicados en el accidente. En estos casos, lo mas conveniente es
estudiar, idealmente, los casos extremos: esto es, cudles deberian haber sido las velo-
cidades o aceleraciones extremas para que, de acuerdo con el reporte de los agentes
del transito, no hubiese habido colision. La situacién que sigue corresponde a uno de
tales casos.

Dos vehiculos viajan en direcciones opuestas. El primero de ellos lleva una
velocidad de 100 km/h y el segundo de 80 km/h. ;Cual es el valor optimo de la
relacion entre sus desaceleraciones, si cuando se hallan a 50 m de distancia ambos
aplican los frenos, de tal manera que no alcanza a haber impacto?. Como en el proble-
ma anterior, resuelva y explique, primeramente, el problema en forma grafica, y luego
en forma algebraica.

EJERCICIO (2-19): Una tractomula se desplaza con velocidad rectilinea
y uniforme de 80 km/h. Un vehiculo lo hace detras de ella a 120 km/h; cuando este
ultimo se percata de la presencia de la tractomula, se halla a 120 m detras de aquella
y aplica los frenos para no estrellarse. (a) ;Cuénto es la desaceleracion del segun-
do vehiculo si al momento de alcanzar a la tractomula ambos tienen la misma velo-
cidad? (b) Construya el gratico simultaneo de las trayectorias de los dos
automotores. (c) ;,Cuédnto demora el proceso anteriormente descrito y en qué lugar
sobre la via sucede? (NOTA Sus resultados deben ser acordes con sus esquemas
en la parte (b)).

EJERCICIO (2-20): El grafico
adjunto representa la posicion en fun- X(t)
cién del tiempo para un vehiculo que se P
desplaza por una trayectoria rectilinea; | Jr-ocerreeeeeeesesieneeny
a partir de dicha grafica deduzca el com-
portamiento cualitativo de la velocidad
y de la aceleracion del vehiculo. Puede
suponer que los intervalos de tiempo son
iguales. Explique detalladamente lo que
sucede en el punto P, asimildndolo a un t
eventual caso real. ;Es necesario hacer t, t. t. tp ¢
alguna suposicién adicional para lo que r 2 e e
sucede en dicho instante?

EJERCICIO (2-21): La acelera-
cién de un bus de transporte urbano alahs|
podria ser la representada en la grafi- 2l
ca adjunta para un intervalo de tiempo
entre 0 y 40 segundos. Suponiendo que 16 t [S]
en t=0 s la velocidad del bus es de 30 km/ 3 2q 32 20
h, y que x(0)=0 m, construya las corres-
pondientes graficas de velocidad y posi-
cidén en funcién del tiempo. ;Cual es el
«kilometraje» total recorrido por el vehi-
culo en el intervalo comprendidoentrelos | _
8 y 28 segundos?
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EJERCICIO (2-22): La trayectoria de una particula esta representada por la
ecuacion de posicion:

x()=3+%+2t* +1°

Construya las graficas x(t), v(t) y a(t) en funcidn del tiempo. ;Cual es la distancia
netarecorrida entre =10 s y =30 s? ; Cual es la velocidad media en dicho intervalo de
tiempo? ; Cudnto vale la aceleracion media en el mismo intervalo?

2.4. CINEMATICA TRIDIMENSIONAL

Los temas a desarrollar en este paradgrafo requieren previos co-
nocimientos de geometria analitica, sin embargo, no mayores que
los recibidos durante la secundaria; en cualquier caso se recomien-
da al lector repasar sus conocimientos previos en esta materia. Se
sugiere sobre el particular consultar el excelente «Manual de Ma-
temdticasy de BRONSHTEIN y SEMENDIAEV © o cualquier otro
texto sobre el tema, como puede ser la «Geometria» de BRUMFIEL,
EICHHOLZ y SHANKS 0ol

2.4.1. Consideraciones geométricas

De la geometria recordamos que cualquier punto en un plano siem-
pre es posible «ubicarlo» mediante dos coordenadas linealmente in-
dependientes; en términos del 4lgebra vectorial se dice que su Vector
de Posicion, puede siempre expresarse como la combinacién lineal de
dos vectores no nulos, bajo la Ginica condicién de que éstos no sean
paralelos. Decimos, entonces, que los dos vectores que tomamos para
descom'poner cualquier vector en el plano, constituyen una Base
Vectorial del plano; estrictamente hablando, de un espacio R®R. (R
se refiere al espacio de los ntimeros reales). Igualmente, cualquier
vector en el espacio de tres dimensiones, que bien puede llamarse
R®R®R=R?, puede expresarse como combinacién lineal de tres
vectores cualesquiera (elementos de dicho espacio R?), siempre y cuan-
do tales vectores no yazcan en el mismo plano; esto es, no sean

Y. BR'ONSHTEIN; K. SEMENDIAEV: «Manual de Matemdticas para ingenieros y
estudiantes», MIR, Moscii, 1971, PP 229/269.

Char.les F. BRUMFIEL, Robert E. EICHHOLZ y Merrill E. SHANKS: «Geometry»,
Addison-Wesley, 1962, pp 250/265.

coplanares. Esta aseveracion es completamente equivalente a decir
que necesitamos tres Coordenadas Linealmente Independientes
para «ubicar» el punto en el espacio tridimensional. Como en ¢l caso
bidimensional, los tres vectores que se adoptan para reproducir cual-
quier vector en el espacio tridimensional, constituyen una Base
Vectorial de R3.

Ahora bien, tres vectores de base representan también tres di-
recciones en el espacio, y en el marco de la geometria que estamos
utilizando, la de Euclides, tales direcciones, aparte de ser arbitra-
rias, son, de conformidad con la propiedad de Isotropia del espacio,
completamente equivalentes. Por consiguiente, siempre serd posi-
ble escoger una “Base Vectorial”, tal que los vectores de base ten-
gan magnitud unitaria, asi como también que sean entre si
ortogonales; resumiendo, podemos hacer la siguiente definicion:

DEF.(2-11): BASE VECTORIAL ORTONORMAL DE ORDEN
n es un conjunto de vectores Linealmente Independientes, me-
diante el cual cualquier vector en el espacio R , X €R puede
expresarse como combinacion lineal de los vectores de la base,

A=A, (2-19)
1
El conjunto de vectores }ﬁl,ﬁz,ﬁ”..ﬁn} representa la Base

Vectorial, la cual adicionalmente cumple con las condiciones de
Ortonormalidad,

||ﬁk" =LV02,m

1=, (2-20)

i, el =6, =
k Jk

O=>j¢k Vk=‘l,2...n

El conjunto de valores, {A4,4,,4 _J....AN} se denominan las Compo-

nentes Ortogonales del vector A , y corresponden a sus proyec-

ciones en las diferentes direcciones espaciales definidas por los

vectores y, esto es,

A = Ae 0,V N (2-21)

En el APENDICE I se han desarrollado tres diferentes Sistemas de
Coordenadas Ortonormales, que se han denominado, por razones
geométricas, Rectangulares, Cilindricas y Esféricas, segun se tomen
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para su definicién respectivamente caracteristicas de simetria de un
Paralelipipedo Rectangulo, un Cilindro o una Esfera. Como puede ver-
se en la TABLA I del mencionado apéndice, las «Coordenadas» del
vector de posicién no necesariamente tienen las mismas caracteristi-
cas dimensionales, lo cual no contradice la EC.(2-21), sino que expre-
sa el hecho de que, necesariamente, la orientaciéon de un vector en el
espacio, lo que equivale a «ubicar» un punto en el espacio tridimensional,
requiere del conocimiento de tres pardmetros linealmente indepen-
dientes. En otras palabras, no se deben confundir las Componentes de
un vector con las Coordenadas del punto en el espacio. Estas no nece-
sarlamente aparecen en el desarrollo del correspondiente vector de
posicién en una particular base vectorial.

'De otra parte, es claro que si la ubicacién del punto en el espacio
esta cambiando en el tiempo, de la EC.(2-19) se deduce que, en princi-
pio, tanto las componentes del vector como los vectores de base pue-
den también hacerlo, estos tltimos solo en direccién, !no en magnitud!
Este_seria el caso de escoger en el espacio direcciones de referencia
asociadas con la posicién de la particula, que es lo que de hecho se
hace al escoger las denominadas base esférica o cilindrica (ver APEN-
DICE I). En cualquier caso, siempre es posible tomar como direccio-
nes de.referencia (para los vectores de base), tres direcciones invariantes
en el tiempo, o sea, fijas en el espacio, no asociadas con la posicién de
la particula (punto) que se quiere «ubicar». En este caso, toda la infor-
macion acerca de la variacién en el tiempo del vector de posicién (o de
la ubicacién del punto material que representa) estard contenida en sus
gomgolnentes (que en este caso particulax: coinciden con las coordena-

as del punto). En el caso general, definimos:

DEF.(2-12): UNA BASE VECTORIAL CARTESIANA es la
constituida por un conjunto ortogonal de vectores unitarios
lme_aln.zente independientes orientados en direcciones del es-
pacio invariantes en el tiempo y mutuamente ortogonales™"

Tznpndo como referencia las anteriores consideraciones
geomelricas, en principio aceptadas como tales por la Mecénica

Realmente DESCARTES (1 596-1650) desarrollé su«Geometria Analitica» sin introducir
concepto alguno de «tiempon, tal como podria deducirse de la definicién de «Base Vectorial
Cartesiana» que se¢ ha adoptado; sin embargo, es esta caracteristica la que nos permite el
uso de esta geometria y el correspondiente «Sistema de Coordenadas» para estudiar la

evolucién de 1a posicién de la particula en el tiempo desde un sistema «en reposo», es
decir, «fijo» al espacio.

A5
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Newtoniana, podemos establecer un POSTULADO general, con base
en el cual es posible desarrollar completamente la cinematica de
una particula en el espacio de tres dimensiones.

POSTULADO FUNDAMENTAL DE LA CINEMATICA EN
EL ESPACIO: E! movimiento mas general de un punto ma-
terial en el espacio puede siempre reducirse a tres movimien-
tos rectilineos a lo largo de en tres direcciones invariantes
en el tiempo y mutuamente ortogonales.

Ciertamente el «<POSTULADO» excluye en principio la posibili-
dad de utilizar cualquier sistema de coordenadas que se asuma «fijo» al
espacio, pus solo en un sistema euclidiano es posible aplicar, en las
tres direcciones que se tomen como referencia, las leyes deducidas en
la cinematica unidimensional. Sin embargo, ello no es 6bice para ge-
neralizar nuestras definiciones a un sistema cualquiera de coordena-
das, teniendo en cuenta que si las direcciones de referencia que tomamos
no son inerciales, por ejemplo estin asociadas a la posicion de la par-
ticula y, por tanto, varian en el tiempo, las leyes del movimiento pro-
yectadas en dichas direcciones no inerciales no serian las que
anteriormente se dedujeron para el movimiento en una dimension.

Teniendo como referencia la anterior discusion, de conformi-
dad con la EC.(2-22), es posible definir la velocidad media e instan-
tanea de la particula en el espacio de tres dimensiones siguiendo el
mismo procedimiento empleado para el caso de la Cinematica
Unidimensional; esto es:

DEF.(2-13): LA VELOCIDAD MEDIA de una particula én e'l
espacio de tres dimensiones en un intervalo de tiempo, At=t’-
t, estd dada por la relacion vectorial,

F(')-F(1)
r'-t

(2-22)

<
>4
il

Por cuanto siempre es posible escoger una particion tan fina
como queramos en el intervalo de tiempo, pasando al limite cuan-
do el valor «t’» se aproxima a «t», es también posible definir la
VELOCIDAD INSTANTANEA mediante la expresion,

oo B(E)-F() & dE()
V() = lim————— -Z,v,-(r)u,-(t)— .

(2-23)
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Por su parte, si q(t) representan las componentes del vector

#(t), las componentes de la velocidad estardn dadas por ex-

presiones de la forma,

2-23
vi(t)= ( )

dg.(t) &
% + 2 :‘Yk (A
dt k=1

zk=[£&J.ﬁk

en las cuales los parametros, dt Jj=1,2.,3, corres-
ponden a las proyecciones instantaneas del vector da /dt en
las respectivas direcciones de los vectores de base. g

Conviene resaltar el hecho de que en caso de utilizar para la re-

presentacion vectorial una base Cartesiana, como corresponderia si
hemos de tomar direcciones de referencia invariantes en el tiempo,

los parametros

ikj son todos nulos; en consecuencia, para este caso,

conviene utilizar una notacién méas apropiada:

3
F(1)= 2 x (0%,

(2-24)
3 3
V() =D v (O, = D % (DR,
i=1 i=1
dx, ()
dt

DEF.(2-14): LA ACELERACION MEDIA de una particula en

€ espacio de tres dimensiones esté dada por la relacién
vectorial,

expresién en la cual x,(¢)=

§, = Y)-V0) (2-25)

o £—t

zt‘l'r_ztalzglamente., hac{endo cada vez mds pequerio el intervalo
» vale decir, haciendo que t' — t, es posible llegar a un
valor parc’l la aceleracion en el instante t: se obtiene asi la
aceleracién instantdnea, dada por:

=¥ P - 2.
a(r)= zimm=z“‘ L _dwn_dE(n) (2250
't f'—t < a,(t)u,(t)_ ar dtz
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presion en donde a(t), _,,, ., corresponden a las proyecciones
del vector a(t)en las direcciones correspondientes de los
vectores de base.

Como para el caso de la velocidad, cuando los vectores se re-
presentan en una base cartesiana, las componentes del vector acele-
racion se obtienen a partir de las derivadas de las correspondientes
componentes de la funcién velocidad, o de la segunda derivada de
las componentes del vector posicién. En consecuencia, para una re-
presentacidén cartesiana, se tendra :

3 3 3 . 2-26)
A=Y a, (%, =D v, (0%, = D X,(1%, (
i=l i=l i=1

EJERCICIO (2-23): Para el caso general de representacion vectorial en una
base ortogonal, no necesariamente cartesiana, encuentre una expresion para las compq—
nentes de la aceleracion, aj(t), en términos de las componentes q(t) del vector de posi-
cién y sus correspondientes derivadas en la misma representacion.

EJERCICIO (2-24): Como puede verse en el APENDICE], las coordenac.ias
del vector de posicion en una base cilindrica, son {p,®,z}. A partir de su expresion
vectorial, F(2) = ol Py Zﬁz, demuestre que la velocidad y la aceleracion estan dadas
respectivamente por las expresiones,

V(t)= pir, + ppi, + 711, (a)
(2-27)

a(n)=(p- pp*)a, +(2pp + pP)ia, + 78, (b)

(AYUDA: Muestre, mediante un diagrama vectorial apropiado, que, en general,
se satisfacen las relaciones:

> A

(db, / dt)= ght,; (dis, / dr)= ¢,

EJERCICIO (2-25): En coordenadas esféricas, y en una representacion en una base
correspondiente, el vector de posicién esta dado por, F(¢)= r(#)i1, (¢). Encuentre las
expresiones para la velocidad y 1a aceleracién. (Para comprobar su resultado, recuerde que
las coordenadas esféricas y cilindricas, proyectadas en el plano azimutal (z=0 de las coorde-
nadas cilindricas) coinciden. Son las denominadas «Coordenadas Polares»).
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2.4.2. Teoremas generales

Aceptando la validez del POSTULADO GENERAL de la Cine-
matica en el Espacio, la l6gica nos conduce a establecer, para el
caso presente, la forma de las leyes del movimiento que, para el
caso del movimiento rectilineo, definen los resultados demostra-
dos en los LEMAS(2-1) a (2-4). Como en el caso de la cinemaética
unidimensional, suponemos en un intervalo de tiempo, Ar= (t,-t, )
una particién cuyos valores representan instantes en los cuales se
han hecho mediciones. Esta particién del intervalo puede ser finita
(n es finito) o infinita (cuando n—>). Asi las cosas, las Leyes de la
angmétida en el espacio serdn las que proponen los lemas
siguientes:

LEMA(2-5): Si se conoce la posicién en el espacio de una
particula Material, ¥ (t’), para todo valor dado de t’ en un
conjunto de valores de tiempo conocidos, discreto o denso,
t’'eft,t ] entonces es siempre posible, a partir de los valores
de la posicion, asignar un unico valor a la velocidad de dicha
particula, %(t), para cualquier valor te (t,t,] o teftt ).

LEMA(2-6): Si para todo valor t’eft,t, ], donde [t,t ] es un
conjunto de valores de tiempo conocido, denso o discreto, se
conoce la velocidad de una particula material, V(t'), enton-
ces es siempre posible, a partir de dichos valores de veloci-
dad, conocer la posicion de la particula, ¥ (1), para cualquier
instante teft t ], si adicionalmente se conocen tres medicio-
nes independientes de la posicion, en direcciones no parale-

las éntre si, y en instantes de tiempo conocidos pertenecientes
al intervalo.

.LEMA(2'7)-' Si en todo instante t’e[t,t ], en donde el con-
jun{o puede ser discreto o denso, se conoce el valor de la ve-
loc:zdad de la particula, V(t'), entonces siempre sera posible
asignar un unico valor a la aceleracién, @(t), para cualquier

:al[(;r a;el tiempo en la correspondiente particion, te(t,t, ] o
€ t .
1°n?

LEMA(2-8): Si para todo valor de tiempo t’e[t,t ], siendo el
conjunto de valores de tiempo discreto o denso, se conoce la
aceleracion de una particula material, a('), entonces serd
posible conocer su posicién, ¥ (t), en cualquier instante
te[t,‘t”], si y solo si se conocen por lo menos tres mediciones
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independientes de posicion y tres de velocidad en instantes
de tiempo conocidos y contenidos en el intervalo [t,t ], medi-
ciones a lo largo de direcciones no coplanares.

DEMOSTRACION: Las demostraciones de las anteriores proposi-
ciones tienen, segin lo ya dicho, fundamento en las demostraciones de
los LEMAS(2-1) a (2-4), conjuntamente con las propiedades arriba es-
tudiadas de la Geometria Analitica de Descartes. Un seguimiento deta-
llado de tales demostraciones no parece ser necesario agregarlo al
presente texto, pero no por ello carece de importancia; realizarlo es un
excelente ejercicio para el lector amante del rigor matematico en las
demostraciones. Por cuanto la demostracién haciendo uso de un siste-
ma Cartesiano de coordenadas, con direcciones fijas y ortogonales en el
espacio, es suficiente para la generalidad del problema, no dudamos que
con algo de paciencia, tanto en el caso de un conjunto discreto de valo-
res de tiempo como para la eventualidad de un conjunto denso, el alumno
diligente llegara, al demostrar el LEMA(2-8), a relaciones similares a
las EC.(2-12) y (2-13). Omitiendo, por razones de simplicidad la prime-
ra, la segunda de ellas puede escribirse de la siguiente manera:

t

X=Xt )+ v (el =031+ [| [ a,(ar ey

Gilty

(2-28)

j=1.23

Aceptando que paso a paso se ha llegado a esta relaqién, se puede
admitir que se han demostrado con suficiencia los anteriores Lemas.

EJERCICIO (2-26): Realice una demostracién rigurosa de las proposiciones
contenidas en los LEMAS(2-5) a (2-8). Ponga especial cuidado en el significado de la
condicién acerca de las «Mediciones Independientes» de posicién o de velocidad.
Discuta, con base en sus apreciaciones, el criterio de «simultaneidad» en tales medi-
ciones. Escriba en forma explicita la expresién equivalente a la EC.(2-28), para el caso
de un intervalo discreto de tiempo.

Las EC.(2-28) nos dicen, finalmente, que el problema del movi-
miento de una particula en el espacio tridimensional, si se cumplen
ciertas condiciones relativas al proceso de medicién experimental,
tiene solucién. En consecuencia, siempre serd posible, si.se cono-
ce la trayectoria de la particula, determinar su aceleracion, al me-
nos con el mismo orden de precisién con el cual se conoce la
posicién; como se vera posteriormente, ello equivale a determinar
las acciones externas sobre dicha particula.
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Similarmente, si se conoce como son las acciones externas so-
bre la particula, es decir (jesto es un avance del préximo capitulo!)
su aceleracién en todo instante, siempre serd posible conocer la
trayectoria seguida, previa realizacién de algunos «experimentos» o
mediciones de posicién y velocidad.

2.4.3. Aceleracién normal y aceleracién tangencial

Aparentemente, de acuerdo con lo arriba establecido, podria pen-
sarse que no es necesario un estudio del movimiento de la particula
en el espacio con més detalle, pues finalmente la solucién depende-
r4 del problema especifico a resolver. Y ciertamente asi es. Sin
embargo, volviendo a la definicién de aceleracién dada en la EC.(2-
25), que claramente nos dice que ésta mide el cambio del vector
velocidad, es posible visualizar este cambio, de acuerdo con la ex-
periencia diaria, como un cambio simultaneo de Direccién y de Ra-
Plde{, entendiendo esta ultima como la magnitud del vector
velocidad. La pregunta que surge es, jcOmo estan contenidos estos
dos «Cambios» en la definicién de aceleracién? Antes de dar res-
puesta a esta pregunta, conviene introducir dos definiciones de im-
porta_mgia para el andlisis geométrico que pretendemos hacer del
movimiento de la particula:

DEFE(Z-IS): DESPLAZAMIENTO INFINITESIMAL de una
particula es la cantidad representada por el vector,

dr(t)= v(t)dt ) (2-29)

ca’zldqd cuya norma representa un elemento de trayectoria,
es] ecir, el espacio recorrido por la particula, dS, en el inter-
valo de tiempo dt: esto es,

|a¥]| = dS 2-30)

i‘;ns:‘;”a I‘Otal de los elementos de trayectoria dS en un deter-
T O tapso corresponde a la LONGITUD total de la

rayectoria recorrida por la particula en dicho lapso. Mate-
maticamente puede expresarge comp:

AS = [ dS= [[v(o)ar (2-31)

DEF.(2-16): La RAPIDEZ de una particula estd definida por
la norma de su velocidad, v(t)=|¥(2)| o lo que es equivalente,

&
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v(t)= \[vxz(t)+ v",z(t)+ v. (1) (2-32)

Dadas estas definiciones, es posible dar respuesta al interrogan-
te arriba planteado, para lo cual hace falta demostrar el siguiente
Lema relacionado con la aceleracidon de una particula en el espacio:

LEMA(2-9): La Aceleracion de una particula puede interpre-
tarse siempre como la resultante de dos componentes
ortogonales, una de las cuales mide el cambio de la rapidez,
la otra el cambio en la direccion de la velocidad.

DEMOSTRACION: En realidad, la primera parte del teorema, con-
cerniente a la posibilidad que siempre existe de descomponer la acele-

‘racién en dos componentes rectangulares, es resultado de un teorema

de la Geometria, valido para cualquier vector. Su demostracién se basa
en el hecho de que el vector en cuestidon en combinaciéon con otro vector
no paralelo orientado arbitrariamente, forman un plano en el espacio;
ahora bien, de conformidad con lo dicho, un vector puede siempre ex-
presarse como la combinacion lineal de dos vectores de base no para-
lelos que yazcan en el mismo plano. Que tales vectores de base sean
ortogonales, es una condicién suficiente para la validez del teorema;
en particular para la aceleraciéon podemos entonces escribir siempre,

d=dy+8, A @Ayed =0 (2-33)

En esta expresién se ha escogido arbitrariamente una compo-
nente de la aceleracién en direccién paralela a la velocidad, que se
ha representado con el subindice (;), y otra direccién perpendicular
a ésta, que a su vez se ha representado con el subindice ().

Figura 2-9
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Observando la FIG.(2-9), se aprecia que en cualquier momento,
en el limite cuando hacemos Ar—0 y se pasa de la aceleracién me-
dia a la instantinea, se obtiene:

AV AV, AV, - =
+—i=ay+a;, =

At At At
_ (2-34)
&, = v(t + AAti v(t) -

v(t+ At) —v(2) - dv(t)
At dt

a (1) = Li_)g

Adicionalmente, en el limite este valor es paralelo a la veloci-.

dad; en consecuencia, vectorialmente se tendra:

~ do(t)| v(8)
ar(1)= 7?2[%] (2-34")

Evidentemente esta componente de la aceleracién, paralela ins-
tantineamente a la velocidad (y por tanto también al desplazamiento
de la particula), mide el cambio de la rapidez por unidad de tiempo,
razon por la cual se conoce como Aceleracién Tangencial.

lSlmi_larmente, para la magnitud de la segunda componente de la
aceleracién media se encuentra:

5 o] 28] o L 28
ay —v(t)[ At:\_v(t)[R(t) At]

l?’fpresién en la cual, AS, representa el «ajuste» a la geometria
c’urwlmea de la trayectoria por un elemento de arco de radio R(?) y
angul<? 4[3; en otras palabras, el desplazamiento total en el tiempo At.
Geométricamente AS = R(®) AB;. Pasando al limite se encuentra que la
componente mgdia tiende a ser perpendicular a la trayectoria y orien-
tada en dlr.eccxén de su radio de curvatura, siempre dirigida hacia el
correspondiente «centro». Por su parte, la cantidad AS/ Az, en el limite
cuando At—0, no es otra cosa que la rapidez de la particula, luego:

o [uey[as]_ vie
“~<‘>-,£:.'zz['§(7) E]“_Rm (2-35)
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La cantidad R(?) es una funcién parametrizada con el tiempo, una
medida punto a punto (jo instante a instante!) de la geometria de la
trayectoria; se conoce como su Radio de Curvatura. Al inverso de
esta cantidad se le conoce como la Curvatura de la trayectoria:

C(t) = L

R(D) (2-36)

Esta expresion es comiinmente usada en trabajos de relatividad
y cosmologia"?. Claramente la cantidad @, en la EC.(2-35) es una
medida del cambio en la direccién de la velocidad, el cual involucra
el caracter cinematico y geométrico de la trayectoria, cantidad que
comunmente se conoce como Aceleracién Normal o Centripeta
del movimiento de la particula, aseveracién que completa la demos-
tracion del Lema propuesto. 4

Al nivel del curso presente, es indistinto si para caracterizar
geométricamente una trayectoria curvilinea utilizamos su Curvatura
o su Radio de Curvatura; ciertamente las tendencias se deciden mas
por este wltimo término, el cual tiene una identificacion geometrica
mucho mas conocida. Sin embargo, como arriba se hizo notar, en
libros avanzados de mecanica, en particular en aquellos que enfatlzafn
métodos de mayor utilidad en la relatividad y gravitacion, es mas
comun encontrar desarrollos en términos de la Curvatura. De mo-
mento baste decir que una trayectoria rectilinea bien puede definirse
como aquella con curvatura cero (C(2)=0) o, equivalentemente, con
R(t)=co0.

De todos los tipos posibles de Movimiento Curvilineo hay uno
que por su frecuente aparicién en problemas fisicos que involucran
movimiento de particulas tiene un especial interés, y con el cual segu-
ramente el estudiante deber4 tener alguna familiaridad. Se trata de} ‘mo-
vimiento circular, cuyas caracteristicas se describen a continuacion.

DEF.(2-17): MOVIMIENTO CIRCULAR es el que realiza una
particula en un plano con curvatura constante.

Conviene aclarar, que este tipo de movimiento no es el unico posible
con curvatura constante, el EJ.(2-29) estudia otra posibilidad no menos

" Una extension del concepto de Curvatura puede consultarse en BRONSHTEIN y

SEMENDIAEV: op. cit., pp 276/278. Ver también N. PISKUNOV: op. cit. Cap.VL.
pp 208/217.
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importante; por ello la condicién de que el movimiento se realice en
un plano es necesaria en la definiciéon del Movimiento Circular.

Pretendiendo mostrar la aplicabilidad del sistema de coordena-
das cilindricas, se deduciran las caracteristicas del movimiento cir-
cular a partir de este sistema de coordenadas. Realizar el desarrollo
a partir de un esquema de coordenadas cartesianas no es muy dife-
rente, y se deja como ejercicio de aplicacion al lector.

Como se muestra en la FIG.(2-10), por comodidad y facilidad
en la deduccién de las relaciones que interesan, se tomara como
origen de referencia un punto a lo largo del eje perpendicular al pla-
no del movimiento, que pasa por el centro del circulo de la trayec-
toria. En estas condiciones, las coordenadas del punto sobre la
trayectoria en un instante dado, seran:

2(t) =gz,
p(t) = R(t)= constante
@(t)= variable

(b)

Figura 2-10
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Por otra parte, a partir de lo demostrado en el EJ.(2-24), y en
particular de las EC.(2-27) (a) y (b) para la velocidad y aceleracién,
encontramos:

T(r) = R, +z,1,
v(t) = Rou, = Rou, @-37)
a(r) =—Ro*d, + R, = -R[0’d, +ad, |

En las anteriores expresiones se han denominado, o=@y
a =@, respectivamente la Velocidad Angular y la Aceleljaclén
Angular, denominacién corriente para cuando el angulo azimutal
de las coordenadas cilindricas coincide con el angulo de gjro de l_a
particula respecto del origen, como es el caso que se estd descri-
biendo, que explica la razén de la escogencia particular de} sistema
de referencia adoptado. Adicionalmente, es posible definir los si-
guientes Vectores Angulares:

-

Q=¢li, © Velocidad Angular
=@, < Aceleracién Angular (2-38)

A partir de las propiedades del triple producto vectorial, puede
ficilmente demostrarse que para y y a se cumplen las relaciones
vectoriales,

v=Ox% a
v=0QxTF (a) (2-39)
a=Qx

[ﬁxf]ﬂixi‘ (b)

En las anteriores expresiones el vector § corresponde al vector de
posicién del punto material respecto del origen de coordenadas, no
necesariamente respecto del centro del circulo. De otra parte, puede
facilmente verse en las EC.(2-39) que el primer término en (b) corres-
ponde a la Aceleracién Normal o Centripeta, mientras que el_segunflo
corresponde a la Aceleracion Tangencial; por 1o menos el primer tér-
mino es, para el movimiento circular, necesariamente d_lferente de cero.
En consecuencia, un movimiento circular, y en principio cualquier mo-
vimiento no rectilineo, jes necesariamente un movimiento acelerado!.

Una tltima observacién conviene hacer acerca de las expresiones
que hemos venido utilizando para la velocidad y la aceleracion. La con-
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veniencia de definir los vectores angulares radica en su validez general,
independiente del tipo y origen de coordenadas que se emplee, pues las
EC.(2-39) bien pueden expresarse en términos del radio de la circun-
ferencia y no necesariamente del vector §. Por otra parte, la forma
simplificada de las expresiones para § y a en las EC.(2-37),
esta intimamente relacionada con la escogencia de un particular ori-
gen de referencia, lo cual no es siempre posible ni necesario hacer.

EJERCICIQ (2-27): Las propiedades del producto triple pueden expresarse
enlaforma, U; XU, = &, W, ,expresiénen lacuale, tomael valor | si los indices
tienen orden ciclico, -1 si el orden no es ciclico y 0 en caso de i=j. A partir de esta
propiedad y de las relaciones entre los vectores unitarios en la base Esférica y Cilindri-
ca, demuestre la validez general de las EC.(2-39).

EJERCICIO (2-28): Muestre que en el tiro parabédlico la trayectoria de la
particula puede escribirse en la forma:

£(1)=[v,t cosp, i, +[vot seng, -} 8’2]ﬁy

() Calcule la comrespondiente coordenada cilindrica p(t) respecto del mismo ori-
gen de coordenadas, y construya la grafica correspondiente p vs.t. (supon-
£a2,9(0)=35yv, =100 nvs).

(i) Calcule ¢(t) y construya la grafica correspondiente.

(iiiy Calcule la forma general de a,(),a ) y de R(y),y construya las correspon-
dientes graficas.

(iv) Construya una grafica del valor del radio de curvatura en funcién de la posi-
cion horizontal, esto es, R(x).

EJERCICIO (2-29): La trayectoria de una particula esta representada por la
ecuacion de la posicion,

z

= N - wP .
F(r)=[Rsenar]d, +[Rcoswt]a, +[§” t]u

Las cantidades R, y P son constantes.

() ¢Quétipo de movimiento describe la partjcula? (Construya las proyecciones
de la trayectoria en los planos (X,Y) y (Y,Z), y a partir de ellas explique su
respuesta; tome R/P = 2). Explique el significado de los parametros R. @ y P.

(ii) A partir de las transformaciones a coordenadas esféricas, obtenga las expre-

siones correspondientes parar(2), 8(t) y ¢(t) y dibuje las correspondientes
graficas en funcion del tiempo.

CINEMATICA 51

(iii) Obtenga las expresiones para las aceleraciones total, tangencial y normal y
dibuje las correspondientes graficas en funcion del tiempo. Discuta sus res-
puestas en funcion del parametro P.

(iv) Responda, para el Radio de Curvatura, los mismos interrogantes que para la
aceleracion.

EJERCICIO (2-30): La PRIMERA VELOCIDAD COSMICA es aquella con
la cual es preciso lanzar un proyectil, tangente a la superficie terrestre, para que no
caiga y quede girando alrededor de la tierra (o de cualquier otro planeta segiin el caso).
¢Cuanto vale dicha velocidad para la Tierra y para la Luna?. En cada caso, calcule el
tiempo que tardaria un proyectil lanzado con esta velocidad en dar la vuelta al corres-
pondiente planeta, (Observe que sencillamente se trata de un movimiento circular en el
cual el radio de curvatura es el del planeta y la aceleracién normal es la correspondien-
te aceleracion gravitacional en la superficie.

EJERCICIO (2-31): Resuelva los mismos interrogantes de los EJ.(2-28) y 2-
29), para el caso de una particula cuya trayectoria est dada por,

w t A ~
T(t)= R[sen wt -+ —]ux +[Rcos wtli,
T

Las cantidadesw y R son parametros constantes de la trayectoria.

2.4.4. Trayectoria y movimiento unidimensional equivalente

Hasta ahora se ha podido demostrar que el problema del movi-
miento de una particula en el espacio puede solucionarse con preci-
sién absoluta; la trayectoria de la particula puede reconstruirse a
partir de las correspondientes funciones x(?), y(t) y 2z(t), pues las
tres determinan, para cualquier instante 7, un punto en el espacio Y t
varia continua y uniformemente. El problema puede visualizarse, sin
embargo, de otra manera; asi por ejemplo, es posible hablar de la
trayectoria, la «Ruta», de la buseta Z3, sin necesidad de hacer refe-
rencia alguna a tal o cual buseta que recorre dicha ruta, oa la hora de
salida o llegada, tampoco a las paradas o a su velocnda'ld. Esto es,
suponemos que siempre serd posible conocer la geometria de la tra-
yectoria, de la curva a que se refiere la DEF.(1-5). Que esto es siem-
pre posible es lo que se propone en el siguiente Lema.

LEMA(2-10): La geometria de la trayectoria de una gartt’cu—
la en el espacio es una curva, z=f(x,y), donde el dominio de la
funcién estd limitado a una relacién de la forma y=g(x): la
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forma paramétrica esta dada en funcion del tiempo por el
vector que representa la posicion de la particula, Tv(t).

DEMOSTRACION: Mis que un teorema de la Mecaénica, se trata
realmente de un teorema del calculo vectorial. La demostracion que
nos concierne se fundamenta en el caricter analitico y univaluado
de las funciones x(?), y(¢) y z(¢), asi como también en el hecho de que
es siempre posible obtener tales funciones, cumplidos ciertos re-
q}lerimientos sobre mediciones experimentales, a partir del cono-
cimiento de la aceleracién #(r) . En estas condiciones, para el caso
bidimensional, se tendra:

x=f (t)lcontinua, univaluada = 3t = f ™' (x)|continua

=3y = g[ ! (x)] < 3y = g(x)|continua

Para el caso tridimensional se parte del principio de que, adicio-
na} a.lo anterior, es también posible, a partir de la expresiéon paramétrica,
eliminar ¢ a partir de dos de ellas. Supongamos que, por ejemplo, de
las ecuaciones paramétricas para x € y se obtiene para el tiempo:

t= Il(xy)
Con este valor en la ecuacién paramétrica z(z) se obtiene:
z(1) = z[l(x,y)] => z = ftey)

. Por cuanto adicionalmente en el plano (X,Y) es valido lo ini-
C}almente encontrado para el caso bidimensional, es decir la rela-
cién Y=g(x), se obtiene que la expresién final para z es la ecuacién
geometrica de una curva en el espacio, dada por:

zZ = ftxy) = fix.8(x)

Esta expresion complementa la demostracién del Lema pro-

puestof”l‘

La demostracién anterior puede realizarse también recordando
que una curva en el espacio es siempre la interseccion de dos super-

" Sobre el particular, ver: T. M. APOSTOL, «Calculus», Vol..I, Blaisdel Pub. Co.,

N.Y, 1962, Cap. VI, pp 285/316. Ver también N. PISKUNOV, op. cit. pp 314/316.
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ficies; Seria necesario demostrar que a partir de las ecuaciones
paramétricas para las coordenadas es posible obtener por lo menos
dos superficies; la interseccién de estas superficies es la curva que
representa la trayectoria de nuestra particula. La demostracion con-
creta queda como ejercicio para el lector.

EJERCICIO (2-32): (i) Determinar la Geometria de la trayectoria paramétrica
en el EJ.(2-28). (ii) Utilizando las correspondientes transformaciones a coordenadas
polares, exprese también en este sistema la correspondiente ecuacion de la geometria,

f{p.9)=0.

SOLUCION: De la expresion para F(#), tomamos la coordenada x(t);

x()=v,tcos0, =>t=———
of CO5Po v, COS @,
Llevando esta expresion a la funcion y(t), se obtiene:

gx’

2
2v,” cos@,

y(t)=tanp, -

Esta expresion corresponde a la ecuacién de una par bola.

(ii) Se deja esta parte como ejercicio al lector.

EJERCICIO (2-33): Resuelva los mismos interrogantes del ej ercicio anterior
para la curva paramétrica del EJ.(2-29). Construya la grafica x(y) para valores tales que
0<y<d4IIR..

EJERCICIO (2-34): Para la trayectoria paramétrica del EJ.(2-29), encuentre
las proyecciones de la trayectoria en los planos (X,Y), (Y;Z) y (Z,X), y construya las
graficas correspondientes para cuando 0< z< 3P

Un segundo punto relacionado con la «Trayectoria» se reﬁer’e
al aspecto que toca exclusivamente con el movimiento de la parti-
cula a lo largo de la misma, independientemente de su geometria
particular. Se trata de suponer que dicha geometria estd previamente
definida; en este sentido es preciso responder preguntas acerca de
la distancia recorrida a lo largo de la trayectoria (o longitud de la
trayectoria), la rapidez del movimiento o las variaciones de dicha
rapidez. Para responder tales interrogantes primeramente se de-
muestra el siguiente Lema:
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LEMA(2-11): Si se conoce la aceleracion tangencial de una
particula, at’), para un conjunto de valores t'eft,, t ], don-
de el conjunto puede ser discreto o denso, entonces es siem-
pre posible conocer la Rapidez de la particula, v(t), para
cualquier instante teft,, t ], si previamente se ha realizado
una medida de la rapidez, v(t), para algun valor de t e[t

t].

DEMOSTRACION: La demostracién sigue el mismo procedi-
miento empleado en los LEMAS(2-1) a (2-4), por lo que no se con-
sidera necesario reescribirlos; no representa complicacién alguna
mostrar que el resultado sera:

v(£) = v(t,) + j ay()dr'

o

(2-40)

LEMA(2-12): Si se conoce la Rapidez de una particula Mate-
rial, v(t'), para todo instante t’ de un conjunto de valores, dis-
creto o denso, t'e [t t], entonces es siempre posible conocer la
Longitud total de la Trayectoria recorrida por la particula en
un intervalo de tiempo cualquiera definido por cualquier par
de valores de tiempo en el conjunto dado, [t, t,] < [t,. t ], siendo
!, el instante de referencia a partir del cual se pretende medir la
longitud de la trayectoria que recorre la particula.

!)EM.: Sea P el punto de referencia en el cual se encuentra la
particula en el instante t. Sea t’'e/[t, ¢ ] ; entre ¢’y t’+At, para At
pequefio, el «Elemento de Trayectoria», de conformidad con la
DEF.(2-15), puede representarse por un «arco» dado por,

AS = v(t’) At.

Si el intervalo /¢, ¢ ] para algtn par de valores ¢y ¢, , se ha subdividi-

do en un numero arbitrario de subintervalos Af,, ,_,, .. tales que

> (Af), =11

k=1

Entonces la Longitud de la Trayectoria recorrida por la particula
en dicho intervalo, de conformidad con la EC.(2-31) sera:

T

ASl:, =Z=;V(tk)Atk =I"(t')dt' (2-41)

k
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A partir de esta expresion es posible también calcular los pun-
tos sobre la trayectoria en que la particula se encuentra en un instan-
te dado; ello exige adicionalmente, conocer el punto en que se
encuentra en un determinado instante de tiempo conocido. Este 0l-
timo caso es completamente equivalente al ya resuelto problema de
la determinabilidad de la posicién en un movimiento rectilineo. Es
ésta la razon por la cual las expresiones (2-40) y (2-41) se conocen
como las del Movimiento Unidimensional Equivalente.

FLUJO DE INFORMACION EN CINEMATICA

9 | )

MEDICIONES
EXPERIMENTALES

= FLUJO DE

R(f) INFORMACION

Figura 2-11
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Todo lo visto hasta este punto es posible resumirlo en el diagrama
de flujo que se muestra en la FIG.(2-11), el cual nos da una idea de lo
que es posible conocer respecto de la Cinemdtica de una Particula
Material, asi como también las mediciones experimentales que es pre-
ciso realizar en algunos casos. En general, existen dos tipos de proble-
mas diferentes asociados al estudio del movimiento de una particula:

(a) Conocemos las variaciones del estado de movimiento y ello
nos permite, previas algunas mediciones, conocer, hacia pasa-
do y futuro, la historia de la particula; esto es, su 7rayectoria,
por lo menos durante el mismo lapso durante el cual se cono-
cen las variaciones en el estado de movimiento (o sea, como se
verd posteriormente, las acciones externas sobre la particula
causadas por las restantes en el «universo»). Esta capacidad que
se tiene de predecir y saber hacia pasado y futuro la historia de
la particula, es lo que cominmente se denomina el Cardcter
Determinista de la Mecanica.

(b) De otra parte, el problema inverso, segun el cual si conoce-
mos la trayectoria de la particula, siempre sera posible co-
nocer en cada instante las variaciones que dicha particula ha
tenido (y tendra, si es del caso) en su estado de movimiento
(o sea, jlas acciones externas sobre ella!). Como se vera pos-
teriormente, fue este el problema resuelto por Newton, para
quien eran conocidas las trayectorias de los planetas, a par-
tir de las cuales pudo encontrar la conocida Ley Universal
de Gravitacién, para lo cual debidé suponer que las variacio-
nes encontradas en el estado de movimiento de los planetas
eran consecuencia directa de la accién exterior que sobre
ellos, en primera aproximacién, ejerce el Sol.

EJERCICIO (2-35) La posicion de una particula estd representada, en coor-
denadas cartesianas, por el vector:

F(1)= R(e"‘" cos wt,senwt, t/<g )

R, @ y 5 son constantes conocidas. (a) Calcule los valores correspondientes para
la velocidad y la aceleracion. (b) Calcule las expresiones para la rapidez y 1a acelera-
cion tangencial. (c) ;Cudles serian las expresiones para la aceleracién normal y el radio
de curvatura de la trayectoria? (d) Estudie la geometria de la trayectoria en los planos

X Y), (Y,Z)y (Z,X). (e) ;Qué puede decir acerca de los valores de las distintas cantida-
des calculadas para cuando t — o0?
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2.5. NOCIONES ELEMENTALES SOBRE RELATIVIDAD

Hasta el momento, al desarrollar la teoria del movimiento de una
particula en una dimensién o en el espacio euclidiano tridimensional,
se ha partido del supuesto de la existencia de un sistema de referen-
cia inercial; esto es, aquel en el cual el estado natural de movimien-
to de una particula, es el rectilineo y uniforme, aseveracion que, como
se vera posteriormente, constituye el primer postulado de Newton.
Caso particular de lo dicho es, naturalmente, el estado de reposo. La
experiencia diaria, sin embargo, continuamente nos muestra cuan di-
ficil es «medir» o determinar el reposo, si es que en realidad existe
como Newton lo asegura al momento de caracterizar su espacio ab-
soluto e inmdvil. Lo cierto es que hay situaciones y resultados ex-
perimentales que no nos permiten decidir si realmente nuestro
sistema-de referencia se halla o no en reposo, resultado que
«relativisa» las aseveraciones que en el mismo sentido hagamos del
estado de movimiento de otros sistemas de referencia. De lo que si
podemos estar seguros es del caracter de la Velocidad Relativa en-
tre dos sistemas de referencia, y si ésta es o no uniforme y rectilinea.
Este aspecto es el que realmen-
te importa para la Invariabili-
dad de las Leyes de la Fisica. Y

Asi por ejemplo, si cuando
viajamos en un tren, el cual res-
pecto de la tierra se desplaza con
movimiento rectilineo y unifor-
me, se nos cae al piso algin ob-
jeto, al parecer del viajero el
mencionado objeto al caer rea-
liza una «Caida Libre» y conse-
cuentemente una trayectoria
rectilinea respecto del. sistema 0 N X
de referencia fijo en el tren.

X'

Otra cosa muy distinta ob- Figura 2-12

serva quien se halla en un siste-

ma de referencia fijo a la tierra, en la estacién, por ejemplo. Este
observador detecta que el objeto que cae realiza una trayectoria
parabdlica. Sin embargo, si uno y otro pretenden establecer la co-
rrespondiente ley de movimiento, esto es, la de la caida de los cuer-
pos, la correspondiente relacion de causalidad, ambos llegan a la
misma conclusién: la ley de accién de la tierra sobre el cuerpo que
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cae. La teoria de la relatividad estudia justamente situaciones como
la anteriormente descrita; mas exactamente, trata de dar respuesta
al interrogante relacionado con las condiciones bajo las cuales las
leyes de la fisica, en particular las que describen el movimiento de
los cuerpos, no cambian; esto es, permanecen invariantes bajo
traslaciones del sistema de referencia.

Consideremos dos sistemas de referencia, O y O’, el segundo
de los cuales se desplaza respecto del primero con una velocidad u,
la cual, para el caso de interés presente, se supondrd constante y
paralela al.eje X. Se supone ademdas que en un determinado instante,
que serd t=0, los dos sistemas de referencia coinciden y sus ejes
se mantienen paralelos entre si. Sean (x,3,z) y (x’y'.z’) las coorde-
nadas cartesianas de una particula vista desde los sistemas O y O’
respectivamente, tal como puede observarse en la FIG.(2-12). Si las
leyes de movimiento son las mismas en ambos sistemas, la coorde-
na_da x’ calculada desde O y x calculada desde O’, deben obedecer la
misma ley de transformacién, excepcién hecha del signo que en uno
Yy otro sistema corresponde a la velocidad . Esta afirmacién se co-
noce como Primer Postulado de la Teoria Especial de la Relatividad,
se dice que entre O y O’ realizamos una Transformacién Inercial
(u=Cte). En estas condiciones, se tendra:

x'=8(u*)[x — ut)

x = 8(u?)[x"+ut'] (2-42)

5(142_) €s una funcién de transformacién que se deduce al aplicar
las cpnd:cmnes de invariancia a las leyes de la fisica, y que por si-
metria de las EC.(2-42), se espera que no dependa del signo (direc-

c10n) de u. A partir de estas expresiones se obtiene:

x = 8(u®)[S(u? ) x'+ut'))

La velociQad de la particula, medida en el sistema O’, puede cal-
cularse a partir de esta expresién, para obtener:

=£= 2 2 ' — ﬁ]
ve=— S(u )[S(u XV, +u) =
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Por otro lado, a partir de la primera de las EC.(2-42), se obtiene:

dt v'

X

dr - 8(;43)(\':.‘r - u)

Llevando esta expresion a la correspondiente para v ’°, tras algu-
nas factorizaciones algebraicas, se obtiene:

v, — U

v o x
V,=

[-;-, - 1][—] +1 (2-43)

Por cuanto no hay traslacion del sistema O’ respecto de O en
direcciones ‘Y’ o ‘Z’, puede escribirse;

y'=y
Z'=2z

No es dificil demostrar entonces que, para la V?lomdad de la
particula en direcciones Y y Z, se cumplen las ecuaciones de trans-
formacion siguientes:

(2-44)

(2-45)

. (3)
4 1 4 = v v:
= BRI
Finalmente, para la transformacién del tiempo, recordando que

en =0 los dos sistemas de referencia coinciden, a partir de las EC.(2-
42) se demuestra facilmente que,

' 2 LY RR18
r=du )'{H[a? 1](u)} (2-46)
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Las EC.(2-42) Y (2-44) para la posicion de la particula, (2-43) y
(2-45) para las componentes de la velocidad y (2-46) para el tiem-
po, representan la forma general de una transformacién, pero nada
nos dicen acerca de la forma del parametro “8’, salvo la suposicién
que se hace sobre su dependencia cuadritica de la velocidad; mas
exactamente, su independencia del signo de ‘@’. Como anteriormente
se dijo, la forma de esta funcién de la velocidad esta asociada al tipo
de leyes fisicas que pretendemos se mantengan invariantes al hacer
la correspondiente transformacién.

] El caso mis elemental de transformacién, no por ello de poca
importancia, lo constituyen las denominadas Transformaciones
Qalileanas, que implicitamente suponen la invariancia del tiempo;
dicho en otras palabras, parten de su caricter absoluto, independiente
de los fenémenos y del sistema de referencia que se emplee para

describirlos, cardter que Newton acoge y defiende. En este orden
de ideas, se debe tener,

t=1t’ (2-47)
Esto implica, de acuerdo con la EC.(2-46), que la funcién de

transformacién debe ser independiente de la velocidad u e igual a la
unidad; por tanto:

6=1

Como consecuencia, llevando este resultado a las EC.(2-42) a

(2-46), se obtiene para la transformacién de coordenadas:
x'=x-ut
y'=y (2-48)
2=z

Igualmente, para las velocidades se obtiene:

v’x =v -u
v'y =v, (2-49)
v‘2= vz

Dadas estas transformaciones, se encuentra que la aceleracién
de una particula en los sistemas de referencia O y O’ sera:
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Tdr dt dr dt (2-50)
En el caso particular que la velocidad W sea constante, se tendr:
a'=a (2-50")

En conclusidn, la aceleracion es invariante bajo una transfo.rma-
cion galileana ( W = cte). Como se vera posteriormente, gracias a
esta invariancia Newton supone que la aceleraciéon es una medida
de la interaccién entre particulas, efecto éste eminentemente dina-
mico e independiente del espacio y tiempo en el cual se describe; la
ley (postulado) que asi lo establece se conoce como el Segundo
Postulado de la Mecanica de Newton.

Volviendo al ejemplo inicial de la caida de un objeto al pis.o' del
tren, por cuanto la velocidad con la cual éste se desplaza es rectilinea
y uniforme, la «Ley de la Interaccién entre el Objeto y la Tierra»,
que tanto el pasajero como quien se encuentra en la estacién dedu-
cen a partir de la caida del objeto en el tren serd la misma (l.a acele-
racién gravitacionl, para distancias cercanas a la superficie de la
tierra, es constante y numéricamente iguala 9,86 m/s?).

Un aspecto importante de la discusién a seguir, es si las trans-
formaciones de Galileo, que mantienen la invariancia de las leyes
de la mecénica, dejan también invariantes otras leyes de la n.aturale:
za, tal el caso, por ejemplo, de las leyes de la Electrodm?m:cg, o si
hay Transformaciones méis generales que garantizan la invariancia
de unas y otras simultineamente. La respuesta es negativa, en el sen-
tido de que las leyes del electromagnetismo no son invariantes bajo
transformaciones galileanas; positivamente se responde, sin embar-
g0, en el sentido de que si existen leyes de transformacion que per-
miten mantener la invariancia simultdnea de las leyes de la mecénica
y las de la electrodinidmica. Tales transformaciones se conocen como
Transformaciones de Lorentz y Poincaré". Hay que decir, sin em-
bargo, que la Mecénica que obedece tales leyes de invariancia no
supone, como lo hace la Mecdnica Newtoniana, que el tiempo es

14

L. Pierce WILLIAMS: «La Teoria Especial de la Relatividady, Alianza Universidad # 62,
Madrid, 1968 pp 46/50.
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absoluto, y por consiguiente también su medida independiente del
sistema de referencia; en la nueva mecanica de la que se estaria ha-
blando, lo que existe como «absoluto» es un tope maximo para las
velocidades, la velocidad de las ondas electromagnéticas en el va-
cio. Este es uno de los Postulados de la Teoria Especial de la
Relatividad, propuesta por Albert Einstein en 1905!"); la importan-
cia del estudio de las leyes del movimiento dentro de esta nueva
formulacion es lo suficientemente extensa, y de indudable impor-
tancia e influencia en todo el campo de la ciencia moderna, como
para pretender reducirla a solamente un capitulo en un texto de Me-
canica Newtoniana. La Teoria de la Relatividad constituye por si
misma un nuevo campo de estudio; de hecho es una formulacion
diferente del problema del movimiento de los cuerpos, la cual se
sale de los marcos del presente trabajo!'¢.

EJERCICIO (2-36): Suponiendo que la velocidad de la onda electromagné-
tica en el vacio, ¢, es una constante universal (es la misma, no importa desde que
Sistema de Referencia Inercial se mida). encuentre las expresiones correspondientes a
las transformaciones de Lorentz y Poincaré a partir de las EC.(2-43) a (2-46).

EJERCICIO (2-37): Consecuencia directa de la aplicacion de las transfor-
maciones arriba encontradas son las denominadas Contraccion de Longitudes y Dila-
tacion del Tiempo: esto es, las mediciones de longitud y duracion (recordemos que
segin Newton éstas son las que él llama medidas relativas en el espacio y tiempo
absolutos respectivamente) dependen del sistema de referencia desde donde se mi-
dan. Con un poco de consulta bibliografica no es dificil encontrar las expresiones que
permiten confirmar lo anteriormente asegurado. ;Cudles son las correspondientes ex-
presiones para longitud y duracion en dos sistemas de referencia que se desplazan
uno respecto del otro con velocidad uniforme y rectilinea, cuando se asume el caracter
absoluto de la velocidad de 1a luz?

Albent EINSTEIN: «Sobre la electrodindmica de cuerpos en movimiento», Annalen der
Physik, 18, 891/921 (1905). Al parecer el titulo original de la conferencia d¢ presentacion
publica de la teoria fue: «/st die Trdhigkeit eines Korpers von seinem Energieinhalt
abhdingig?» ({ Depende la inercia de un cucrpo de su cantidad de energia?). Citado por L.
P. WILLIAMS, op. cit., pp 61/67. Vale la pcna resaltar que cn ¢l mismo nimero de la
mencionada revista aparccieron otras dos contribuciones dcl autor: ¢l primcro de ellos
relacionado con el «Movimiento Brownianos, ¢l scgundo con la aplicacion dc la teoria
cudntica al estudio del « Efecto Fotoeléctricon

10 « es . .. .
“  Una visi6bn mas amplia sobre los concepios de Relatividad pucde leerse en: Benjamin

CALVO: «dpuntes breves sobre Relatividad», Cucstiones de Fisica (Soc. Col. de Fisica),
4.1/2.3(1979)y4,3/4.3(1979).

Carituro II .
DINAMICA DE UNA PARTICULA

3.1. INTRODUCCION

Como ya en el anterior capitulo se hizo notar, conociendo las ‘de-
rivadas de orden superior de la posicién de la particula en todo ins-
tante, y previo un apropiado numero de mediciones de las derivadas
de orden inferior, serd posible conocer la posiciéon de la particula en
cualquier instante, siempre y cuando este valor de tiempo esté com-
prendido en el rango de valores en que se conoce la «deriva(_ia.» de
méximo orden. Sin embargo, hemos suspendido nuestro analisis en
la aceleracién; la razén para ello est4 en la suposicion de que para una
particula cualquiera esta cantidad, que hasta el momento ha tf:n_xdo
para nosotros un caracter eminentemente geométrico, cinematico,
estdi determinada por caracteristicas esencialmente dindmicas, de-
rivadas de la interaccién de la particula con el medio exterior a ella;
mas exactamente, con otras particulas.

La DINAMICA ser4 entonces la rama de la mecénica que, a par-
tir del estudio y conocimiento de las acciones que el medio exterior
ejerce sobre la particula, determina los valores de la aceleracion, a(f),
y a partir de ellos determina su trayectoria, F(¢). Sin embargo, la DI-
NAMICA resuelve también el problema inverso; vale decir, permlte
conocer el tipo de acciones externas sobre la particula a partir de la
informacion existente sobre su trayectoria; recordemos sobre el par-
ticular que fue a partir del conocimiento de las trayectorias’ de los
planetas, contenido en los estudios realizados por Kepler, que Newton,
utilizando las «Leyes» y «Postulados» de la Dinamica por €l mismo
desarrollada, pudo establecer la Ley de Gravitacion Universal.

(Cudles son, entonces esos Postulados y esas Leyes que
permiten finalmente resolver el problema del movimiento de una
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particula? Es lo que se pretende desarrollar en el presente capitulo.
Correspondi6 a Isaac Newton, hace ya algo mas de trescientos afios,
acertar con la solucién del problema, magistralmente presentada en
su obra, originalmente escrita en latin, «<PHILOSOPHIAE NATU-
RALIS PRINCIPIA MATHEMATICA», la cual contiene justamente
esos Postulados y Leyes a que hemos hecho referencia, y cuya vali-
dez, como también ya fue mencionado, el mismo Newton corrobora
con su posterior estudio sobre el movimiento de los planetas, inti-
tulado SISTEMA MUNDI. Insistir en el estudio de la Mecanica, si-
guiendo basicamente los lineamientos trazados por Newton, no es
solamente un «capricho curricular», sino un sano ejercicio pedagé-
gico que nos permite acercarnos, con la rigurosidad del método cien-

tifico y deductivo, en forma sencilla al estudio de los problemas de
la naturaleza.

3.2. POSTULADOS DE NEWTON

Tal vez valga la pena aclarar, que aun cuando conocidos como
«de Newton» no quiere ello decir que los Postulados a que hare-
mos referencia hayan sido necesariamente por primera vez enun-
ciados por él. No es la labor del cientifico, contrariamente a lo
que cominmente se cree, estar permanentemente en el plano del
«inventoy», de la formulacién de cosas necesariamente nuevas,
migicas, sin historia o desconectadas del continuo y metddico
Proceso de elaboracién del conocimiento; un Cientifico no es
quien parte del hecho simple de considerar que lo que otros ha-
cen, por distintos métodos y con diferentes motivaciones, nada
valq por cuanto lo inico importante es lo que €l personalmente
realiza; por el contrario, es quien esta en capacidad de compren-
der lo elaborado y de asimilar su importancia; de desechar lo su-
Pel‘ﬂl}o o redundante y extraer lo esencial y util al emprender la
solucién de los nuevos problemas que la ciencia plantea y preten-
de solucionar. En el proceso de la formulacién de las grandes teo-
rias cientificas, y la de Isaac Newton merece ciertamente este
apelativo, siempre se encuentra un previo desarrollo de teorias,
mas o menos limitadas, pero que necesariamente dan explicacién
a }os fenémenos conocidos; asi mismo, se presentan descubri-
mientos nuevos que en alguna forma limitan dichas teorias, cuan-
do no incluso aparentemente las contradicen. Cualquier nueva
formulacién que se construya deber4d no solamente dar explica-
cién satisfactoria a los nuevos fendmenos, sino que tendra que
estar en capacidad de explicar lo ya explicado por las anteriores
teorias; en este sentido, la «Nueva Teoria» es fundamentalmente
una sintesis del conocimiento existente al momento de su
formulacién.
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La Historia de la Ciencia abunda en ejemplos de este proceder;
en el caso particular de la Mecanica bien vale la pena citar la transi-
cion de la tesis Geocéntrica sobre la estructura del universo, sosteni-
da, entre otros, por Ticho Brahe y Ptolomeo, a la formulacién
Heliocéntrica de Copérnico y Kepler; En particular, Copémico en su
obra «De Revolutionibus libri sex», en el capitulo VII, «Por qué los
antiguos pensaron que la tierra estaba inmovil en medio del mun-
do como si fuera su centro», y en el capitulo VIII, «Solucion de di-
chas razones y su insuficiencia», pone en el centro de la discusién
la polémica acerca de la validez de la concepcién geocéntrica del uni-
verso enfrentandola a su argumento central que, aun cuando mantiene
la idea aristotélica de la perfeccién del universo basada en las «Esfe-
ras Celestes», postula que éstas estarian centradas en el sol y no en la
tierra, pues ello finalmente le permite simplificar los movimientos
de los astros, los que girarian alrededor del sol en trayectorias natu-
rales, esto es, circulares. Dice sobre el particular textualmente
Copérnico en el Cap.IX de su Obral’l:

«En consecuencia, como nada impide la movilidad de la
tierra, pienso que ahora hay que ver si le convienen va-
rios movimientos, de modo que pueda considerarse uno
de los astros errantes. Pues, que no es el centro de todas
las revoluciones, lo manifiestan el aparente movimiento
irregular de las errantes y sus distancias variables a la
tierra, que no pueden entenderse mediante un circulo
homocéntrico sobre la tierra. Luego, si existen varios cen-
tros, cualquiera podria dudar, no temerariamente, del cen-
tro del mundo, sobre si realmente lo es el centro de
gravedad terrestre u otro...»

3.2.1. Primer postulado: concepto de la inercia

Teniendo en mente las anteriores observaciones, procuraremos
desarrollar la Dindmica de una Particula a partir de los postulados
sentados por Newton, aceptando su concepcidén inicial, salvo que
nuestra propia argumentacion nos exija reformular todo o parte de
alguno de los planteamientos originales.

POSTULADO 1°: Toda particula material persevera en su
estado de reposo o de movimiento uniforme en linea recta,
salvo que se vea forzada a cambiar ese estado por accion de
una fuerza impresa.

Nicolas COPERNICO: «Sobre las revoluciones (de los cuerpos celestes)», Editorial Tecnos,
Madrid, 1987, pp 24/29.
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Una primera observaciéon acerca de la redaccidn de este Postu-
lado es que en realidad en la obra de Newton no se habla de Parti-
cula Material sino de Cuerpo!?l. Sin embargo, entenderemos en
lo sucesivo que la referencia a «Cuerpo» que Newton hace en la
introduccién de los postulados, se asocia realmente al concepto de
Particula Material contenido en nuestra DEF.(1-6).

Mucho se ha discutido sobre las implicaciones de este postulado,
también conocido como el Principio o Ley de Inercia de Galileo,
pues fue este altimo quien en sus estudios sobre el movimiento uni-
fog'me lo establecié como una de las leyes fundamentales del movi-
miento de los cuerpos, cuidadosamente deducida a partir de
consecuentes observaciones experimentales!®!

Ahora bien, la «Ley de Inercia», en la obra de Newton, no tiene
realmente el sentido de una «Ley», si por ello entendemos algo que
debe ser deducido o demostrado, vale decir, el sentido de un «Teore-
max. Por el contrario, tiene el caricter de un Axioma, de una verdad
que acepta_lmos como tal y que no necesita ser demostrada. En este
orden de_ldeas, lo que realmente estid postuldndose no es otra cosa
que la existencia de un movimiento natural de los cuerpos, y este mo-
vimiento natural, contrariamente a las tesis de Aristételes, no es otro
Que el Movimiento rectilineo Uniforme e Indefinido.

DEFC((;n;bmando lo anterior con lo pre:viamente establecido en la
oS u- )y en la DEF.(2-9) de los capitulos prec?dentqs, encontra-
temaqd: gnghcuar_nente el postulado establece la existencia de un Sis-
rectilineo 8 erencia en el cua_l se cumple_ que Reposo y Movimiento
adicionu] niforme pueden situarse en pie de igualdad y en el cual,

onalmente, el estado de movimiento natural de una particula tiene

cara i i i ' .
acter l‘}deﬁmdo. Tal Sistema de Referencia lo denominamos Siste-
ma Inercial o Galileano.

Finalmente
lado hace al
nicién intui
aquello que

» llama la atenci6n la referencia que el Primer Postu-
concepto de Fuerza; aceptamos que hay aqui una defi-
tiva, .entendiéndola en un sentido muy general como
permitiria cambiar el Estado de Movimiento de una Par-

Isaac NEWTON: «Principios matemdticos de la Filosofia Natural - Sistema del Mundo»,

Editora Nacional, Madrid, 1982, pg 655.

Galileo GALILEL: «Consideraciones vy Demostraciones matematicas sobre dos Nuevas

Ciencias», Jomada tercera: «Sobre el Movimiento Localy, Editora Nacional, Madrid, 1976
pp 265/275.
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ticula Material y que, en cuanto tal, es exterior a la particula misma;
pero nada nos dice acerca de l2a forma en que puede generar dicho
cambio.

3.2.2. Segundo postulado: ley de causalidad

Vale la pena aclarar que en la obra de Newton, previamente a la
introduccién de los postulados, se proponen una serie de definicio-
nes, entre otras las de Cantidad de Movimiento y Fuerza Impresa,
numeradas respectivamente como Definicién II y IV. Tales conceptos
son para nuestro objetivo también de capital importancia, por ello las
incluimos como parte de nuestro estudio tal como fueron redactadas
en los «Principia».

DEF.(3-1): La CANTIDAD DE MOVIMIENTO es la medida del
mismo, surgida de la velocidad y la inercia conjuntamente.

Como lo hemos establecido en nuestras DEF.(1-4), y (1-7),
simplificadamente podemos definir la Cantidad de Movimiento como
un vector, el cual asocia las propiedades geométrica y dindmica fun-
damentales de la particula;

-

P=mv 3-1)

Recordemos que la velocidad es, como lo sugiere la DEF.(3-1), la
medida del movimiento, asi como también la masa, m, es la medida de
la Inercia. En este sentido hay un cambio respecto de la original defi-
nicién dada en los Principia, pues alli se habla de Cantidad de Mate-
ria en lugar de Inercia; sobre el particular remitimos al lector a la
argumentacion dada en el CAP.I.

DEF.(3-2): La FUERZA IMPRESA es una accion ejercida ‘so-
bre una particula (cuerpo...) para cambiar su estado, bien sea
de reposo o de movimiento uniforme en linea recta.

Esta definicién corrobora lo anteriormente expuesto referente
a la redaccidén del primer postulado.

POSTULADO 2°: El cambio (de la cantidad ) de movimiento
es proporcional a la fuerza motriz impresa, y se hace en la
direccion de la linea recta en la que se imprime dicha fuerza.
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Este postulado se conoce también como Ley Fundamental de la
Dinamica, en cuanto que establece la relaciéon Causa - Efecto, enten-
dida la primera como la «fuerza motriz impresa» y el efecto como el
«cambio en la cantidad de movimiento». Si lo expresamos en otra
forma, podemos decir que el enunciado de este postulado encierra el
conocido Principio (Ley) de Causalidad tal como se presenta en la
Dinamica. El Sistema Fisico particular que estamos considerando es
la Particula Material, y de ella una de sus propiedades dinamicas, la
Cantidad de Movimiento (la Ginica que hasta ahora le hemos defini-
do) solamente puede cambiar por causa de una accién exterior, la
Fuerza Impresa, o «Fuerza motriz impresa» en las palabras de Newton.

) El lector se preguntara, y con justeza, si esta aseveracién no es la
misma que anteriormente se hizo en la discusién del primer postula-
do, y en cuanto tal podria llegarse a pensar que este segundo Postula-
do estaria contenido en el primero. Observemos, sin embargo, que el
Segu.nd.o Postulado, mas que asegurar que el cambio en la Cantidad de
Movimiento, P, se debe a la accién de la Fuerza Impresa, F. lo que
Clertamente ya se dijo en el enunciado del Primero, nos dice concre-
tamente en qué forma especifica se realiza dicho cambio: proporcio-
nal a la fuerza, y en la direccién en que ella actia. Si llamamos AP, el
0a}n_b10 en la cantidad de movimiento, abreviadamente podemos es-
cribir el segundo postulado en la forma,

F < AP (3-2)

ol egirc&}n:lente esta expresion contiene las dos partes de que consta
cambi 1ado del Postulado: la proporcionalidad entre la fuerza y el

10 en 'la cantidad de movimiento; mas exactamente, nos dice que
esta relac_lon es ‘lineal’; adicionalmente establece la direccionalidad
del cambio, contenida en el caracter vectorial de la expresion.

HasFa este punto de la discusién, no solamente sabemos lo que es
la g.antldad de Movimiento, sino que sabemos exactamente como
:lf:)e slarliz.m l\(I)(; sucede lo rpismo con la Fuerza, que sabemos gqe: es, pero
cional do B como mec.hrla; esto es, no tenemos una.deﬁmmon opera-

¢ fuerza. Teniendo en cuenta que los cambios de las propie-
dades fisicas podemos medirlos en el transcurso del tiempo, podemos
P?l‘fectamente utilizar la EC.(3-2) para generar una relacién opera-
cional que nos permita Medir, Calibrar, una fuerza. En expresion ana-
loga a la EC.(2-2), pero con caracter operacional, puede definirse::

2B _ D -3
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La introduccion del proceso de limite se asocia a la precision
absoluta con la cual, en principio puede medirse Ap o la duracién que
tarda dicho cambio, esto es, el intervalo de tiempo Az. Adicionalmente,
para P una funcion (vectorial) analitica, la expresién a la derecha nos
dice que es posible calcular | a partir de la derivada de la funcién

p(e).

Conviene aclarar que en la redaccion original de Newton, se ha-
bla del ...cambio de movimiento... en lugar del ...cambio de la can-
tidad de movimiento.., razén por la cual hemos incluido lo diferente
entre paréntesis en nuestro enunciado del segundo postulado. Cuan-
do nos referimos a una particula, operacionalmente esta diferencia
no conlleva variacidén alguna, en cuanto que, tal como lo hemos de-
finido (DEF.(1-7)), la masa permanece inalterable. Es por ello que
comunmente se encuentra la expresiéon siguiente:

F=nmF (3-4)

Esta expresion es equivalente al Segundo Postulado. Sin.qn'l-
bargo, la EC.(3-4) tiene mds un sentido cinemdtico, que permitiria
diferentes interpretaciones, una de ellas, muy extendida por cierto,
la de que la masa m de la particula en esta ultima expresion no seria
mas que un coeficiente de proporcionalidad entre la aceleracion y
la fuerza; en otras palabras, podria interpretarse simplemente como
un factor de escala, y en cuanto tal su valor podria reducirse a un
esquema de medicién operacional. Esta vision, de hecho defendida
por no pocos e ilustres estudiosos de la mecanica como MACH®"! y
HERTZ®), no satisface plenamente nuestro planteamiento, en el sen-
tido de diferenciar las propiedades fisicas del sistema y sus
interacciones (la Inercia, la Cantidad de Movimiento, o la Fuerza})
de las definiciones cinemadticas que utilizamos para medir o descri-
bir el movimiento. En este sentido, aceptamos la EC.(3-2) como la
mas precisa interpretacién operacional del enunciado del Segundo
Postulado.

Para poder Medir una fuerza de acuerdo con la EC.(3-3) o con
la EC.(3-4), es preciso estar en capacidad de medir la Masa de la
particula. Para ello debemos contar con un patrén universalmente
aceptado y una apropiada unidad de medida, que introducimos me-
diante las siguientes definiciones:

4

Ernst MACH: «The science of mechanics», The open Court Pub.Co., La Salle, Illinois,
1960.

Heinrich HERTZ: «Classical Mechanics», op. cit. Cap. L.
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DEF.(3-3): EL PATRON DE MASA es /P medida de la inercia
contenida en un isétopo de carbono, C~ .

DEF.(3-4): EL KILOGRAMO es la unidad de medigién de masa

(inercia), equivalente a la masa de 5.01186x10" datomos de
Carbono doce (C*?).

Conviene aclarar que la definicién de Kilogramo dada en la
DEF.(3-4) no es la original. Inicialmente se introdujo como «Pa-
trén» el decimetro cubico de agua a 4°C (punto de maxima densi-
dad) y el kilogramo era la masa de dicho patrén, equivalente a la de
un cilindro de platino-iridio que se guarda en el museo de pesas y
medidas de Paris. Sin embargo, siguiendo la conveniencia de definir
los patrones de medicién con base en propiedades atémicas de la
materia, se pensd inicialmente en la masa del Oxigeno, y finalmente
en la del C'2. Adicionalmente, sin que ello represente contradiccién
con la anterior definicién del «Patrén de Masa», en el campo de
las Particulas pequefias es mas conveniente emplear la denominada
Unidad de Masa Atémica (a.m.u.), que definimos como sigue:

DEF.(3-5): La UNIDAD DE MASA ATOMICA es una unidad
de medicion de Inercia equivalente a la doceava parte de la
correspondiente al patrén, C'.

3.2.3. Tercer postulado: la interaccién

7 Hasta el momento se ha introducido el concepto de Fuerza Im-
Dresa; se pa asumido su existencia y postulado el efecto que genera
a} producir cambios en la Cantidad de Movimiento de la particula;
sin embargo, nada hemos dicho acerca de su origen, del por qué,
existen fuerzas en la naturaleza. Sobre el particular es entonces ne-
cesario hacer algunas conjeturas, suponer algunos hechos. Es justa-
mente lo que hace Newton mediante el establecimiento del Tercer
Po-st_:ul-ado, que ¢l complementa con un COROLARIO referente a la
ad1t1v1dad. «.\{ectorial» de las acciones individuales. Sin embargo, la
ley de adicién d.e fuerzas no es deducible l6gicamente de los tres
postulados anteriores. En consecuencia, mal puede ser considerada
como un «corolario»; por ello es necesario aceptarla como valede-
ra, Como un nuevo postulado necesario para todo el desarrollo te6-
rico siguiente(®). Por su parte, vale la pena decir que la dinamica de

]

A. SOMMERFELD: «Mechanics», en «Lectures on Theoretical Physics», Vol.1, Academic
Press, N. Y., 1969, pg 6.
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una particula es posible desarrollarla completamente haciendo caso
omiso de estos dos postulados restantes. Su mayor utilidad esta,
entonces, en que establecen un puente para extender las leyes de la
Dinamica de una Particula a un Sistema de Particulas.

POSTULADO 3°: Cuando una particula (.. cuerpo) actua
sobre otra, ésta reacciona sobre la primera con una accion
igual y en direccion contraria , ejercida a lo largo de la li-
nea que une las dos particulas.

&>

Figura 3-i

La FIG.(3-1) ilustra el significado de este tercer postulado, en lo
que se refiere a la forma como se realiza en la naturaleza la interaccion
entre particulas materiales. Solamente el caso (c) ilustrado en el res-
pectivo dibujo, corresponde a las interacciones previstas por la Me-
cdnica Newtoniana. Obsérvese, sin embargo, que la interaccién
supuesta en el dibujo (a) cumple con la primera parte de lo expresado
por el tercer Postulado, pero no con el segundo supuesto; esto es, las
fuerzas no tienen «...la misma linea de accion»; éste es un hecho de
significacién en todo lo que es la dindmica de un Sistema de Muchas
Particulas, y no debe pasar desapercibido. Como se vera en el si-
guiente capitulo, de no satisfacerse -esta segunda condicién para la
interaccién entre particulas, no seria posible que se cumpliera una de
las més significativas leyes de la Mecénica: la ley o «principio» de la
Conservacion del Momento Angular de un Sistema.
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3.2.4. Cuarto postulado: superposicion de las fuerzas

El tercer postulado no deja duda acerca de la forma en que dos
particulas interactiian; sin embargo queda la duda sobre como afec-
taria la accion «resultante» sobre cada una de ellas la presencia de
una tercera particula. Es claro que siendo las aceleraciones de las
particulas vectores geométricos, €stos se superponen para dar un
vector resultante; sin embargo, las acciones mutuas entre las parti-
culas, en la mecanica de Newton, no son afectadas ni afectan las
condiciones geométricas; en consecuencia, no es deducible del se-
gundo postulado que el efecto resultante sobre una particula, como
consecuencia de una doble interaccién con otras dos, sea una acele-
racién neta que simplemente sea la Suma Geométrica de las acele-
raciones que generarian las dos interacciones separadamente. En la
obra de Newton, como ya anteriormente fue mencionado, parece
ser que ello se supone asi, razén por la cual este hecho se establece
mediante dos corolarios de los anteriores postulados!’!. Sin embar-
go, esta lejos de ser deducible légicamente que dos acciones dina-
micas independientes entre si, obedezcan las mismas leyes de la
geometria; es por ello que este hecho experimental es conveniente
introducirlo como un Postulado, necesario para el desarrollo de las
Leyes de la Mecanica, no deducible de los anteriores axiomas. Tal
postulado es el siguiente:

POSTULADO 4°: Las Fuerzas Impresas sobre una particula
obedecen las leyes de adicion de los vectores geométricos.

Varias consideraciones adicionales pueden hacerse sobre esta
Ley (Postulado) del movimiento de las particulas:

(a) El postulado se refiere exclusivamente a las Fuerzas Impresas
sobre una particula; esto es, actiian en un mismo punto del espa-
cio; su ley de adiciéon y substraccién es la conocida Ley del

Para_le!ogramo, forma en que, de hecho, es introducida por el
propio Newton.

(b) La redaccién del segundo postulado es clara al referirse exclu-
sivamente solo a una Fuerza Impresa; ello simplemente obliga,
primeramente, a Superponer las fuerzas individuales siguiendo

Isaac NEWTON: op. cit. pp 238/241.
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lo establecido en el cuarto postulado, y seguidamente se calcula
la aceleracion de la particula. Es claro que es posible hablar de
«Las Fuerzas» que actian sobre un cuerpo, pero carece de senti-
do hablar de «sus aceleraciones»

(c) No toda interaccion entre «cuerpos reales» obedece lo estable-
cido en el postulado cuatro. Imaginemos, a manera de ejemplo.
tres atomos de oxigeno ubicados en los vértices de un triangulo
equilatero. De acuerdo con la experiencia, si estas distancias
son lo suficientemente grandes, la interaccion entre dichos ato-
mos tiene un predominio atractivo; consideraciones de simetria
del problema nos llevan a suponer ademas que dichas fuerzas son
iguales en intensidad y con direcciones tal como se muestra en la
FIG.(3-2) (a). Observemos ahora lo que pasa sobre el atomo C a
medida que la distancia entre los atomos A y B disminuye, hasta
el punto de formar una molécula de O, ; la experiencia nos dice
que en dichas circunstancias, la «fuerza resultante» sobre C no
es la suma de las que A y B individualmente ejercerian; de asi
serlo, la tendencia natural seria a la formacion de una «molécula
de Os», lo cual no sucede. La uniéon entre A y B para formar la
molécula, practicamente hace que desaparezca la accion sobre C.
Evidentemente, este proceso violaria, jdigamos que afortunada-
mente! el cuarto postulado, de no ser por aquello de que no seria
licito considerar atomos como «particulas materiales». Las
interacciones como la descrita se denominan Saturables, y se
presentan también entre las «particulas» constituyentes de los
nucleos atémicos. Sin embargo, ellas no son consideradas den-
tro de la Mecanica Newtoniana como posibles interacciones
entre particulas.

Figura 3-2
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3.2.5. Fuerzas en la naturaleza - masa inercial y gravitacional

Establecida la forma como interactian las particulas, quedaria
por responder una pregunta algo més capciosa: ;por qué interactian
las particulas entre si? La respuesta no es facil de dar en forma uni-
ca; independientemente de cualquier conjetura metafisica, podemos
decir que la razén de la interaccidon estd en las mismas particulas.
Debemos estudiarlas como entes que poseen un conjunto de pro-
piedades, entre éstas, aquellas gracias a las cuales estan en capaci-

gad de actuar sobre otras particulas e igualmente ser afectadas por
stas.

En el pardgrafo anterior ya se introdujo una de estas propieda-
des intrinsecas, de caricter eminentemente dinamico: la Inercia.
Esta no es, sin embargo, la unica propiedad dindmica de la particula,
aun cuando en el marco de la Mecdnica Newtoniana es si una pro-
piedad que poseen todas las particulas materiales. La capacidad que
un cuerpo tiene de actuar sobre otros cuerpos la atribuimos a nuevas
prop'ledades dindmicas, presentes en mayor o menor grado en «las
Particulas» que lo constituyen. De acuerdo con la experiencia, se
encuentra que cualquier tipo de interaccidén entre cuerpos materia-
les puede reducirse a una o varias de las siguientes interacciones
fundamentales entre sus constituyentes elementales:

a) Interaccién Gravitacional: debida a la propiedad Gravitacional
que poseen las particulas. En términos mas actualizados, puede
dec1rs? que la interaccidén gravitacional es consecuencia de la
Energia que poseen las particulas. Es una interaccién de largo
alcance,.de hecho la predominante (aparentemente) en el sistema
planetario. Entre dos particulas esta interaccién es siempre atrac-

tiva e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que
las separa.

]Jn resultac!o experimental de importancia muestra que para toda
pamcpla material la intensidad de la accién gravitacional, es decir, la
capacidad que una particula tiene de actuar «gravitacionalmente» so-
bfe otra (que bien podriamos llamarla su Carga Gravitacional), es
dlrect_amente proporcional a su capacidad inercial, vale decir, a su
capacidad de «resistirse» a la accién exterior. Este resultado no nos
dice necesariamente que la Gravitaciéon, como propiedad de la parti-
c_ula, cuyo origen es eminentemente dinamico, sea reducible a la Iner-
cia, cuya definicién la hemos relacionado, en alguna forma, con las
propiedades geométricas del Espacio a través del establecimiento del
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primer postulado. En este sentido, la propiedad gravitacional se mide
mediante la denominada Masa Gravitacional, diferente, en su ori-
gen, a la medida de la Inercia. Que Inercia y Gravitacion sean mani-
festaciones diferentes de una misma propiedad no nos es posible
demostrarlo con los elementos que trabajamos en la Mecanica
Newtoniana, pues Dindmica y Cinematica son, en principio, inde-
pendientes. Que para una particula la medida de una y otra coinci-
dan, solamente podemos constatarlo como un hecho experimental.
Sin embargo, en la Teoria general de la Relatividad, que se asienta
en postulados diferentes a los aqui establecidos, es posible la de-
mostracién rigurosa de esta equivalencia, que finalmente sera la de-
mostracién de equivalencia entre masa y energia.

b) Interaccién Eléctrica: debida a la existencia de Carga Eléctri-
ca en las particulas. Por cuanto se encuentran dos tipos difen:en-
tes de carga, existen también dos tipos de interaccion eléctrica;
atractiva y repulsiva. La dependencia de esta interaccion con la
distancia entre las particulas es similar a la gravitacional:
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia. Estas fuer-
zas caracterizan la mayoria de las propiedades e interacc19nes al
interior de los cuerpos macroscoépicos, incluidas las intera-
cciones de tipo magnético. Sin embargo, no €s posible, con base
en ellas, explicar ni la propiedad gravitatoria, ni la cohesion en-
tre los componentes del nucleo atémico.

c) Interaccién Nuclear Fuerte: caracteristica de las particulas
elementales que constituyen el nicleo atémico y t.ie los qparks
que constituyen las particulas elementales; son interacciones
atractivas muy fuertes aun cuando con rangos muy cortos de ac-
cién, del orden 1,5 x10°~ cm o menores. Son Saturables, en el
sentido de que, a pesar de existir varios quarks o n}wleo'ne's, la
interaccién solamente se presenta entre aquellos mas proximos
(si es que el concepto de préximo tiene validez a 'tan pequeiias
distancias); una vez lograda la estabilidad, la accion sobre otra
particula similar desaparece, en forma andloga al ejemplo ante-
riormente discutido de los atomos de oxigeno y representado en
la FIG.(3-2). Este tipo de Fuerzas no obedece el cuarto postulado
de la mecénica Newtoniana.

d) Interaccién Nuclear Débil: Tambien apreciable en el rango nu-
clear y responsable de la radioactividad nuclear; se manifiesta en-
tre todas las particulas fundamentales, leptones y quarks que son
fermiones. La naturaleza de este tipo de fuerzas no se entendio
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bien hasta 1967, cuando Abdus Salam y Steven Weinberg propu-
sieron una teoria segiin la cual estas interacciones pueden unifi-
carse parcialment%‘metodolégicamente) con las interacciones
electromagnéticas

En realidad las fuerzas, a nivel macroscdpico, se manifiestan de
muchas otras maneras; 1o que es cierto es que, en todos los casos, se
supone que pueden ser explicadas con base en las Interacciones Fun-
damentales antes anotadas. La interaccién atractiva entre dos ato-
mos, conocida como de Van der. Waals, varia proporcionalmente con
r. Esta dependencia puede explicarse, sin embargo, a partir de consi-
deraciones de distribucién de la carga eléctrica en los constituyentes
de la molécula, en particular por la deformacién de la Nube Electro-
nica y la consecuente formacién de dipolos eléctricos, pero igual-
mente manteniendo la Ley de Coulomb - la interaccidén eléctrica -
como la que realmente se presenta entre los electrones, considera-
dos como masas puntuales. Andlogamente, existen las Fuerzas Mag-
néticas; sin embargo, su existencia puede explicarse por
consideraciones de Movimiento de Carga Eléctrica. Mas radical aun
puede ser la existencia de fuerzas de rozamiento interno en los flui-
dos, el rozamiento entre superficies, etc. En el caso general, la expli-
cacidén «tedrica» a todo tipo de interacciones entre sistemas
constituidos por un gran numero de particulas se trata siempre de
buscar en combinaciones de interacciones fundamentales, en parti-
cular en fuerzas electrostiticas entre electrones, interacciones mag-
néticas (que finalmente son también de caracter eléctrico) y
repulsiones eléctricas entre nicleos atdmicos, estas ultimas, en cuan-
to comuinmente apantalladas por electrones, solamente efectivas a
distancias muy cortas. Estas fuerzas entre nucleos en sistemas
atébmicos y moleculares, segin Max BORN, tienen, por gracia de los
electrones presentes, una dependencia repulsiva que varia proporcional
a r—12, (ver EJ.(3-27))

EJERCICIO (3-1): Para dos electrones separados una distancia de 0.5 A,
calcular el valor de su interaccién eléctrica y gravitacional. ;Qué relacién hay entre
estos dos valores? ;,Qué puede decir acerca del comportamiento de los electrones en

un dtomo?. Repita el mismo calculo para la interaccion entre dos protones y entre un
protén y un electrén.

Una breve descripcion sobre el problema de las interacciones nucleares, en particular
sobre la interacci6n nuclear «débily y la teoria de Weimberg - Salam, puede consultarse en:
Stephen W. HAWKING, op. cit. Cop. V, pp 93/113. Una discusién més amplia sobre el
problema de las interacciones fundamentales se encuentra en: V. GRIGRIEV y G.
MIAKISHEYV: «Las Fuerzas en la Naturaleza», MIR, Moscit, 1977 (trad.: 1986)
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3.3. DEPENDENCIA F(t): IMPULSO DE UNA FUERZA

De acuerdo con el segundo postulado, la posibilidad que se tie-
ne para medir una fuerza es midiendo el efecto que su accién produ-
ce sobre la Cantidad de Movimiento de una particula material, p; o
lo equivalente, sobre la aceleracién de dicha particula, . Estas can-
tidades son, en cuanto propiedades de la particula, funciones del
tiempo: P(#) y T(t). En consecuencia, siempre serd posible expre-
sar la Fuerza Impresa sobre una particula, como una funci6n del
tiempo, F(z). Esta accion externa sobre la particula, sin embargo,
puede tener una extensioén limitada en el tiempo; si At es el lapso
durante el cual dicha fuerza actfia, cuando este intervalo es pequeiio,
muy seguramente es mas conveniente observar el efecto neto, «In-
tegral», que dicha accién produce sobre la particula, y no necesaria-
mente seguir «Instante a Instante» los cambios producidos por unidad
de tiempo en su Cantidad de Movimiento. Cuando nos referimos a la
accién total ejercida por una fuerza en un determinado intervalo de
tiempo, hablamos de su Impulso, el cual se define de la siguiente
manera:

DEF.(3-6).- EL IMPULSO DE UNA FUERZA en un determi-
nado intervalo de tiempo, At=t,—1,, es la cantidad dada por
la Integral,

(3-5)

4
I, =j Fodt, .

L

Antes de seguir adelante conviene hacer claridad sobre alg_upos

aspectos implicitos en la DEF.(3-6). En primer lugar, la definicién
se hace para cada fuerza, individualmente, y no solamente para la
Fuerza Impresa sobre la particula; en consecuencia, siempre sera
posible calcular separadamente el impulso de cada una de las fuen:-
zas actuantes mediante la EC.(3-5). De otra parte, conviene_ no olvi-
dar que la DEF.(3-6) es valida para cualquier fuerza, y no unicamente
para aquellas que actian en intervalos finitos. Lo que si es cierto es
que el Impulso de la Fuerza esti asociado a un intervalo finito de
tiempo; jdepende de su valor y del momento en que se mide!. He-
chas estas aclaraciones, es posible establecer una primera ley gene-
ral del movimiento de las particulas, a saber:

LEMA(3-1): El Impulso de la fuerza impresa que actua sobre
una particula durante un intervalo de tiempo dado, At=1t,—1t,,
es igual al cambio total de la cantidad de movimiento de dicha
particula que se produce durante dicho intervalo.
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DEMOSTRACION: Para la Fuerza Impresa el impulso esta
definido por la EC.(3-5); sin embargo, debe también cumplirse el
segundo postulado, representado en la EC.(3-3); luego, si el inter-
valo durante el cual dicha fuerza impresa actiia sobre la particula
es At=t,—t,, se tendra:

fz

El resultado en la EC.(3-6) constituye la demostracion completa
del Lema propuesto. .

Indudablemente el resultado en la EC.(3-6) representa una dife-
rente forma de ver la ley general del movimiento que establece el
segundo postulado; es una forma diferente de ver el principio de
causalidad: la accién exterior sobre la particula, vista como Impul-
SO, genera cambios en la propiedad fundamental de la particula, en
su Momentum. No debe olvidarse que esta es una Ley General del
Movu_m'emo; sin embargo, la utilidad del resultado encontrado se
aprecia fundamentalmente cuando se tienen fuerzas que actfian en
intervalos muy cortos de tiempo pero que producen «efectos» de
Importancia. En general este tipo de acciones se denominan Fuer-
zas Impulsivas. De ellas no
nos interesa, realmente, cono-
cer su valor en cada instante (D
del tiempo, pero a cambio nos F(t)
€s siempre posible, midiendo
el efecto que causan, conocer
su Impulso, o un valor medio
de su intensidad cuando cono-
cemos el valor del intervalo de
tiempo durante el cual actfian.

Si se observa detenidamen-
te la EC.(3-6), puede verse que
la integral corresponde al va-
lor medio de la Fuerza en el
intervalo considerado, multi-
plicado por el valor de dicho : I
intervalo, o lo que es lo mis- ta tl t2 tb
mo, por la Duraciéon del pro-
ceso; el valor medio de la
fuerza esta dado por la cantidad: TR D

L
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(3-6")

_ | -
(F)= | F(yde =—1,
A At
Como se muestra en la FIG.(3-3), esta relacién nos dice que las
areas sombreadas, la correspondiente al paralelogramo y aquella bajo
la curva # 1, F(t), son iguales. Esta curva representa una fuerza
impulsiva (unidimensional). También en la FIG.(3-3), la curva # 2
puede representar una fuerza cualquiera, pero no necesariamente de
cardcter impulsivo; actia «repartida en el tiempo», no necesaria-
mente durante un intervalo «finito» y «pequefio». Es claro que estos
conceptos son eminentemente relativos; las caracteristicas flel pro-
blema estudiado seran las que definan si las fuerzas que actuan pue-
den o no considerarse como de caracter «impulsivo», asi como
también nos diran acerca de la utilidad de la EC.(3-6) o (3-6).

EJERCICIO (3-2) La huella de frenado de un auto, cuya masa €s del 000_ kg.,
es de 20 m; calcule el impulso total de la fuerza de rozamiento, si el correspondiente
coeficiente de friccion es u=0.8 y la fuerza de rozamiento esta dada por el producto de
este coeficiente y el peso del automévil.

EJERCICIO (3-3) Calcule el impulso de la fuerza que un bate ejerce sobre
una pelota de béisbol cuando ésta, por efecto del golpe, es devuelta al lanzador con
una velocidad igual al doble de aquelia con la cual éste la lanz6. El tiempo de la
interaccion entre el bate y la pelota puede estimarse en una décima de segund'o yla
velocidad inicial de la pelota puede alcanzar 40n1/s. { Cuanto vale la Fuerza Media que
el bate ejerce sobre la pelota? ; Qué puede decir acera de la «fuerza» del bateador?

EJERCICIO (3-4) Calcule el impulso de la explosion en un ar‘mg de fuego, si
la bala, cuya masa es de 70g, es disparada con una velocidad de 500m/s. Si el tiempo de
la explosion es de 0.08s, ;cuanto vale la fuerza sobre la bala?

3.4.- DEPENDENCIA F(f) TRABAJO Y ENERGIA CINETICA

Fuerza e impulso de una fuerza en cuanto acciones exteriores
sobre una particula, inducen cambios en la cantidad de movimiento
de ésta. Es lo que hemos establecido como un Principio de
Causalidad fundamental en la mecanica. La materia, la particula
como su Ente mas elemental, tiene una serie de propiedades, que
suponemos no cambian por si mismas, salvo que algo exterior pue-
da inducir variaciones a su valor. Cuando P es dicha propiedad, lo
exterior es lo que conocemos como Fuerza o Impulso. La pregunta
que surge es si la accidn exterior sobre una particula puede tener
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otro tipo de manifestacion; mis exactamente, si una particula ma-
terial tiene propiedades diferentes a su Momentum (asi deban de-
rivarse de éste), y si asi lo es, cudl seria la forma de la accién
exterior que causaria cambios en dicha propiedad.

La experiencia muestra que, no obstante existan acciones ex-
teriores, es posible mantener inalterada la magnitud de la cantidad
de movimiento de una particula; son acciones que tienen como efec-
to §1mplemente alterar la direccién de la velocidad de la particula.
Asi por ejemplo, puede observarse que la accién que produce el
Peralte en un velédromo no es otra que actuar sobre los ciclistas y
«hacerles tomar» la curva, pero en nada ayuda a aumentar su rapi-
dez. Igualmente, en el movimiento de los planetas alrededor del
sol se observa que, entre mas se asemeja la trayectoria a una cir-
cunferencia, menos cambios se observan en la rapidez de los pla-
netas; lo que nos dice que la accién del sol, en el caso de trayectoria
circular de alguno de sus planetas, se reduce basicamente a cam-
b1a1: constantemente la direcciéon de la velocidad, pero no altera la
rapidez del correspondiente planeta. En resumen, la experiencia
NOs muestra que si la fuerza es aplicada perpendicularmente a la
cantidad de movimiento, el efecto que produce se manifiesta ex-
clusivamente en un cambio de la direccién de la velocidad.

La experiencia nos muestra que cuando la fuerza impresa sobre
lq part_icula actiia paralelamente a la velocidad, ésta no cambia de
dlre?clén; por su parte, la rapidez cambia proporcionalmente y la
particula tender4 un Movimiento Rectilineo Variado. Podria decir-
se entonces Jue la variacién de la rapidez, mas exactamente, de la
cantidad [ij|°, puede asociarse a una causa exterior proporcional a la
orientacion relativa entre la fuerza, F(‘f) , Y la direccién del despla-
zamiento infinitesimal de la particula, que sabemos, vectorialmente
esta representado por el vector gf5. Ello implica, naturalmente, que
la fuerza sobre la particula sea conocida en cada punto de la trayec-
toria; es lo que se quiere significar con la notacién F(F); esto es, la

fuerza es una funcién explicita de la posicion (de la particula) en el
espacio.

3.4.1. Trabajo y energia cinética

Las anteriores consideraciones nos permiten introducir dos nue-
vas definiciones: una relacionada con la accién exterior, otra con
una nueva propiedad de la particula, que suponemos, de momento
sin demostrarlo, puede variar solamente si existe la primera canti-
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dad. Tales definiciones son las de Trabajo de una Fuerza y Ener-
gia Cinética de una Particula, que se definen de la manera siguiente:

DEF.(3-7).- TRABAJO DE UNA FUERZA: Es el valor de la
proyeccion de dicha fuerza a lo largo de la direccion del des-
plazamiento de la particula, multiplicado por el valor del des-
plazamiento; en un punto 7 del espacio, esta cantidad estar
dada por:

W = F(F)e df G-7)
Para una trayectoria en el espacio, T, limitada por los puntos

I,y T,., el trabajo de una fuerza serad la suma de las cantida-
des dadas por la EC.(3-7) calculadas en cada punto de la tra-

yectoria I" entre los mencionados extremos, esto es:

l‘wabz

3

[ Fye a7
" (3.8)

Como en oportunidades anteriores, conviene reflexionar un poco
acerca de lo implicito en la DEF.(3-7). En primer lugar, como en
situaciones ya estudiadas, la definicién es vélida para cada fuerza
individualmente. De otra parte, debe tenerse en cuenta que la inte-

gral en la EC.(3-8) no es posi-
ble realizarla si primeramente no
se especifica la Trayectoria a
seguir, I', a lo largo de la habri
que calcular las cantidades re-
presentadas en la EC.(3-7). No
es suficiente, en el caso gene-
ral, conocer los limites de inte-
gracion, T, y T,, pues estos dos
extremos, como se muestra en
la FIG.(3-4), pueden tener un
nimero infinito de trayectorias
que los conecte, en cuyos pun-
tos, igualmente, puede estar per-
fectamente definido el valor de
la fuerza, F(F¥). Matematica-
mente, este tipo de integrales se
conocen como Integrales de
Camino; su estudio hace parte

Figura 3-4
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del Cdadlculo Vectorial, herramienta de gran utilidad en el estudio
de las distintas ramas de la Fisica; por esta razén se recomienda al
lector un repaso de sus bases y teoremas mds importantes, tales como
los de Green y Stokes!®l.

EJERCICIO (3-5): Calcular el trabajo realizado por la Fuerza de accion gravitacional
cuando una particula, lanzada verticalmente desde la superficie terrestre, abandona el

campo gravitacional.

SOLUCION: La Fuerza de accidn gravitacional y el elemento de trayectoria pueden
expresarse en la forma,

sy .
F(F)=—-(a/y")i,
dr = dyd,
Se asume que la trayectorial” sera el «eje y» de coordenadas. Ahora bien; tomando
como origen el centro de la tierra, los limites de integracién seran:
I, = Ra,
I, = cou,
En consecuencia, el trabajo total sera:
o ) dy a
W= [F@edF=-af 5 =-—=
R
rR rRY

DEF.(3-7): ENERGIA CINETICA es la propiedad de una Par-
ticula Material, derivada de su estado de movimiento, defini-
da por la Cantidad,
P2 1 2
2™ (3-9)

Realmente, lo importante de la anterior definicién es su dependen-
cia con la Magnitud (o norma) del Momentum o, en forma equivalente
para el caso de una particula, de su Rapidez. En principio, el coeficien-
te de proporcionalidad, 1/2m o m/2 segin el caso, es deducible a partir

Un capitulo sobre Calculo Vectorial puede encontrarse en cualquier texto de Céalculo
Diferencial o de Analisis Matematico. A manera de ejemplo, puede consultarse el
texto de N. PISKUNOV, op. cit. Cap.XV, pg 671. También : Tom M. APOSTOL,
«Calculus», vol 11, Blaisdel Pub. Co., N. Y., 1962, Cap. V, pg 224.
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de la relacion de causalidad anteriormente discutida, la cual se esta-
blece, formalmente, mediante la proposicién siguiente:

LEMA(3-2): PRINCIPIO DEL TRABAJO Y LA ENERGIA
CINETICA: E! trabajo de la fuerza impresa sobre una Parti-
cula Material es igual al cambio total de la energia cinética
de la particula.

DEMOSTRACION: A partir de la EC.(3-8), y por cuanto se
supone que F(F) es la fuerza impresa, para la cual el segundo postu-
lado es valido, se encuentra:

rw,,"=r j F(¥)e df:rzi;—‘;’ od?:r;fm%o Vdt
e.. B[ ' (3-10)
= j d[4mv?]= ! d[;’—m] = T(b)-T(a)

h

Anilogamente, en forma diferencial el mismo resultado puede
escribirse en la forma,

dW =dTI(p) (3-10")

El resultado en las EC.(3-10) o (3-10") comprenden la hipotesis
establecida por el Lem .

p a propuesto )

Conviene enfatizar el caracter general del LEMA(3-2), el cual no
tiene restriccién alguna acerca del tipo Fuerza; el resultado en la
EC.(3-10) es un resultado siempre vélido. La tnica condicién es que
F(¥) sea la Fuerza Impresa sobre la particula, esto es, la resultante
total de las acciones que actian sobre ella. No es un resultado aplica-
ble individualmente a cada fuerza, pues, como ya ha sido estat?leme,
el segundo postulado, presupuesto necesario para la demo.stra}cgén que
se ha llevado a cabo, tampoco es aplicable a cada fuerza individual.

Importante también es la razén de la diferencia en la notacion
empleada para las dos cantidades infinitesimales involucradas en la
EC.(3-10"). Como se desprende de la EC.(3-10), la cantidad ‘dT’ es
lo que matematicamente entendemos como un ‘diferencial’, canti-
dad que, realmente, no es otra cosa que una cantidad infinitamente
pequefia, obtenida como diferencia de dos cantidades, no necesaria-
mente pequeiias, calculadas para valores muy cercanos, jinfinitamente
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cercanos!, del correspondiente argumento. No sucede lo mismo, sin
embargo, con la cantidad a la izquierda, ‘SW’; aqui el ‘&’ se emplea
solamente para indicar que la cantidad total ‘W' es numéricamente
comparable con un diferencial; es una cantidad infinitamente peque-
na, pero no se obtiene como diferencia de valores sucesivos de W.
Contrariamente a ‘7’, ‘W’ no es Funcion (en el sentido matematico
de la palabra) de las propiedades del sistema, constituido en nuestro
caso por una particula material; es externo al mismo. Esta diferencia,
aun cuando aparentemente sutil, es de suma importancia en el estudio

de sistemas de muchas particulas, sobre los cuales trataremos en el
CAP.IV.

EJERCICIO (3-6): Calcule, a partir del resultado en el EJ.(3-5), el valor corres-
pondiente a la «segunda velocidad cosmica», conocida también como «Velocidad de
Escape», utilizando la Ley deducida en el LEMA(3-2). (Nota: suponga que una vezla
particula escapa del campo gravitacional terrestre, que actiia sobre ella con una fuerza
inversamente proporcional al cunadrado de la distancia entre el centro de la tierra y la
particula, su velocidad es nula).

EJERCICIO (3-7): En la Cinematica Unidimensional es conocida la expresion,

2

%

1

2 _
vf_ZrJS

s es la distancia total recorrida en el intervalo en que se toman las dos mediciones de
velocidad. Demuestre que esta expresion se deduce directamente a partir del principio
general del Trabajo y la Energia Cinética.

_ EJERCICIO (3-8): Calcule directamente el trabajo que realiza un obrero para
subir con velocidad constante un bloque de masam por una plataforma inclinada 45°,
hasta una altura H sobre la superficie; el coeficiente de rozamiento es 1= 0.8 y la fuerza
de rozamiento esta orientada paralela a las superficies en contacto y su norma es igual al
producto de la fuerza normal que la superficie fija ejerce sobre la superficie del bloque
(Ver#3.5.2). Calcule también directamente el trabajo que realiza la fuerza de accién

gravitacional. ; Cambia este valor de acuerdo con la velocidad con la cual el obrero sube
el bloque?

EJERCICIO (3-9): En las aplicaciones practicas, mas que el concepto de Tra-
bajo de una fuerza sobre una particula, se emplea el de «Potencia de la Fuerza», definida
como larataa la cual dicha fuerza realiza trabajo sobre la particula en cuestién. Con base
en esta definicion, muestre que la Potencia de una Fuerza en un instante dado, P(?),
puede expresarse en la forma,

P(t) = F(t)e (1) 3-11)
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3.4.2. Energia potencial - conservacion de la energia

Considérese el EJ.(3-7) en el cual se calcula el trabajo que reali-
za la fuerza de accion gravitacional sobre un bloque que es levantado
hasta una altura H por encima de la superficie. La FIG.(3-5)
esquematiza la situacién y muestra ademas tres posibles trayectorias
para llevar el bloque desde la superficie (extremo izquierdo del trian-
gulo) hasta la altura requerida-
mediante el empleo de la rampa.
La fuerza tiene, en todos los ca-
sos, la forma:

F(F)=—mgi,

Por su.parte, el elemento de
trayectoria a lo largo de I'|, en
cada unode sus dos tramos, pue-
de expresarse de la manera si-
guiente:

dr =dyu,

dr = dz_

En el caso general, para las
restantes trayectorias, se tendra:

dr =dyu, +dz, Figura 3-5

Para el trabajo de la fuerza de accion gravitacional, en cualquiera
de las tres casos indicados, se obtiene:

B C H
W= J'i‘(f) o di+ _[F(f) o dF = O-Imgdz = mgH

A I, 8 0

Por otra parte, para la trayectoria I', se obtiene:

C H
W= jﬁ‘(f) edr=0- j mgdz = mgH
I A 0

No es dificil mostrar que igual resultado se obtiene por la trayec-
toria I',. En conclusién, en este caso particular, el trabajo de la fuerza
de accidn gravitacional es independiente de la trayectoria seguida para
ir del punto A al C, siendo el primero el borde inferior de la trayecto-
ria y el segundo el extremo superior.
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El ejemplo anterior obliga la pregunta acerca de qué tan fre-
cuentes son estos casos en los cuales se encuentra que ¢l trabajo de
la fuerza no depende de la trayectoria seguida. La realidad es que es
un caso corriente en la naturaleza. Existen una gran variedad de
interacciones tales que, en general, el célculo del trabajo no depen-
de sino de los puntos de salida y llegada de la particula sobre la cual
la fuerza acttia. Este tipo de fuerzas se denominan Conservativas, y
se definen de la siguiente manera:

DEF.(3-8): FUERZA CONSERVATIVA es aquella cuyo tra-
bajo no depende de la trayectoria a lo largo de la cual actua.
Por consiguiente, a partir de la EC.(3-8), para dos trayecto-
rias I’ y T, cualesquiera, se tendera:

r,Wab= TF(F)di;:r,mb: TF(PW

I, f | Y T,

Como puede verse en la FIG. (3-6), puede decirse que la «suman
de las trayectorias I -I', , constituyen una «Trayectoria Cerra-
da», que sale del punto ¥, y llega nuevamente a dicho punto. Esto
es vdlido, para cualquier par de trayectorias T'| y T, ; la defini-
cion anterior, por tanto puede
establecerse de la manera si-
guiente: para cualquier trayec-
loria cerrada en el espacio, T, si
F(F) es una fuerza conservativa,
se cumpliré que,

VT, |tray.cerrada, :§> F(F)edF=0

_ r (3-12)
En la anterior expresién, el sim-

bolo § hace referencia al hecho de

que la trayectoria I es una trayectoria
«cerrada». Ahora bien; es claro que si
la fuerza en la EC.(3-12) es la Fuerza
Impresa, 1a relacién entre trabajo y
energia cinética tendra, gracias al re-
sultado del LEMA(3-2), una mayor
significacion; este hecho lo comple-
mentan la siguiente definicién y sub-
siguientes lemas,

Figura 3-6
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DEF .(3-9):- ENERGIA POTENCIAL DE UNA PARTICULA:
Si § es la Fuerza Impresa sobre una Particula, y es de caradc-
ter conservativo, la Energia Potencial de dicha Particula en
un punto cualquiera, ¥, en el espacio, se define mediante el
trabajo que dicha Fuerza Impresa realiza para llevar la Par-

ticula desde dicho punto, hasta un punto de referencia arbj-
trario al cual se le asigna el valor U(ref)=0. A partir de la

EC.(3-8) se tendera :

UF)= - j' F@E) odr
ref (3-13)

Andlogamente, a partir de la expresion diferencial, EC.(3-7),
se obtiene:

‘ dU (F) = —F(F)e dF (3-14)

Lo que sigue es un poco de manipulacién matematica; hacemos
uso de algunas definiciones y teoremas desarrollados en el calculo
vectorial para transformar las anteriores relaciones en expresiones
que, eventualmente, llevan a otras que, aplicadas a determinados pro-
blemas, pueden ser mas sencillas de calcular. En este orden de ideas,
podemos realizar explicitamente el producto escalar indicado al lado
derecho de la EC.(3-14), y, paralelamente, expresar la variacion,
dU(T), en términos de las correspondientes variaciones de su argu-
mento; se obtiene:

2, JU(F) 2 3| SUF)
> > dx,:-ZFjdijZ[ = *h dx, =0
=1 J I=1 J=1 1 )

Por cuanto se trata de una suma de términos Linealmente Inde-
pendientes, cada uno de los sumandos debe ser nulo, y de éstos, los
cogficientes de las variaciones en las coordenadas, pues s¢ supone
que éstas, los dxj_ , no lo son. En consecuencia:

JU (F)
dt.l
Esta expresién es completamente equivalente a la EC.(3-12).
Se expresa diciendo que Una Fuerza es Conservativa si puede expre-

sarse como el «Gradiente» de una Funcién Escalar, la cual es, en
realidad, una medida de la Energia Potencial.

= —F, < FE) = -VU®) (3-15)
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. El operador Gradiente, comlinmente expresado como grad o
¥ , puede entenderse como un «vector» cuyas componentes son ope-
radores; es tal que, al operar sobre una funcién escalar, por ejemplo
U(TF) en nuestro caso, la proyecta en un vector, gr. du (F)=VU([)
(en Matematicas se diria que el gradiente es una aplicacion que pro-
yecta los elementos de R! en R3). Una forma usual de expresar el
operador gradiente en coordenadas cartesianas es:

Hah
Vs) [— i (3-16)
k=1 d‘k "

La expresion correspondiente a este operador en otros sistemas
de coordenadas no es tan elemental, pero puede obtenerse para co-
ordenadas cilindricas y esféricas a partir de las transformaciones
estudiadas en el CAP.II y las relaciones encontradas en el APENDI-
CE I. (Ver EJ.(3-10)). Una forma alternativa de caracterizar una fuer-
za conservativa mediante el operador conocido como Rotacional
de la fuerza, puede consultarse en el APENDICE II.

EJERCICIO (3-10): Las expresiones para el Gradiente y el Rotacional (ver el
APENDICE II), utilizando las transformaciones de coordenadas y de base vectorial
estudiadas en el APENDICE I, pueden también expresarse en coordenadas cilindricas
y esféricas. Encuentre las correspondientes expresiones de estos operadores en los
sistemas de coordenadas antes citados.(Aun cuando éste es directamente un ejercicio
de matemiticas, el resultado es de mucha utilidad en distintos problemas de fisica).

EJERCICIO (3-11) La accién sobre una particula esta representada por el
vector,

F(x)=(F, / A)(yz, %y, %)

donde F, y A son constantes. ;Se trata de una Fuerza Conservativa? Explique
brevemente. Calcule el trabajo necesario para llevar una particula de masa m desde un
punto (0, 0, 0) hasta otro (x; 0, 0) siguiendo una trayectoria a lo largo del eje X.

EJERCICIO (3-12) Muestre que una fuerza de la forma,
F(x)=-K(x - x,)i,
'es de caracter conservativo. Si ella corresponde a la fuerza impresa sobre una
particula, aceptando que el origen de Energia Potencial corresponde al punto

donde la fuerza es nula, ;Cuénto vale el trabajo de dicha fuerza cuando la particula
sobre la cual actiia se desplaza entre dos puntos, X, ¥ X,? Si cuando se halla en
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un punto x,, la velocidad es nula, ;qué puede decir acerca de la velocidad de la
particula cuando ésta pasa por el punto x,?

La restriccion impuesta sobre una fuerza, en el sentido de que sea
conservativa, aparentemente es una exigencia muy fuerte sobre un
determinado tipo de interaccién. Sin embargo, el hecho real es que
las interacciones fundamentales de que anteriormente se hablé perte-
necen a este tipo; si cualquier otra interaccién finalmente se deriva
de ellas, es de esperarse que el caridcter conservativo de una fuerza
tenga en la naturaleza mayor importancia de la que se podria suponer
cuando las analizamos solamente como un grupo restringido, particu-
lar, de interacciones. El caracter geométrico de la particula asociado
a su posicién en el espacio cobra, entonces, una mayor importancia
cuando sobre ella solamente existen acciones externas de caracter
conservativo. Llegamos asi a la definicién de Energia Mecénica, pro-
piedad que nos permite tener una imagen de la particula que asocia su
estado de movimiento y propiedades que adquiere por el hecho de
que las acciones sobre ella dependen inicamente de su posicién en el
espacio.

DEF.(3-10): LA ENERGIA MECANICA es una propiedad de
la Particula derivada de su posicion en el espacio y de su esta-
do de movimiento, la cual se obtiene como la suma de su Ener-
gia Cinética, T(p) y de su Energia Potencial U(F): esto es,

2

E=T(p)+UF)=L-+U® 3-17)
2m

Es claro que esta cantidad tiene importancia cuando la*«configu-
racién» exterior a la particula no cambia, Unica form’a de asegurar que
la Energia potencial depende unicamente de §.’Asi por ejemplo, un
cambio en la «configuracién» exterior, implicaria que U dependeria
en forma explicita del tiempo, y esto equivaldriq a considerar que las
fuerzas que actiian sobre la particula no son .umvaluadas. En efecto,
una fuerza no conservativa puede, en principio, expresarse como dez-
rivada de un potencial que depende simultancamente en forma expli-
cita de la posicion y del tiempo. Esta consideracion es de suma
importancia en formulaciones mas modernas de la mecéngca, en par-
ticular las propuestas por Lagrange y Hamilton, fomulacxén_ comun-
mente conocida como Mecdnica Analitica o Mecdnica Variacional.

LEMA(3-3): PRINCIPIO DE LA CONSERVACION DE LA
ENERGIA MECANICA. Cuando la Fuerza Impresa sobre una par-
ticula es de cardcter conservativo, su Energia Mecanica es una
Integral del Movimiento.
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DEM: De conformidad con el resultado en el LEMA(3-2), las va-
riaciones en la Energia Cinética de la particula son consecuencia del
trabajo de la Fuerza Impresa, no importa el caracter de esta fuerza.
Por consiguiente, combinando el resultado de este lema, EC.(3-10"),
con la DEF.(3-8), valida para fuerzas de caricter conservativo, EC.(3-
13) se obtiene en forma inmediata:

dUF)=-F({)e df =-dT = d[T +UF)]=0 (3 -18)
& dE(p,F)=0

De manera equivalente: en dos puntos cualesquiera de la trayec-
toria, 1 o 2, la medida de la Energia de la particula es la misma:

T(1)+ U(l) = E(1) = T(2) + U(2) = E2) (3-19)

Estas expresiones son la demostracién completa del Lema
propuesto. 4

Probablemente lo sencillo de la demostracion no refleja la im-
portancia del concepto encerrado en ella. Baste decir, como ante-
riormente fue mencionado, que este Principio de Conservacién
de la Energia, el cual, como posteriormente se verd, es extensible
a un sistema de particulas, ain en el caso en que debamos aceptar
que por ser tantas no nos sea posible resolver el problema individual
de cada una de ellas, es uno de los pilares de la fisica Newtoniana.
Sus implicaciones en todos los campos de la fisica son de maxima
importancia, conceptual y practica, al cual debemos poner especial
cuidado.

La importancia y utilidad del principio deducido probablemente pue-
de apreciarse a partir de la consideracién de algunos ejemplos ilustrativos;
la significacion de esta ley podré ser apreciada aiin mas tras el estudio del
tema tratado en el siguiente numeral, asi como también mediante el estu-
dio de las leyes generales que rigen la Dindmica de un Sistema de Parti-
culas, tema que sera estudiado en los siguientes capitulos.

EJERCICIO (3-13): Retornemos al ejemplo desarrollado al comienzo del #
3.4.2,; alli encontramos que, independientemente de la trayectoria seguida, el trabajo
que realiza la fuerza de gravedad,

F(F)=-mga,

sobre una particula de masa m, cuando ésta es elevada hasta una altura A sobre
el nivel del piso, esta dado por la expresion,

.

DINAMICA DE UNA PARTICULA 91

Wf =-mgH

Ello quiere decir también que, respecto de la superficie la Energia Potencial de la
Particula es:

UH)=mgH

Si en dicho punto la particula se encuentra con velocidad nula, entonces para
cualquier altura sobre la superficie, 4< H, es posible calcular su velocidad a partir de la
expresion para la energia total; en efecto, tomamos,

E(H)= E(h)
= 1mv? + mgh=mgH

Por consiguiente,

v, = J2g(H-h)

Este resultado, ya anteriormente deducido en la cinematica, representa la velocidad
con la cual es necesario lanzar una particula desde la superficie terrestre para alcanzar
una altura H sobre la misma.

EJERCICIO (3-14) El ¢jemplo anterior puede aplicarse también al caso para
cuando la suposicién de que la fuerza de accién gravitacional no es constante. En e's'ta
situacioén, en el EJ.(3-5) se encontré que el trabajo que realiza la fuerza de accién
gravitacional, tal como fuera establecida por Newton, cuando una particula se mueve
entre la superficie de 1a tierra y un punto infinitamente lejano, puede expresarse como,

© )
We = [FE)adi=—a %= -Z = U(R) - U()
T 2 R

R

Elultimo término corresponde a la definicién de Energia Potencial. Tomando t?Omo
origen de energia potencial el punto = oo (quecorrespondea U()=0). Parauna distan-
cia cualquiera al centro de la tierra, 7, obtenemos:

Uuiry=-a /r (3-20)

A partir de este resultado, es posible calcular laminima velocidad con la cual es necesa-
rio lanzar, desde la superficie de la tierra, una nave espacial para «sacarla» del campo
gravitacional terrestre. Tal caso limite implicaria que la energia cinética de la particula quese
le comunicaria en la superficie de la tierra se «gastaria» integramente en lograrel cam!)lo de
energia potencial entre los mismos puntos, vale decir, = R y r =%. Enconsecuencia, por
cuanto la fuerza impresa sobre la particula seria la accion gravitacional, se tendra:
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T(v;)+U(R)= E(R) = E(c0) = T(0) + U(0)

1 2_& _
S>imvy ——=0
de donde,

vy =28/ b= 26M/} = [2gR = \[2v, =11,2km/ s

v,sedenomina SEGUNDA VELOCIDAD COSMICA o Velocidad de Escape. Enel EJ.(2-30)
se dedujo la expresién parala PRIMERA VELOCIDAD COSMICA, v,. Como es de suponer,
estos dos valores extremos juegan papel de méxima importancia en la astronautica.

EJERCICIO (3-15) A partir de los datos en el APENDICE IV, calcule los valo-
res correspondientes a la primera y segunda velocidad cosmica de los distintos planetas
del sistema solar. ;Cudles serian estos valores para el Sol?

EJERCICIO (3-16) Suponga, lo cual puede estar muy cerca de larealidad, que
la luna se desprendié de la tierra; a partir del valor correspondiente a su distancia media
al centro de la tierra, cual debi6 ser su energia cinética, en direcci6n radial respecto de la

tierra, al momento de desprenderse? ;Cuil es su actual energia cinética media respecto
delatierra?

EJERCICIO (3-17): Para el sistema en el EJ.(3-12), si la fuerza impresa es la alli
descrita, ;qué puede decir acerca la méxima velocidad posible de 1a particula? ;Cual es el
alejamiento maximo de la particula, tomado a partir de la posicién de equilibrio? ¢ En qué
punto se tiene una velocidad igual a la mitad del valor méximo posible?

EJERCICIO (3-18) {Como cambiarian los valores correspondientes de las veloci-
dades cosmicas sila ley de atraccién gravitacional fuese tal que la energia potencial de una
particula situada en un puntor, medido desde el centro de la tierra, fuese de Ia forma propues-
tapor YUKAWA para la interaccién entre nucleones? La Energia Potencial propuesta seria:

=7,

e 'R

U(r)=—Am

. expr'esién enla cualm corresponde a la masa de la particula y 4 es una constante que
Se ajustaria para que, siR representa el radio de la Tierra, la aceleraci6n «gravitacionab» en
la superficie corresponda al valor actual, g=9.8 m/s? .

EJERCICIO (3-19): Calcularel error, 4 U/U que se comete al calcular la energia
potencial gravitacional a una altura H sobre la superficie mediante la aproximacién implicita
enel EJ.(3-13) y mediante Ia CE.(3-20) en el EJ.(3-14). NOTA.: no olvide usar un origen comin
para la energia potencial en ambos casos)
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3.4.3. Energia potencial e integracién del movimiento

En el EJ.(3-12) se estudid el caso de una particula que se mueve
por la accién de una fuerza de la forma,

F(x)=-K(x - xy)i, (3-21)

La solucién encontrada (jque se supone fue hallada por el estu-
diante!), es una solucién armoénica, entendiendo por tal la de un mo-
vimiento periédico, perpetuo y simétrico a lado y lado del punto de
equilibrio de la particula (x=x,). Esta solucién caracteriza un tipo
muy particular de movimiento, de méaxima importancia en _la_ dina-
mica. En el caso general, podemos hacer la siguiente definicién:

DEF.(3-12): MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE: Es el mo-
vimiento unidimensional definido por una trayectoria de la
forma

x(t)=x,, sen(at +J) (3-22)

en donde las cantidades x,, @ y O son cantidad'es constantes
y se denominan la Amplitud Madxima (Elongacion), Frecuen'-
cia y Fase inicial del movimiento. Un sistema de una Parti-
cula cuya trayectoria estd dada por la EC.(3-23) se
denomina Oscilador Arménico.

Los valores de x,, y 8 se obtienen a partir de.los valores corres-
pondientes a las necesarias mediciones de posicion y velocidad en
instantes conocidos. Por su parte, la frecuencia del movimiento, en
el caso particular del EJ.(3-12) dada por la relaciéon, @ = K/m,
involucra la caracteristica inercial del sistema, que bien p}xede lla-
marse la Constante de Inercia, representada para el caso citado por
la masa, m, y la del campo. exterior, que llamaremos Constante ge
Fuerza, y que en el presente ejemplo corresponde a la constante de
fuerza del resorte, X.

El hecho importante es que, en la realidad, existe una gran
cantidad de situaciones experimentales que conducen a so}ucno-
nes de la forma prevista por la EC.(3-22). Realmente, gsta solu-
cién, con mayor o menor aproximacién, representa siempre c::l
movimiento de una particula en la vecindad de un punto de equi-
librio estable, entendiendo por tal aquel estado al cual natural-
mente tiende una particula.
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La Fuerza sobre una particula, si es conservativa, exige que la
Energia Potencial sea necesariamente una funcién derivable en todo
el espacio en el cual el movimiento de la particula estd definido.
Ello quiere decir que, en el caso general, la funcién que representa
la Energia Potencial de una particula puede representarse por una
funcién monétona en el espacio de tres dimensiones. La curva re-
presentada en la FIG.(3-7) puede corresponder, entonces, a la ener-

gia de una particula que se desplaza a lo largo del eje X. Para esta
particula, su energia seri:

2
E=im’? +U(x)=%m[%] +U(x)

. .Interesante es el hecho de que, al emplear la Constante del Mo-
vimiento, Energfia, la ecuacion de movimiento la reducimos a una

ecuacig:)n diferencial de primer orden para encontrar la posicién de
la particula, x(1):

(3-23)

dx [2 %
i [;(E - U(x))]

La integracién de esta ecuacién, en cuanto que es posible sepa-
rar las dos variables involucradas, conduce a la expresién,

(3-24)

x(?) dxl

o [2 %
° [——{E—U(x')}]
m

_Clarqmente la integracién al lado derecho de la EC.(3-25) es
posible si se conoce la forma analitica explicita de la funcién U(x) y
si <?llo conduce a una expresién integrable en forma cerrada. En cual-
quier caso, lo que nos es posible afirmar es que, siendo Ufx’) una
funcién monétona, la integral existe y es, en principio, finita. De
otra parte, por cuanto solamente nos interesan valores reales del
tiempo, necesariamente la integracién solo tendera sentido fisico
aceptable para aquellas regiones del espacio en las cuales, como

puede apr.eciarse en las regiones 1, 2 y 3 en la FIG.(3-7), se cumple
la condicidn,

(3-25)

E>Ux") (3-26)

Es claro que no en todo el espacio se cumplird la condicién de la
EC.(3-26).. Dado un dete.rmmado valor de la Energia de la particula,
E, las regiones del espacio en las cuales dicha particula puede encon-
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4

X X X Xrd

Figura 3-7

trarse estaran limitadas por Puntos de Retorno, los cuales defini-
mos de Ia manera siguiente:

DEF.(3-13): PUNTOS DE RETORNO: Si la Energia Poten-
cial de una particula estd representada por una funcion U(T),
y su energia total es E, los valores de la posicion para los
cuales se cumplen las condiciones:

URF)=E

_ (3-27)
F(r)=0

se denominan los Puntos de Retorno del movimiento de la pdr-

ticula, y corresponden a puntos en los cuales su Energia

Cinética es nula.

En la FIG.(3-7) los puntos identificados como x, , X, , X; ¥ X,
corresponden a puntos de retorno; como puede apreciarse, limitan
regiones permitidas del movimiento de la particula.

En el caso general, puede observarse que entre: dos ptintos de
retorno existe siempre un extremo de la funcién U(F), que



96 C. Lorez T.: MECANICA NEWTONIANA

suponemos es mondtona. Sin perder generalidad, teniendo en cuen-
ta que el movimiento en tres dimensiones puede considerarse como
la superposicién de tres movimientos unidimensionales independien-
tes, es posible, a partir del hipotético movimiento representado en
la FIG.(3-7), hacer las siguientes definiciones:

DEF.(3-14): PUNTOS DE EQUILIBRIO ESTABLE: Para un
movimiento en una dimension, son los puntos de la trayecto-
ria de una particula, x_, en los cuales se cumplen simultdnea-
mente las condiciones,

dU(x)
dx

d*U(x)
dxz

=0A

Xm

>0

m

(3-28)

X,

En otras palabras, corresponden a los minimos de la funcion
U(x), puntos en los cuales la fuerza sobre la particula es nula.

DEF.(3-15): PUNTOS DE EQUILIBRIO INESTABLE: Para
un movimiento en una dimension, son los puntos de la trayec-
toria de una particula, x,, » en los cuales se cumplen simultd-
neamente las condiciones,

alU(x)
dx

d’U(x)

o |, <0 (3-29)
M

En otras palabras, corresponden a los mdximos de la funcién

U(x). puntos en los cuales también la Sfuerza sobre la particu-
la es nula.

=0A

M

La FIG.(3-8) permite entender
algo mejor estos conceptos. -La pri-
mera derivada de la Energia Poten-
cial corresponde a la componente de
la fuerza en dicha direccién, pero de
acuerd(_) con lo visto, con sentido
contrario (ver la EC.(3-15)). Si la
particula se encuentra en cercanias
d_e un punto de equilibrio estéble, por
ejemplo hacia la izquierda de dicho
punto (x < x_ ), la fuerza esta dirigi-
da hacia el punto de equilibrio; esto
es, es «positivan. Lo contrario suce-
de para cuando la particula se en-
cuentra al lado derecho del punto de
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equilibrio estable; la fuerza es «negativa», va dirigida hacia la iz-
quierda, esto es, nuevamente hacia el punto de equilibrio (jen el cual
la fuerza es nula!). En consecuencia, si entre dos puntos de retorno
se tiene un minimo de energia potencial, la particula se mueve a
lado y lado de dicho punto; las fuerzas efectivas tienden siempre a
llevar la particula hacia dicho punto.

Por el contrario, si la particula se halla en la vecindad de un pun-
to de equilibrio inestable, esto es, de un maximo de energia poten-
cial, las fuerzas efectivas que sobre ella actiian tienen como efecto
alejarla de dicho punto y llevarla hacia regiones de minima energia
potencial.

EJERCICIO (3-20): En un «Punto de Silla», tanto la primera como la segun-
da derivada de una funcion son nulas. ;Cémo interpretaria esta situacién cuando la
funcién es la energia potencial de una particula? Siendo dicho punto necesariamente
un punto de equilibrio, ;cémo lo clasificaria?

EJERCICIO (3-21) Al hacer las DEF.(3-12) y (3-13) se dijo que no restaban
generalidad al problema en tres dimensiones. ;Comparte Ud. esta aseveracién? ;Por
qué? ;Como extenderia las mencionadas definiciones para cubrir el caso general de
una particula que se mueve en tres dimensiones?

EJERCICIO (3-22) (i) Muestre, por integracion directa de la ecuacién dife-
rencial de movimeinto a partir de la EC.(3-25), que la solucién del problema del péndulo
simple en la aproximacion de angulos pequefios, s una solucion arménica; ;Cuéles son
las correspondientes constantes de fuerza e inercia en este caso? (ii) A partir de la
solucién encontrada, ;cémo relaciona las «constantes de integracién» con las medi-
ciones, en instantes conocidos de tiempo, de posicion y velocidad de que hablan lo
teoremas de la cinematica? (iii) La probabilidad de encontrar la particula en un determi-
nado punto x, P(x), es inversamente proporcional a su velocidad. Encuentre una
expresion apropiada para dicha probabilidad y construya la correspondiente grafica,

Px) vsx.

O m

EJERCICIO (3-23) Muestre que
la particula de la figura, actuada por un sis-
tema de osciladores conectados en «para-
lelow, realiza un movimiento armonico simple., k
Si el conjunto de osciladores ha de reem- ) |
plazarse por uno solo, ;cudl seria la cons-
tante de fuerza del oscilador equivalente?
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EJERCICIO (3-24): Como en el
caso anterior, la conexidon de resortes de la
figura, conexién en «paralelo», puede
reemplazrese por un inico oscilador equi-
valente. ;Cualseria la constante de fuerza

de dicho oscilador que remplace todos los
conectados en serie?

EJERCICIO (3-25): La particula
del diagrama se halla sometida simultinea-
mente a la accioén de dos osciladores con
constantes K, y K, respectivamente, pero
que actian endirecciones mutamente per-
pendiculares. ;Cual ser4 la solucién gneral ky

para la trayectoria de la particula?

SOLUCION: Para desplazamientos
pequeiios de la posicién de equilibrio, que
por conveniencia tomamos en (0,0), cuando m
los resortes se encuentran en su «longitud

natural» (no ejercen accién alguna) se
tendra:

d*x d’y
F"=_K"x=m? Fy=—Kyy=mdt2

Independientemente, las soluciones pueden escribirse en la forma,

x(t)=x, sen(w,t+5, ) y()=yysen(@,t+5,)

Este movimiento en dos dimensiones no es, en el caso general, un movimiento
arménico simple; lo importante es que, no importa que tan complicado pueda parecer,
siempre se podra expresar como la superposicion de dos movimientos arménicos sim-
ples. En algunos casos particulares, dependiendo de la relacidn entre las constantes
de fuerza y las fases iniciales, es posible lograr que la particula tenga un movimiento
peri6dico y describa una trayectoria estacionaria. Este tipo de trayectorias se conocen
como «Figuras de Lissajoux». En la FIG.(3-9) pueden observarse algunas de éstas y

las condiciones bajo las cuales es posible obtenerlas. Al estudiante queda como ejer-
cicio demostrar la validez de lo alli indicado.

EJERCICIO (3-26): Muestre que, en el caso general, cuando las dos fre-
cuencias coinciden, la trayectoria de la particula es una elipse cuyo semieje mayor se
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halla rotado respecto del eje X un determinado angulo. ;Cudnto vale este angulo?
¢En qué condiciones la trayectoria de la particula sera una linea recta?

Probablemente el estudiante de fisica habrd oido con frecuen-
cia términos tales como arménicos, oscilaciones, modos de vibra-
cién, frecuencias propias, ondas, etc., términos todos asociados con
lo que cominmente se describe con el nombre de «oscilaciones».
Lo cierto del caso es que este tipo de problemas cubre una vastisima
cantidad de situaciones reales, que todos los tratadistas de la MECA-
NICA coinciden en que ello requiere, al menos para Fisicos ¢ Inge-
nieros, un estudio por separado con énfasis en su tratamiento general
y las aplicaciones mas importantes en cada caso. Que no entremos en
el estudio detallado de las «Pequefias Oscilaciones», no quiere de-
cir que desconozcamos su importancia; se trata solamente de poster-
gar el tema para que pueda ser tratado con una mayor profundidaq con
los métodos matematicos que en tal tipo de problemas se utilizan.
Sin embargo, conviene dejar claro que lo complejo de este tipo de
problemas no esta ligado a principios fisicos generales distintos de
los que hemos venido exponiendo en nuestro curso.

La importancia del tema arriba mencionado se hace, tal vez, mas
evidente tras la consideracién del siguiente T.TEMA, consecuencia
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inmediata de un teorema general del andlisis matematico, conocido
como el «Teorema de Taylor» '), El teorema nos dice que siempre,
en la vecindad de un punto en donde la funcién es analitica y

diferenciable, ésta puede desarrollarse en una serie de potencias de
la forma,

LI | l:d"U(x) 3-30)

U(X)'-:Zo; T] (x—xo)"

En esta expresion el término de orden cero se entiende simple-
mente como el valor de la funcién en dicho punto, U(x,); los coefi-
cientes restantes son las derivadas de diferente orden, calculadas en
el punto alrededor del cual «se desarrolla» la funcién. La serie dada
en la EC.(3-30), se conoce como Serie de Taylor para funciones de
una sola variable. Cuando el desarrollo se hace alrededor del punto
x=0, la serie se conoce como Serie de Maclaurin.

Por cuanto el teorema en su forma general se limita a la vecin-
dad dg un punto y exige que alli la funcién tenga un comportamiento
analitico (jlas derivadas en dicho punto deben existir y ser finitas!),
la utilizacién del resultado se emplea para estudiar el comportamiento
de una determinada funcién alrededor de un punto cualquiera de su
dominio. No nos interesa hacer una exhaustiva demostracién del
«Teorema de Taylor», sino la utilizacién del resultado. Por lo gene-
ral fisicamente los puntos que mas interesan son los puntos de equi-
librio estable, es claro que es de suma importancia estudiar el
comportamiento de la Energia Potencial alrededor de dichos pun-
tos. Proponemos, entonces, el siguiente LEMA:

LEMA(3-4): En la vecindad de un punto de equilibrio estable
el movimiento unidimensional de una particula puede siem-
Pre aproximarse por un Movimiento Armonico Simple.

DEM.: Desarrollando explicitamente la EC.(3-30), y tenien-
do en cuenta que el término de primer orden no aparece por
cuanto en el punto de equilibrio estable es nulo, se obtiene:

S.ob?'e el desarrollo de funciones en «Series de Taylor y la utilizacién de este proce-
dimiento en la aproximacién de funciones analiticas, véase por ejemplo: Tom APOS-
TOL, op. cit., Vol.1, pp 450/452; Vol.I1, pp 388/390. Véase también: Yu TAKEUCHI:
«Andlisis Matemdtico», Universidad Nacional, Bogot4, 1974, pp 267/273.
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_ 1| d’U(x) 2 & 1dUW) .
U(X)—U(xm)+§|:7i| ().—.lm)+nz=3-r;i|:7:| (x—xn)
xm xm
(3-31)

En la anterior expresién, si la
serie converge y los desplazamien-
tos de la posicién de equilibrio son U(x)
pequeiios, es claro que los dos pri-
meros términos son los de mayor
significacién. La primera aproxi-
macién de importancia sera el tér-
mino de segundo orden, conocido
como «Término Armoénico» y repre-
senta una parabola centrada en el eje
de las ordenadas cuyo minimo co-
incide con el de la funcién U¢(x).
Como se muestra en la Fig.(3-10),
ello quere decir simplemente que si
el movimiento de la particula esta
restringido a pequeiios desplaza-

Parabola
=,

=

1
)
[l
|
1
1
I
1

1
+
i
|

mientos a partir de la posicién de X

equilibrio estable, lo cual lo puede i km e
garantizar un valor de la energia to-

tal cercano al valor minimo de ener- Figura3-10

gia potencial, este movimiento, en
primera aproximacién es un Movimiento Armonico Simple; si m es
la masa de la particula, la frecuencia de dicho movimiento estara

dada por la expresidn,
2
orol [d U(zx)]
m| dx .

Esta expresién concluye la demostracién del lema propuesto.

p y prop )
Probablemente el resultado anterior puede parecer algo initil,
pues lejos esta la forma funcional de la energia potencial de pare-
cerse a una parabola, salvo, como anteriormente se dijo, cuando la
particula se encuentra cerca de un punto de equilibrio estable. Lo
que pasa es que en los fendmenos reales, la vecindad del punto de
equilibrio es lo importante en el movimiento de las particulas, pues
la estabilidad de los sistemas es lo que realmente importa. Asi por

o (3"32 )
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ejemplo, cuando se constituye una molécula, si ha de permanecer
como tal, los 4&tomos que la componen solamente podrdn moverse
en la vecindad de su posicién de equilibrio. Igualmente, los ato-
mos que componen un sélido no estan, en el caso general, movién-
dose a lo largo del cristal; ocupan posiciones mas o menos fijas, y
los Gnicos movimientos posibles serdn desplazamientos siempre
cercanos a dicha posicion. En un edificio, sus partes estan, aparen-
temente, siempre en la misma posicién; sin embargo, si en un piso
elevado, por ejemplo en el piso 20 6 25 de un rascacielos criollo,
colocamos una lampara colgante, podremos observar que ésta siem-
pre se mueve... bueno, aparentemente se mueve, por cuanto lo que
realmente se mueve permanentemente es el edificio como un todo;
ipor fortuna para los habitantes, los desplazamientos de las partes
del edificio siempre son cercanos a la posicién de equilibrio!. Lo
que el teorema anterior nos dice es que, en el caso general, todos
estos sistemas podemos suponerlos como si sus partes (jparticu-
las!) estuviesen unidas por «resortes» que no les permiten apartar-
s¢ demasiado de su posicién original. Es justamente esta
consideracién, un poco burda si se quiere, la que hace que el estu-
dio de sistemas de Osciladores Arménicos Acoplados sea de tanta
importancia, tanto en la fisica como en las distintas ramas de la
ingenieria.

EJERCICIO (3-27): POTENCIAL DE LENNARD - JONES['"']: fue propuesto
como modelo para la interaccion de dos d4tomos al momento de formar una molécula
diatémica, en particular para el raro caso de moléculas de gases nobles. Para lo que
nos interesa, podemos suponer que un 4tomo se mueve en una dimensién y que su
Energia Potencial est4 representada por la funcién,

HEH|
UKXx)=4&|—| —-|—
X x

Esta forma de la energja potencial comprende un primer térmido de caracter repulsi-
vo, pero de significacion solo a distancias muy cercanas a cero. Representa la repulsiéon
e’ntre. los niicleos de los atomos que componen la molécula; de otra parte, se tiene un
término de cardcter atractivo, de mayor alcance que el primero y que predomina a gran-
des .dlstanc:as entre los dtomos que componen la molécula; en principio su origen es
estrictamente eléctrico y da origen a las denominadas «Fuerzas de Van der Waals»,
provenientes de la deformacién de las «nubes» electronicas de los 4tomos por repulsién

n

M. YAVORSKIy A. A. DETLAF: «Manual de Fisica», MIR, Mosc1, 1972, pg 809.
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colombiana a medida que éstos se acercan,
dando origen a una distribucion de carga U(X)
de tipo «dipolar». Dejando para la fisica
molecular el estudio detallado de este tipo
de interaccidnes, es posible de momento
centrar la atencién en el movimiento de una
particula en la vecindad del punto de equi-
librio estable que la energia potencial pro-
puesta genera de acuerdo con lo hasta ahora
estudiado. y

POTENCIAL DE LENNARD-JONES

1/8 X/O"
E(=Cte) . ~—

SOLUCION: (a) La FIG.(3-11) mues-
tra la forma aproximada de la funcidén U(x),
en la cual puede apreciarse el significado
de los parametros que caracterizan la energia
potencial, e y o. Es claro que si x =, se
tendra U(oc) = 0. Por otra parte, hacerlo
explicitamente es trabajo para el estudiante,
el minimo de la funcion se encuentra en:

—n —

Figura 3-11

Uxy)=—¢ x,=2%c=1120

El valor € corresponde a lo que se conoce como «Energia de Disociacién» de la
molécula; esto es, la energia que habrd que suministrarle para nuevamente reducirla a
dos atomos separados. La cantidad o, de acuerdo con lo dicho, es una medida del
didmetro atémico del elemento constituyente de la molécula.

(b) Como puede verse en la figura, solamente para estados de energia negativa se
tendrd un movimiento con dos puntos de retorno; esto es,

e<E<0

Los puntos de retorno, en el caso general, pueden obtenerse a partir de la si-

guiente ecuacién equivalente de segundo orden: X, ]
(o)

uz—u—£=0

siendo: ¥~
4¢

T

Las soluciones de esta ecuacién para los puntos de retorno seran:

e ()N
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i) En el caso de que se tenga E > 0, el segundo término a la derecha sera mayor
que 1/2; por consideraciones eminentemente fisicas podemos suponer que siempre x >
0, luego la raiz negativa no tiene sentido; en este caso se tiene, entonces, un solo
punto de retorno.

ii) Para el caso ya visto en forma cualitativa, E = -g, el término dentro del radical se
anula, por consiguiente se tendra el valor correspondiente a la posicidn de equilibrio
anteriormente encontrada, X,

iii) En el caso particular E = 0, hay dos raices posibles; una de ellas, asociada al
valoru= 1, ya anteriormente habia sido estudiada, pues conduce, simplemente a U(c)
=0. Por su parte, la solucién con el signo menos en el radical también existe; nos dice
que U(x) tiende a cero asintéticamente; en consecuencia, U(e0) =0

. iv) Enel caso general, para cuando la Energia es negativa, pero mayor al valor -,
siempre se tendran dos raices reales y finitas para los puntos de retorno, puesto que la
€xpresion para u sera siempre positiva, independientemente del signo del radical.

(c) Para el estudio del potencial en las cercanias del minimo, esto es, para | E |
cercano ae, es necesario obtener, cuando menos, el término de segundo orden del
desarrollo de Taylor dado en la EC.(3-31) al rededor del punto x,; se obtiene:

2

2
Ux)=—¢c+ %[.d_dgx(fl]xo (x —x0)2+...

la «Constante de Fuerza» dada por el término en paréntesis tendra el valor,

d*U - -
[ﬁ] S [26,2 % -1,2 %]=57,15(g/ c?)
xo O-

A partir de este valor se obtiene la frecuencia de pequefias oscilaciones:

76 |&
g m

E.!ERCICIO(3-28): Consultando en libros sobre datos moleculares,

(m seria la masa reducida de la molécula) tabule los datos para m,c, e y

el que calcule para la frecuencia de pequeiias oscilaciones, para distintas

moléculas de «gases nobles» tales como Helio, Argén, Xendn, etc. En

qué rango éptico se encuentran? ;Corresponden estos valores a la realidad
experimental?
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EJERCICIO (3-29): POTENCIAL DE MORSE: Siguiendo los pasos del EJ.(3-
27), estudie el comportamiento de una particula cuya energia potencial, esta dada por

la expresion: )
e
U(x)=s[1—e ﬂ( %o ]

Estudie y aclare el significado de los pardmetrosg, B, y x,. Calcule la frecuencia de
pequeiias oscilaciones y encuentre la equivalencia posible entre los parametros del
potencial de «Lennard-Jones» y el de «Morsen».

3.4.4. Introduccién al concepto de campo

Probablemente el Estudiante, desde muy temprano en su carrera
o incluso probablemente antes de ingresar a ella, ha oido hablar con
relativa frecuencia de Campo Gravitacional, Campo Eléctrico, Cam-
po Magnético o Campo Electromagnético, con seguridad con ma-
yor frecuencia que con la que ha oido hablar de Energia Potencial
Gravitacional, o Eléctrica. Esto no es simplemente un problema
semintico; realmente es consecuencia del aparecimiento de nuevos
fenémenos fisicos cuya explicacién a partir de los conceptos de la
mecénica introducidos por Newton, muy especialmente de la forma
especifica de la interaccién entre particulas que establece el tercer
postulado y del caracter absoluto del Espacio (o del Tiempo), no es
siempre posible o, si se quiere, resulta poco convincente.

Estamos acostumbrados a identificar los objetos en nuestro al-
rededor por su peso; cada uno de ellos posee un peso diferepte, re-
sultado, como ya lo sabemos, de la accidon que sobre ellos ejerce la
Tierra. Por otra parte, desde el famoso experimento del Tubo de
Newton, que probablemente todos pudimos realizar en la secuqda-
ria, sabemos que, no importa que tan pesado sea un cuerpo, si €s
posible eliminar la resistencia del aire, todos caen con la misma
velocidad y en un mismo tiempo cuando se lanzan desde una misma
altura. Superado el primer semestre de carrera, ya sabemos que_ello
se debe a que todos adquieren en la vecindad de la tierra la misma
aceleracion; el conocido valor g=9.86 m/s?. En otras palabras, este
valor identifica, no al cuerpo en particular sino a la «vecindad de la
tierra»; esto es, una regién particular del espacio en la cual lo im-
portante no son los cuerpos que caen o se hallan en é€l, sino «La
Tierra». Podemos, entonces, pensar en una forma algo diferente res-
pecto de la interaccidon entre nuestro planeta y la particula; podemos
pensar que la tierra altera las propiedades del espacio en su vecindad;
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cualifica el espacio; crea un Campo Gravitacional; la medida de
esa «Cualidad» que la tierra comunica al espacio, la medida de ese
Campo Gravitacional para alturas pequefias comparadas con su ra-
dio es el vector aceleraci6én g, cuyo valor no depende de los cuer-
pos que en cualquiera de esos puntos se ubica.

Por otra parte, sobre una particula ubicada en un punto del espacio
en el cual existe un Campo Gravitacional aparece una Fuerza
Gravitacional cuyo valor es directamente proporcional al valor del
campo en dicho punto. Se trata ahora de una interaccién Particula -
{’laneta via espacio; sin embargo, no via un espacio pasivo, absoluto e
md.epel.lfiiente de los fen6menos que en él se suceden - tal es la carac-
tenzaclpn newtoniana del espacio - sino de un espacio con propieda-
des derivadas de la distribucién de materia que en él se encuentra.

Es claro que la descripcién de la interaccidn entre particulas de
acuerdo con la concepcién newtoniana, cominmente conocida como
la de Accién a Distancia, y la descripcién mediante el concepto de
Campo son CQmPICtamente equivalentes; sin embargo, no lo son cuan-
do ©s preciso introducir, como de hecho hoy es necesario hacerlo en la
teoria de la relatividad o en el electromagnetismo, dependencia tem-
poral en la Propagacioén de la interaccién. La introduccién del tiempo
en la interaccién entre dos particulas no cabe en la Mecénica de Newton,

pues csta, independientemente de la distancia entre las particulas que
Intercalan, debe ser instanténea.

A manera de conclu
gunas defi
interaccio

a sién de lo anteriormente dicho, veamos al-
niciones operacionales de Campo, relacionadas con las
Nes gravitacional, eléctrica y magnética.

t,;EE'G-fi 6): CAMPO GRAVITACIONAL: Si en un punto de-

rminado del espacio, §, sobre una particula con masa

,ggavz'taCfonal «m» aparece una fuerza, F(¥), el Campo
ravitacional en dicho punto estara dado por la relacion,

&(F) = lim L)

(3-33)
m->Q m

Barepe conveniente insistir en la aseveracién, «con masa
gravitacional m», expresién que bien pudiese ser cambiada por la
de’ «Carga G"av_ltaqional m», en la DEF.(3-16). Este lenguaje se
asienta en el criterio segin el cual la interaccién entre cuerpos
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materiales se realiza cuando ambos poseen la misma propiedad. En
este caso, conviene insistir en el tema, entendemos que €sta no es
otra cosa que la medida de dicha capacidad de actuar, de ejercer
fuerza gravitacional sobre otra particula, la cual necesariamente
debe poseer la misma propiedad. Desde el punto de vista del con-
cepto de Campo, mantenemos el mismo principio; si el espacio se
halla alterado por la capacidad gravitacional de la materia que en él
se encuentra, una particula que se encuentra en algun punto de di-
cho espacio, sentird una fuerza gravitacional solamente si ella tie-
ne también dicha capacidad gravitacional de alterar el espacio. Como
se menciond el # 3.2.5.: si esta capacidad de una particula de ac-
tuar gravitacionalmente sobre otra corresponde a la misma de opo-
nerse a la accién exterior, sea cual fuere su origen, (gravitacional,
eléctrico o magnético), es un problema que no es posible elucidar
a la luz de los postulados y leyes del movimiento de las particulas,
tal como aparecen en la mecanica de Newton.

DEF.(3-17): CAMPO ELECTROSTATICO: Si en un punto afe-
terminado del espacio, ¥, sobre_una particula con carga glgc-
trica «g» aparece una fuerza, F(¥), el Campo Electrostatico
en dicho punto estara dado por la relacion,
B(F) = lim 0 (3-34)
q—0 q

Obsérvese también que formalmente las dos ultir.nas deﬁnlglo-
nes son practicamente idénticas; el papel que en el primer caso jue-
ga la Masa Gravitacional, m, 1o hace en el segundo caso la quga
Eléctrica, q. Como ya se establecié, la materia no solamente tiene
Gravitacidén e Inercia como propiedades fundamentales; puede tener
otras propiedades, en este caso Electricidad, cuya medida cuantita-
tiva se ha representado por ‘g’

Interesante es también el papel que cumple el limite. en las EC.(3-
33) y (3-34). Ello se relaciona con el problema de MedlClél:l; recorde-
mos que, en fin de cuentas, se trata de Definiciones Operacionales. El
papel que m y g juegan en dichas expresiones no es otro que el de INS-
TRUMENTOS DE MEDICION. El significado del limite no es otro
que el de recordar que las dimensiones de tales instrumentos deben ser
tales que no afecten sensiblemente el valor del campo existente en di-
cho punto previamente a la realizacién.del experimento de medida. Es
decir, no afecten la preexistente distribucién de masa gravitacional o
de cargas eléctricas segun el caso.
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El Magnetismo no es, como tendrad el Estudiante posibilidad de
estudiarlo en cursos posteriores, una propiedad independiente de la
Carga; pero, adicionalmente, estd asociado también con la Veloci-
dad de la particula, con su estado de movimiento. Puede decirse
que CARGA x VELOCIDAD constituyen la propiedad de la materia
que origina el magnetismo y, consecuentemente, la interaccién mag-
nética. Pero en la misma forma que una Masa Gravitacional actia
‘solamente sobre otra Masa Gravitacional, una Carga Eléctrica
sobre otra Carga Eléctrica, también una «Carga Magnética», vale
decir, cargas en movimiento o Corrientes Eléctricas, solamente
actuan sobre Cargas Magnéticas en movimiento, esto es, sobre
Corrientes Eléctricas. La Corriente Eléctrica mas elemental es una
Particula Cargada con cantidad de movimiento P no nulo. Tomando
esta como instrumento de medicién, puede definirse operacional-
mente el Campo Magnético, de la siguiente manera:

DEF,.(3-18): CAMPO MAGNETICO: Si sobre una particula
con Carga eléctrica «q» que se mueve con velocidad « 3 » ac-
tua una fuerza perpendicular a su velocidad, F(¥,V), se dice
que en dicha region existe un Campo Magnético, B(F), cuya
direccion e intensidad obedecen la relacion:

VI xBE=, zigo[ﬂ"—v)]
e qv (3-35)
I:Z'ln.el numeral siguiente tendremos oportunidad de estudiar el
movimiento de una particula en un campo magnético estatico como
el defimdg en la EC.(3-35). Queda claro que para que exista un Cam-
po Magne{ico Estdtico en el punto F,B(F),” es necesario que exista
en el medio una distribuci6n estacionaria de corrientes eléctricas;
de lo contrario habria una dependencia explicita de B(F)" con res-
pecto al tiempo, ¢; en este caso no se trataria de un Campo Magné-
tico Estaciorgario. Finalmente, no es dificil mostrar que las unidades
en que se mide el campo magnético en el sistema MKS seran:

{ﬁ(F)} =N/Am

Ep esta expre_sién el AMPERIO o COULOMBIO/SEGUNDO es
la unidad de corriente en el mismo sistema de unidades.

3.5.- DEPENDENCIA F(¥)

!’in el antgrior paragrafo encontramos un tipo de interaccién muy
particular, la interaccidn electromagnética, en la cual la fuerza sobre

DINAMICA DE UNA PARTICULA 109

la particula depende explicitamente de la velocidad que ésta tiene.
Por cuanto en un punto del espacio una particula tiene un nimero
infinito de posibles valores de su velocidad, este tipo de fuerzas
son, de hecho, no univaluadas en el espacio y por consiguiente no
conservativas de la energia total (asi permitan conservar la energia
cinética, tal seria el caso de las fuerzas que aparecen en la EC.(3-
35)). La pregunta es si las fuerzas magnéticas son las Gnicas que
muestran una dependencia explicita con la velocidad, o si existen en
la naturaleza otras interacciones que asi se manifiesten. La respues-
ta es que, si bien a nivel microscépico lo primero es cierto, a nivel
macroscépico existen una serie de hechos experimentales que mues-
tran interacciones sobre cuerpos con dependencia explicita de la
velocidad de la particula. Estas situaciones, si bien tedricamente son
problemas de dindmica de muchas particulas, jde muchisimas, de
hecho! pueden solucionarse con buena aproximacién mediante la
aplicacidon de las leyes de la dindmica de una particula.

El problema general de fuerzas que dependen de la velocidad
puede expresarse en forma genérica de la manera siguiente:

= dv dvj

F@)=m " <> Fi(vy), =m ”

Conviene insistir en el sentido que tiene el indice diferente para

la componente de la fuerza y de la velocidad en la expresiéon equiva-
lente al lado derecho de la EC.(3-36). Ello se refiere a que, en general,
cada componente de la fuerza puede depender, independientemente
de cualesquiera de las componentes de la velocidad, o de e}lg'como
vector en el caso general; a esto hace referencia la repeticion fi'el
indice «k» externo al paréntesis. La forma explicita de la expresion
sera, obviamente, resultado del problema particular de que se trate.

k=123 (3-36)

Puede decirse que todos los casos en que se presenta una relacion
de la forma de la EC.(3-36) se pueden clasificar en dos grandf:s grupos,
a saber: Fuerzas de rozamiento o disipativas, y fuerzas de caracter mag-
nético, del tipo de las definidas en el numeral anterior, entre las cuales
las representadas por la EC.(3-35) son, ciertamente, un caso bastante
representativo. En lo que sigue trataremos de analizar los casos mas
comunes de estos dos tipos de acciones sobre una «particula».

3.5.1. Fuerzas disipativas o de rozamiento

En el caso general, ya se ha establecido que las fuerzas elementa-
les entre particulas son de caracter conservativo; mas aun, se ha
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afirmado que todo tipo de interaccién que aparezca entre cuerpos
macroscdpicos puede siempre expresarse en términos de las que
hemos denominado fuerzas o interacciones fundamentales en la na-
turaleza. El problema real es que no siempre es posible tratar las
interacciones entre cuerpos macroscopicos, cuando intervienen un
indeterminado y muy grande namero de particulas, a partir de las
interacciones «reales» entre ellas, pues su tratamiento, aun cuando
fuere posible, seria interminable; y si lo fuese, seria probablemente
inutil para los propésitos practicos. Piénsese, a manera de ejemplo,
en la descripcidn de la interaccién existente entre una canica y un
fluido dentro del cual se desplaza, tal el caso del agua, por ejemplo.
Los dtomos en la canica estan separados aproximadamente 0,5x10-
' m; si la canica tiene 1,0 cm de diametro, ello quiere decir que su
S_“Perﬁcie, la que estd en contacto con las moléculas de agua, con-
tiene aproximadamente (mx10-/7x0.25x10-2%) = 4x10'¢ 4tomos, en
Interaccién con otras tantas moléculas de agua. Aun en el caso de
que se asumiese un solo tipo de interaccién entre una molécula de
agua y un dtomo de silicio (jsuponemos que la canica esta hecha de
silicio!), ello nos llevaria a un sistema de ecuaciones imposible de
resolver; pero ... ivale la pena resolverlo?

La respuesta a la anterior pregunta es no. Finalmente, no nos
Tesa en absoluto que pasa con tal o cual dtomo de silicio o con
tal o cual molécula de agua; nos interesa el movimiento de la cani-
ca; 'y ésta, como un todo, podemos tratarla para efectos practicos,
COmo una particula. Las interacciones que sobre ella ejercen las
moh?culas de agua aparecen en este caso como una Fuerza de Ro-
2amiento; que el agua actiie sobre la canica se dice que es por su
yzscosic_iad. Este tipo de problemas, como lo es también la
Interaccidn entre dos superficies sbélidas, o entre dos liquidos, o
entre cuerpos rigidos con gases, etc, son problemas que, por su
cotidianidad, han llevado al establecimiento de Leyes Empiricas;
esto ®S, a encontrar leyes matematicas que describen con bastanfe
Precision el movimiento de los cuerpos en situaciones y condi-
?cllone§ Cofl'ocidas, leyes que se deducen a partir de la realizacién e
;egl:tgagsloen de experimentqs co_ntrolados. El reto para el fisico
: ncontrar una explicacién a estas leyes empiricas a par-
tr de los principios fundamentales que rigen el micromundo.

inte

Para medios homogéneos e isotrépicos se encuentra que, en el
caso general, la Fuerza de Rozamiento que un fluido ejerce sobre
una particula’'que se desplaza en él sigue la ley general,
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= v dv
F¥)=—f(v)—|=m—
V)=~ )[v] dt 3-37)
Esta relaciéon nos dice, simplemente, que la fuerza es siempre
antiparalela a la velocidad; recordando lo dicho en el # (2.4.3)_, ello
quiere decir que su accidén es siempre tangente a la trayectoria; su
efecto es producir una aceleracion tangencial; luego,

v

~ dv _ _ci\:_
F(v)= mzt—[;] S —-f(v)y=m i ma, (3-38)

Recordando el resultado en el LEMA(2-11), a partir de la }EC.(B-
38), para f{v) una funcién no nula en un intervalo dado de tiempo,
{z,t), es siempre posible encontrar el valor de la rapidez de la parti-
cula, v(?), para cualquier valor re[¢,, ¢ ], siempre y cuando se rea]lce
una medida previa de rapidez, v, = v(t,), para un valor c_onocxdo,
t,€[t.t]. El valog que se obtiene de la expresion para el tiempo se
deduce directamente a partir de la EC.(3-38)

v(t) dvl

-1, =—m! o)

[

(3-39)

Adicionalmente, por cuanto la anterior expresién es siempre po-
sible conocerla para cualquier valor de ¢, con la unica restriccion,
te(t, t], de acuerdo con el LEMA(2-12), serd siempre posible re-
construir la rapidez en todos los puntos del intervalo [z, £,]; a partir
de estos valores de v(#) es posible conocer el espacio recorrido por
la particula en cualquier subintervalo de [z, t]< [f, %]

ty (3-40)
AS = [ v(r)ar

(1) Rozamiento entre Superficies:

Cuando dos superficies se hallan en contacto, exist.e' entre ellas
una interaccién generada, no solamente por la interaccion eventual
entre los 4tomos de una y otra, sino principalmente por efectos
macroscépicos relacionados con la calidad de las superﬁc1e§ como
tal; sus respectivas rugosidades, dureza, tipo de material, area de
contacto, etc. Se presentan dos situaciones diferentes; una estatica,
relacionada con la fuerza de interaccién existente cuando las
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superficies se hallan en reposo una respecto de la otra, y una dina-
mica cuando las dos superficies se hallan en movimiento relativo.

Si un bloque se halla sobre una superficie, empiricamente se
encuentra que la accién mixima de la superficie sobre el Bloque
puede expresarse de la siguiente manera:

- I OF
N

fs =—n,

Il (3-4D)

En esta expresién, conocida como Ley de Coulomb para la Fric-
cion Estatical'?), se tiene: R} es la fuerza que la superficie ejerce
sobre el bloque en direccién perpendicular al punto comun de con-
tacto; u  se denomina el Coeficiente de Rozamiento Estdtico, el
cual caracteriza las dos superficies en contacto; f, es la Fuerza de
Rozamiento Estdtica, cuya direccién es siempre antiparalela a los
Desplazamientos Posibles del
bloque, §F, que son compatibles
con la situacién de contacto (para
dos superficies planas, tales Des-
plazamientos Posibles son siem-
pre paralelos a la superficie,
perpendiculares a N); esta depen-
dencia de los desplazamientos po-
sibles incluye la dependencia con
la velocidad, pues en fin de cuen-
tas sus direcciones son las que son
posibles para la velocidad del blo-
que. Por otra parte, la afirmacién
en el sentido de que la EC.(3-41)
representa un valor extremo, esta
asociada con la fuerza que es Figura 3-12

preciso aplicar para poder poner el bloque en movimiento respecto
de la superﬁpie, pero manteniendolos en contacto; en otras pala-
bras, es preciso «vencer» la fuerza de rozamieto estdtico que la su-
perficie ejerce sobre el msmo bloque.

I_‘a FI1G.(3-12) idealiza un experimento, el del Plano Inclinado,
mediante el cual es posible medir el Coeficiente de Rozamiento

Que esta rela'cién extrema se atribuya a COULOMB, no es muy frecuente. La afirma-
ci6én que aqui se hace ha sido tomada del libro de A. SOMMERFELD, : «Mechanics»
(Lectures on theoretica physiscs V.I),Academic Press, N. Y.., 1960, pp 81/82
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Estdtico. Simplemente, el angulo del plano puede cambiarse a voluntad.
Se trata de encontrar la inclinacién a partir de la cual el bloque empieza a
deslizarse. Cuando ecllo sucede, necesariamente la componente del peso
del bloque paralela al plano inclinado compensa el valor maximo posible
de la fuerza de rozamiento estatica; en consecuencia, se tendra:

mgsend, = f =pumgcosd, p =tgd,

Conviene insistir en que esta expresién es solamente vélida en
el preciso instante en que se rompe la condicién de equilibrio; una
vez ello sucede y el bloque empieza a moverse, se pasa a una situa-
cién dindmica; dada esta nueva situacién, la condicién de equilibrio
dindmico (esto es, que el bloque se desplace con velocidad cons-
tante respecto de la superficie) es diferente a la que establece la
EC.(3-41).

No por la simplicidad de las relaciones establecidas puede .d'ecirse
que la Fuerza de Rozamiento Estatico carece de importancia. P1ensgse
solamente en la importancia que ellas tienen en la locomocion
vehicular, animal o humana; son justamente las Fuerzas de Rozamien-
to Estatico las que lo garantizan, pues son ellas las que actian sobre los
cuerpos que se desplazan (conviene que el lector piense un poco mas
detenidamente en esta aseveracién); son ellas las que permiten la trans-
misiéon del movimiento en las mdaquinas, en las bandas transportadoras
y todo tipo de engranajes mecanicos. Finalmente, asi parezca un poco
contradictorio, es gracias a estas fuerzas que es posible evitar pérdidas
de energia en el movimiento de los vehiculos, ya que un gran coefi-
ciente de rozamiento estdtico garantiza un movimiento de solo rotz'l-
cién de las ruedas que ejercen la traccidén; de lo contrario, habria
deslizamiento y pérdida consecuente de energia. La condicién para que
esto no se presente se conoce como Condicién de Rodadural®]

La Fuerza de Rozamiento Dindmica, para la cual podemos deﬁn}r
un Coeficiente de Rozamiento por Deslizamiento, sigue una ley simi-
lar al caso estitico representado en la EC.(3-41); en este caso, Sin
embargo, se puede hacer uso de la velocidad de la particula respecto
de la superficie. Experimentalmente se encuentra que para un'ampho
margen de valores de la velocidad se cumple la siguiente relacion:

£y = -nol¥] -2

" Sobreel concepto de «Rodadura» consultar: Carolina SPINEL: Cuestiones de Fisica

(boletin de la Soc. Col. de Fisica), 8, #2, 4 (1984)
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El subindice «D» hace relacion al caracter dinamico de la EC.(3-
42); es un resultado experimental que siempre, para un par de super-
ficies dado, se cumple:

IJ'D = “’s (3"43)

El tratamiento dinamico de la fuerza previsto por la EC.(3-43),
para cuando el bloque se desplaza en una direccion definida, no tiene
nada diferente al tratamiento
para cuando se tiene una fuerza
constante. La FIG.(3-13) ilus-
tra el caso de un movimiento
sobre un plano inclinado to-
mando en consideracién la
fuerza de rozamiento; sin em-
bargo, al hacer el Diagrama de
Cuerpo Libre (diagrama en el
cual solamente se representan
la acciones sobre un unico
cuerpo o particula) es preciso
hacer una suposicion inicial
acerca de la direccién del mo-
vimiento; solo si esta suposicion se hace es posible resolver el pro-
blema!'*l. En el ejemplo de la FIG.(3-13), se ha supuesto que la
velocidad de la particula es hacia la derecha, jbajando! Ello no quie-
re decir que una vez resuelto el problema, necesariamente sea esta
la direccién «real» del movimiento del bloque. La suposicion ini-
cial no debe afectar el resultado.

Figura 3-13

EJERCICIO(3-30): Encontrar, en el ejemplo representado en la FIG.(3-13),
las aceleraciones de los bloques y la tension en la cuerda.

SOLUCION: Las ecuaciones de movimiento para los dos bloques, entendien-
do que la aceleracion de M a lo largo del plano es la misma de m en direccion «y»
(cambiar la direccion de la fuerza, Tension, es la funcién que cumple la «cuerda», que
para todos los efectos se considera sin masa e inextensible, aun cuando sea deforma-
ble) son las siguientes:

mgsen0 —-T - "fDH = Ma

-mg +T =ma

Hernan ESTRADA y Alvaro MARINO: «Algunas notas sobre el Rozamientoy, Cues-
tiones de Fisica (Soc. Col. de Fisica). 2, #2/3.2 (1977).
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De estas expresiones se obtiene, para las dos incognitas, a y T respectiva-
mente:

~ M(sen0 — p, cosO)—m
M +m

mM
T =(—7) 1+sen®—pu, cosd
M +m ( Ho )8

a

Queda al estudiante comprobar explicitamente estas relaciones, asj como tam-
bién estudiarlas para los casos extremos0 =0y 0 =m/2,

EJERCICIO (3-31): En el pro-
blema representado en la figura, entre el
bloque de masa m y el de masa M el coefi-
ciente de rozamiento es 11, y entre el blo-
que M y el plano inclinado es . (a)
Construya, para cada bloque, los corres-
pondientes Diagramas de Cuerpo Libre
(digramas de fuerzas); (b) Resuelva la di-
namica del problema y explique el movi-
miento posible del bloque m respecto del
bloque M . (observacion: elproblema debe
resolverse con referencia a un sistema
inercial).

EJERCICIO (3-32) El coeficiente de rozamiento dinamico entre un carro y
su pista en una montaina rusa es de 0.3 si la altura inicial a partir de la cual se lanza
el carrito es de 40 m y la pista tiene 150 m de longitud total. Suponga que se trata
simplmente de planos inclinados; ;cual es. en estas circunstancias el trabajo hecho
por la fuerza de rozamiento dinamico sobre el carrito si se quiere que, tras llegar al
nivel del piso vuelva y suba una determinada colina de altura h’ <40 m y quede en
reposo? ;Es equivalente que la «Montaiia Rusa» fuese simplemente de planos
inclinados a que tenga la caracteristica normal de «Tobogan»? ;Cudl seria el valor
de h’ en funcion del coeficiente de rozamiento?

EJERCICIO(3-33) Un coeficiente cinético de rozamiento normal entre el pa-
vimento y las llantas de un vehiculo es de 0.8; si el tiempo de reaccion al freno de un
conductor es del orden de 0.5 s, ; Qué distancia se debe guardar entre dos vehiculos en
una via cuando se conduce detras de un vehiculo similar a 100 km/h? ; Cual seria esta
distancia si la velocidad fuese 70 km/h?

T i i e
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(2) Rozamiento en un medio fluido: Ley de Stokes

Segun G. B. STOKES, para una particula que se desplaza en un
medio fluido, mientras se mantenga la condicién de laminaridad, esto
es, mientras se pueda mantener la suposicion de que el fluido se com-
pone de capas que se desplazan unas respecto de las otras, la fuerza de
Rozamiento Dinamico es directamente proporcional a la velocidad de
la particula. En su forma explicita, esta fuerza, para una particula es-
férica de radio R, se expresa en la forma!'s! ,

f = —6mnRV = —yV (3-44)

_ M sedenomina el coeficiente de V(t) 1
viscosidad!"'® y «R» es el radio de la

particula. No es de interés para
nuestro objetivo la deduccion de la
EC.(3-44), 1o cual es objeto de una
rama mas especializada de la me-
canica de muchas particulas, la Hi-
drodinamica. Nos interesa, en la a(t)
cventualidad de que una fuerza de
tal tipo actie sobre una particula, Vo7 m
describir su movimiento.

v,le

Comparando la EC.(3-44) con S([)
la EC.(3-38), encontramos que,
Jv)=yv; POr consiguiente, a partir | = [ _—— |

dela EC-('3-§9), por integracion di- t
recta se obtiene para la velocidad - »
de la particula- m/7y

V(1) = v e TImti-ty) (3-45) Figura 3-14

La c{educeién de la EC.(3-44) es un problema que estudia la Hidrodinamica. Sobre el
particular el lector puede consultar: A. SOMMERFELD: «Mechanics of deformable

é’;’f"‘-’s”- (Lectures on theoretical physics V.II), Academic Press, N. Y., 1967, pp 246/

Seg‘lj Newton el «Coeficiente de Viscosidad» o «Rozamiento internoy, proviene de la
accion mutua entre las capas de un fluido; sidF representa la fuerza de rozamiento interno
sobre una superficie dS, se cumple la relacion, dF/dS = -h<dv/dy=, siendo <dv/dy> el
gradiente de la velocidad de lag capas de fluido en direccidon perpendiculara la de su
deszpll::;zamienlo. Sobre el particular consultar M. YAVROSKIy A. A. DETLAF, op. cit.
PP .
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Para la aceleracion tangencial se deduce inmediatamente:

-\l" ={¥y/im =
a, = —1'[,[—)9 (ylm)it=1y) (3-46)

n

Entre un instane arbitrario 7 y un instante conocido, suponiendo
que estre sea el msmo valor t, la distancia que una particula alzanza a
recorrer dentro del fluido cuando es «frenada» por la accion viscosa,
sera:

AS “D = (””T)VQ[] _ e-tﬂm!lr—ro.] (3-47)

En la FIG.(3-14) puede verse la representacion grafica del mo-
vimiento de un particula bajo la acciéon de una fuerza que obedece la
«Ley de Stokes», tal como se desprende de las EC.(3-45) a (3-47).
Este movimiento puede corresponder, a manera de ejemplo, al pro-
ceso de parada de un submarino que se desplaza horizontalmente y
de repente apaga sus motores para detenerse tnicamente bajo la ac-
cién de la resistencia del agua. Como puede verse, la cantidad deter-
minante en la distancia maxima que en estas condiciones puede
recorrer la particula, el submarino, es finita, asi el tiempo que tarda
en recorrerla es, tedricamente, infinito. Una medida del tiempo real
que tarda en decaer el movimiento, y también del que tarda en reco-
rrer la distancia mdxima, estd dada por la cantidad t = m/y, valor
que bien puede llamarse el Tiempo de Decaimiento del movimiento
del submarino. Conocida como es la masa de la particula, lo impor-
tante, si se quiere minimizar el valor T, sera lograr un coeficiente y
= 6nMR lo mas pequeinio posible. Por cuanto R es una dimension
caracteristica del submarino, lograrlo es un problema de diseno, de
ingenieria. Para resolver este tipo de problemas es preciso acudir a
las leyes de la HIDRODINAMICA, ciencia
que justamente trata del movimiento de cuer-
pos en medios fluidos. La Ley de Stokes es
precisamente una de tales leyes, valida para
medios viscosos incompresibles.

EJERCICIO(3-34): La figura muestra la caida
de una esferita de radio R y masa m en un tubo que
contiene aceite. Encuentre la expresion correspondiente
a larapidez, la aceleracion y el espacio total recorrido
por la particula dentro del tubo, y construya las corres-
pondientes graficas en funcion del tiempo a partir del
instante en que la particula hace contacto con lasuper-
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ficie del liquido. Estudie graficamente el problema para distintos valores de los
parametros 3, my v,. ; Existe alguna condicion limite para la velocidad de la particula al
momento de hacer contacto con la superficie del liquido? Este sencillo experimento, de
acuerdo con lo visto, es la forma mds elemental de calcular la viscosidad de un liquido;
encuentre una relacién que, experimentalmente, le permita determinar esta propiedad
del fluido en que se mueve la particula. ;Existe alguna restriccién sobre el tamafio -la
longitud- del tubo?

EJERCICIO(3-35) Un cafion dispara un proyectil con una rapidez v_, for-
mando un angulo con la horizontal, 0; la resistencia del aire al movimiento obedece la
Ley de Stokes; suponiendo que en t =0, x(0) = y(0) = 0, encuentre las expresiones
correspondientes para la velocidad y posicion de la particula respecto del origen en
cada instante. Muestre que para valores grandes de tiempo, t>>m/}, el movimiento
tiende a ser vertical.

(3) Rozamiento en un fluido: Dependencia Cuadratica

Cuando una particula se des-
plaza en un medio fluido, no ne-
cesariamente incompresible, tal
el caso del aire, por ejemplo, la
ley que describe su movimiento
no es tan sencilla como la prevista
por la Ley de Stokes; sin embar-
g0, para velocidades de la parti-
cula mayores, pero siempre por
debajo de la velocidad del soni-
do, S€ encuentra que, con buena
aproximacién, la dependencia de
la fuerza tangencial con la velo-
cidad obedece la ley siguiente
(atribuida a Newton):

—

f, =—pvv

(3-48)
Figura 3-15
Para valores de la velocidad entre
¢y 2¢, gl comportamiento es bastan-
te complicado, pero para velocidades mayores a 2c,, en general nuevamente se

tiene un comportamiento similar al predicho por la Ley de Stokes, aun cuando
con un coeficiente de proporcionalidad diferente!(!?)

1?7

«ABC der Physik», V.11, F. A. Brockhaus Verlag, Lepzig,1973, pp1296.
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EJERCICIO(3-36) Mostrar que si una particula se mueve bajo la accion de
una fuerza dada por la EC.(3-48). las soluciones para su movimiento a lo largo de la
trayectoria, suponiendo que en t =0, v = v,y que la distancia recorrida la medimos a
partirde t =0, estan dadas por las siguientes relaciones:

\Y
v(t)= 2
1- [-'-3—"—"](: ~1,)
m
2.
a(t)=-— m

Dibuje y analice graficamente el movimiento a partir de las anteriores exp_resio-
nes, para diferentes valores del tiempo T = Bv(0)/m; ,Qué significado tiene este iempo
enrelacion con el tiempo caracteristico de decaimiento en el caso de una fuerza tipo
Stokes?

EJERCICIO(3-37) Un paracaidista cae verticalmente bajo la accion de l'a
fuerza de atraccion gravitacional; la resistencia del aire, una vez ha abierto el paracai-
das, es de la forma prevista en la EC.(3-48). Tras lanzarse, el paracaidista cae libremen-
te durante un tiempo t, antes de abrir su paracaidas. Encuentre las expresiones para la
velocidad, la aceleracion y el espacio recorrido por el paracaidista en su Cal(!a en
funcién del tiempo total transcurrido desde su lanzamiento. Haga un estudio grafico
del problema para diferentes valores de los par metrost, B y m.

3.5.2.. Fuerzas magnéticas

La EC.(3-35) define la fuerza magnética sobre una carga pun-
tual, fuerza que, de acuerdo con el segundo postulado del Newton,
es medible gracias a la inercia de la particula, m. Contrarlame_nte a
los casos estudiados en el anterior paragrafo, en donde se tienen
fuerzas de rozamiento que actiian siempre tangencialmente, en este
caso se tiene una fuerza que, en cuanto que actiia siempre perpenql-
cular a la velocidad de la particula, no realiza trabajo y no qamb:a,
por tanto, la Energia Cinética de la particula; su efecto es siempre
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1 una contribucién a la Aceleracion
! Normal, es decir, al cambio de
direccion de la velocidad.

A manera de ejemplo, considé-
rese la situacién representada en la
FIG.(3-16); se tiene alli un Campo
‘Magnético Uniforme, B, el cual se
h:<1 representado como una distribu-
cién uniforme de «Lineas de Cam-

po». En la FIG.(3-16) el plano de ©
la hoja coincide con el plano (X,Y)
Yy lg direccién del campo magnético ® ® ® ® ® ®
es i :

B= Boﬁz Figura 3-16

Por simplicidad suponemos que la velocidad de la particula car-
gada se halla también en el plano (X,Y) y su magnitud es v, (1a cual no
puede ser cambiada por una fuerza del tipo dado por la EC.(3-35)).
Por consiguiente, la particula permanecerd indefinidamente en di-
cho plano. Analiticamente se tiene:

m dv,

=F, =q(v,B,-v,B))=¢qv B,

dvy

m? = Fy = q(szx _vaz) = _quBo
dv,

m—; =F,=q(v,B,-v,B)=0

La ultima ecuacién puede integrarse inmediatamente para obtener:

v, =cte. =0
El valor de 1a constante igual a cero se desprende de la condi-

cién inicialmente puesta, en el sentido de que la particula se mueve
‘ en el plano (X, y).

Por su parte, las dos ecuaciones restantes se hallan acopladas;

‘ para fortuna, son facilmente desacoplables; si en ambos casos deri-
vamos nuevamente, se encuentra:
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d-V dV\, qBO 2 2
m——=+gB, —=——| v,=-0"v,
d dt m
dv, dv B, T
m 5~ — —(4Dy ~=— u v, =_m2vv
dr- dt m

La solucién de este sistema de ecuaciones es conocida, pues su
forma es analiticamente igual a dos ecuaciones de un oscilador armé-
nico; En ambos casos tenemos soluciones periédicas; sin embargo,
por cuanto la rapidez no puede cambiar, debe cumplirse siempre que:

z_/z 2
Vg = v,‘+vy

Por consiguiente, la Unica posibilidad para las componentes v,y
v, sera:

v, = v, sen(of + )
v, = v, cos(wt + 8)

La constante § corresponde a una medicién de la velocidad; si, a
manera de ejemplo, suponemos que la situacién mostrada en la
FIG.(3-16) corresponde al instante ¢ = 0, entonces se deber tener
necesariamente, & = 0. Si adicionalmente el punto mostrado corres-
ponde a las coordenadas (-R,0), la solucién para la trayectoria de la
particula serd una circunferencia de radio R, la cual se recorre con
una frecuencia o:

F(¢)= R[—ii, cos(ot)+ i, sen(® )]

La frecuencia angular de este movimiento,

=25 (3-49)
m

se denomina Frecuencia Ciclotronica, y €s caracteristica de la re-
lacidén g/m de la particula de que se trata.

Por otra parte, el radio de la trayectoria circular que describe la
particula estd dado por:
R=Yo _ Yol

ey (3-50)
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A pesar de lo sencillo del problema resuelto, vale la pena resal-
tar que las aplicaciones tecnolégicas derivadas de las EC.(3-49) y
(3-50) han sido de singular importancia en la fisica. Describamos,
asi sea de manera muy somera, algunos de ellos:

(a) El Ciclotrdén: inventado por Lawrence y Livingston en
193208 | es un instrumento mediante el cual es posible acelerar par-
ticulas cargadas sin necesidad de hacer uso de altos voltajes. Su fun-
cionamiento estd descrito en todos los textos de fisica general o de

fisica nuclear, y estudiarlo se deja como ejercicio para el estudian-
te.

(b) El Tubo de Rayos Catédicos combina la fuerza magnética y
eléctrica actuando simultidneamente y en direcciones perpendicualres
sobre una particula cargada (m4as exactamente, jsobre un Haz de Par-
ticulas!). El campo eléctrico y el magnético se colocan cruzados y
perpendiculares a la velocidad de la particula; cuando ellos tienen la
misma intensidad, se tendra:

qvB = gE

Por cuanto la intensidad de los campos se conoce, a partir de
e'sta relacién es posible medir, por ejemplo, la velocidad de la par-
ticula, la cual no se desviaria al pasar por la regiéon en la que se
encuentran los campos cruzados; méis aun, cualquier otra particula
que lleve? una velocidad diferente al valor E/B se desviara, por lo
cual el instrumento se utiliza como Selector de Velocidades
(también, por razones que no importa de momento, llamado
Monocromatizador) del haz de particulas cargadas. Agreguemos
que la pantalla de un televisor no es otra cosa que el extremo fos-
forescente de un tubo de rayos catédicos sobre el cual chocan elec-
trones, y cuyo fundamento mas primitivo es el aqui descrito.

(c)' 1.31. Espectrémetro de Masas: es un instrumento invaluable
en ana}llsls quimico. Si por algin procedimiento se logran cargar
electn_camen'ge las moléculas de un compuesto, acelerarlas e in-
troduc_lrlas a la region en la cual se encuentra un Campo Magnéti-
co uniforme, de acuerdo con la EC.(3-50) cada una de ellas,

18

E.O. LAWRENCE y M. S. LIVINGSTONE: «The production of high speed light ions
without the use of high voltages», Phys. Rev. 40, 19 (1932).

=
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dependiendo de su relacién ¢/m, describird una trayectoria circu-
lar con un radio caracteristico; por cuanto los valores de g no pue-
den ser sino multiplos enteros de la Carga Fundamental, la del
electrén (se dice que la carga eléctrica estd Cuantizada), es posi-
ble, con alguna ayuda computacional, identificar los compuestos
presentes en una determinada muestra, digamos, por ejemplo, de
una extraccion de café o de jugo de papaya.

(d) Las Lentes Magnéticas gracias a las cuales es posible lo-
grar aumentos que permiten identificar, por ejemplo, defectos cris-
talinos muy pequefios; a manera de ejemplo, digamos que en un
microscopio electrénico es posible amplificar un objeto hasta
200000 veces, lo cual nos dice que un «objeto» de tamafio del or-
den unos 100 A, en la pantalla del microscopio se puede observar
como un objeto de 2 mm. Las Lentes Magnéticas tienen su funda-
mento en fuerzas magnéticas como las descritas. La Optica Elec-
trénica no es otra cosa que la disposicién de este tipo de lentes en
forma andloga a como se combinan lentes en un microscopio co-
rriente para optimizar su capacidad magnificadora.

(e) Otros Aceleradores Circulares, tales como el Sincrociclotrén
o el Betatrén, también funcionan por procedimientos analogos a los
descritos; el Sincrociclotréon es basicamente un Ciclotrén pero que
tiene en cuenta la variacién que se presenta en la frecuencia de rota-
cién de la particula por la variacién que sufre su masa cuando se lleva
hasta velocidades comparables a la velocidad de la luz, 300.000 krp/s
(efecto relativista). Por su parte, en un Betatrén, la particula describe
una trayectoria circular, pero con radio constante; como S€ .desprend?
de la EC.(3-50), para acelerar la particula en estas condiciones sera
necesario variar el campo magnético de manera regulada.

EJERCICIO(3-38) Modifique las relaciones obtenidas para la velocidad y
la posicién cuando en el ejemplo representado en la FIG.(3-17) la particula tiene una
componente no nula en direcciéon Z. ;Qué tipo de movimiento describe?

EJERCICIO(3-39) Haga un esquema y describa brevemente los instrumen-
tos mencionados en el presente paragrafo.

EJERCICIO(3-40) Si se tiene un ciclotrén de 1 m de diametro, y el cam.bio de
energia potencial por unidad de carga eléctrica en un electron cuando atraviesa la
zona entre las dos «D» es de 15 J/C (joule/culombio), ;Cual es el valor de la «Frecuen-
cia Ciclotrénica»? ;Cuél sera la velocidad final de la particula acelerada? ;Cuanto
tiempo demora la particula dentro del aparato?
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3.6. TORQUE DE UNA FUERZA Y MOMENTO ANGULAR

3.6.1. Definiciones generales y teorema de conservacién

Conviene recordar la definicién
general de MOMENTO de un vector
respecto de un determinado punto, tal
como se hace en gemometria. Obser-
vando la FIG.(3-17), si P corresponde
al punto de aplicacion del vector j ,y
res el vector de posicién del punto P
respecto de un origen de referencia O,
entoces el MOMENTO DEL VECTOR
A RESPECTO DEL PUNTO ‘O’ se

define como el vector dado por el pro-
ducto,

M=rFxA (3-51)

Té ] Figura 3-17
_ @ magnitud («normay) del vector

M corresponde numéricamente al «area» encerrada por el
paralelo:gramo formado por los vectores A y . La direccion es
perpendicular al plano correspondiente, esto es,

“I\—*IH = M =rAsen(a.)
MeF=MeA=0 (3-52)

Conviene observar
ne un «Punto de 4
€spacio estd com

que la anterior definicion de momento supo-

plicaciony del vector A , cuya ubicacién en el

St embiaon pletamente deﬁqida por (_31 vector de posic_ic'm i-‘,

pira'el vegt(; no tiene mucﬂho senudp dqumr un punto de aplicacion

FIG.(3-18 T Momento, . La ubicacién que le hemos dado en la
. ) es completamente simbolica y arbitraria.

gffig—w): EL MOMENTO ANGULAR DE UNA PARTICU-

Cméﬁciecto de un origen, también conocido como Momento

A se define como el Momento del Vector Cantidad de
ovimiento respecto de dicho origen; esto es,

L-Fxp (3-53)
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Como lo es la Cantidad de Movimiento, el vector [, es una pro-
piedad inherente a la particula, derivada simultdneamente de su estado
de movimiento y de su posicidén en el espacio respecto de un punto
de referencia particular.

DEF.(3-20): EL TORQUE DE UNA FUERZA sobre una par-
ticula, respecto de un origen de referencia, se define como el
momento de la fuerza respecto de dicho origen; esto es,
N=FxF (3-54)
El vector representa, al igual que la fuerza, una accion _ext?jr-
na sobre la particula; en este sentido, cabe preguntarse que tipo de
cambios genera esta accion externa en las propiedades de la particu-
la; esta situacidén la aclara el siguiente lema:

LEMA(3-5): Principio de Conservacion del Momento Angu-
lar de una Particula: El Torque de una fuerza sobre una Pa; ¥
ticula, respecto de un origen, es igual al cambio del Momento
Angular de la particula medido respecto del mismo origen.

DEMOSTRACION: Partiendo de la EC.(3-53), se obtiene:

I
1]
+

|
=

L _:,
dt dt  dt

Del segundo postulado se tiene: d%:i , la fuerza impresa So-
€11

- e 2 i es pa-
bre la particula. Adicionalmente, pordd nicién, el vector ll)mncig
ralelo a la velocidad, 4¥/, , luego, T % p=0; en consec ,

.—'_'[:)(F‘:ﬂI (3—55)

S| &,

resultado que demuestra completamente el Lema. g

El resultado de este teorema, al igual que el Sf;gu_ndo pps{tjulado,
representa tres ecuaciones diferenciales de rpowmlento in epelrll—
dientes, para L_, L y L respectivamente. _Sm qn}bargo, ya se ha
visto que las tres ecuaciones de movimiento implicitas en el segun-
do postulado, son suficientes para describir completament; el mo-
vimiento de una particula; en consecuencia, debemos conclmr_que el
resultado de este teorema es una herramienta mas en la solucion del
problema de la dindmica de una particula, pero no es un resultado
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necesario. Queda claro que su utilidad se centra cuando se tienen
integrales primeras, «ab inicio», esto es cuando se cuenta con que el
Momento Angular de la particula en alguna determinada direccion
se conserva. En este caso, emprender la solucién del problema a
partir de la EC.(3-55) puede facili-
tar el hallazgo de solucién.

EJERCICIO(3-41) Estudiar el
problema del «Péndulo Simple» a partir de

las ecuaciones de movimiento dadas por la
EC.(3-55).

SOLUCION: Como se apreciaen la
FIG.(3-18), 1a posicién de la particula esta re-
presentada por el vector,

R(#)=R(a, sen¢ — i1, coso)

Para la fuerza se tiene:

F‘(t) = —-mgﬁy

para el torque, se obtiene:

Figura 3-18

-

N=RxF=-ii,mgsen¢

!Sn consecuencia, se tendra que L, y L son dos integrales de movimiento. Por
consiguiente, el problema se reduce en principio aa resolver la siguiénte ecuacion:

sz-N = —mg sen
dr 2 g P

] No es dificil mostrar que la componente del momento angular en la direccién Z
esta dada por la expresion,

L:= mRv

expresion en donde v representa la rapidez de la particula. En consecuencia, para
la distancia que ésta recorre a lo largo de su trayectoria circular, se obtiene la ecuacién
siguiente:
d*AS

dr?

:—gsen(pz—gsen(As /R)
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Para angulos pequefios, la solucion de esta ecuacion es la de un Movimiento
Arménico Simple, tal como se encontré en el EJ.(3-12). La frecuencia del movimiento

sera, ® = g/R'

3.6.2. Fuerzas centrales y leyes de kepler

Probablemente la aplicacién mas importante de lo hasta ahora dis-
cutido es el estudio del problema conocido como de Fuerzas Centra-
les. Como se aprecia en la FIG.(3-19), se trata de un Origen Inercial
de Fuerzas, O, hacia el cual es atraida la particula de masa m. qu cuan-
to el origen de fuerzas es /nercial, es posible describir el movimiento
de la particula respecto de él. El caracter de Fuerza Central lo introdu-
cimos mediante la siguiente definicion:

DEF.(3-21): FUERZA CENTRAL: Es la Accion Externa sqbre
una Particula, que se origina en un Centro Inercial y tiene siem-
pre la forma genérica,

F(F)= f(®)4, (3-56)

No es de nuestro interés el caso en que el médulo de la fuerza,
f(r.9,0), depende de las coordenadas 8 o ¢, sino solamente c’uando' s¢
tiene, f{r); es decir, cuando se tiene un problema con Simetria Esféri-
ca. (r constante => f{(r)=cte). Este caso corresponde, por e:;emplo, ala
fuerza de atraccién que el Sol, tomado como centro «inercial» de fuer-
zas, ejerce sobre uno cualquiera de sus Planetas; o la atraccion quebun
Nicleo Atémico, suponiendo que tiene una masa infinita, ejerce SObre
cada uno de los electrones, o la repulsién que €l mismo Nucleo ejerce
sobre una Particula a. En el primer caso nos referimos a las Fuerzlas
de Gravitacién, estudiadas por Kepler y Newton; en el segundo a 1as
denominadas Fuerzas Electrostdticas o de Coulomb, y en el tercero
de las Fuerzas Electrostdticas de Dispersion, en particular las estu-
diadas por E. Rutherford!'?! , entre otros.

En el CAP.V tendremos oportunidad de volver con mds detalle so-
bre este tipo de problemas; de momento, con el ﬁn. fie ilustrar lo h?sta
ahora estudiado respecto de las leyes de conservacion de la Er}ergla y
del Momento Angular, nos limitaremos al caso del Movzmze{x’to
Kepleriano. Si se tiene Simetria Esférica,y f(r). es una fungon
univaluada, necesariamente la Fuerza Central es de tipo Conservativo,

luego existe una funcidn, la Energia Potencial de la Particula, tal que:

19

E.RUTHERFORD: «The scattering of & and B particles and the structure of the atomy,
Phil. Mag, 21,669 (1911).
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FO1Ey==FEY e Flp) == 22 L)

BT (3-57)

Por consiguiente, la Energia Mecanica del Sistema es una Inte-
gral del Movimiento, y estard dada por:

(3-57")
L ¢ s
E=—mv* +U(r
2nv (r)

Adicionalmente, para el Momento Angular se obtiene también:

L=Fxmv (3-58)

Por cuanto para el torque respec
to del origen de fuerzas se obtiene:

ﬁ=FXF=U

se tendra que el Momento Angu-
lar, como la Energjia, representa tres In- l_'(t)
tegrales del Movimiento (Constantes)

De acuerdo con lo hasta ahora Figura 3-19

establecido, el problema de una par-

tflcula implica la realizcion de seis (6)

integrales (jtres ecuaciones diferenciales de segundo orden!); sin
embargo, teneninedo en cuenta nuestros nuevos hallazgos, cuatro
(4) de jrales integrales han sido realizadas, las que nos habrian
cunducido a la obtencién de las tres componentes del Momento
Angular y a la Energia. En conclusién, la «integracién» total del pro-
blem_a se reduce a la realizacion de las dos (2) integrales restantes,
que lI'fllﬂllcanz de todas maneras, la realizacion de dos nuevas medi-
ciones experimentales independientes. Para determinar cudles han

de ser tales integrales, es preciso llevar las «constentes» ya cono-
cidas a las ecuaciones de movimiento.

3.6.2.1 Segunda Ley de Kepler

De acuerdo con la EC.(3-52) y (3-58), el Momento Angular, Los
debe mantenerse perpendicular al «plano» formado por los vectores
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¥ Y P; por cuanto la direccion de [, no cambia, ello quiere decir
que el movimiento se realiza siempre en un mismo plano. Si asigna-
mos la direccién u, a la direccion del Momento Angular, ello quie-
re decir que el movimiento se realiza en el plano (X,Y) de las
coordenadas cartesianas o (7,¢) de las coordenadas cilindricas. En
otras palabras, que la direccion de [, no cambie es equivalente a
eliminar un Grado de Libertad del sistema, es decir, a una doble in-
tegracion; es equivalente ha «haber integrado» el movimiento en di-
reccion Z (para dar z = cte = 0, v = 0).

Por otra parte, también la magnitud del Momento Angular per-
manece constante; por tanto de acuerdo con el esquema en la FIG.(3-
19) se obtiene facilmente:

L=mvsena = cte

Sin embargo, utilizando la misma figura, puede apreciarse que 1a
cantidad «vsena» corresponde aproximadamente a la «altura» del
«tridngulo» mostrado, que encierra el «Ar_eaﬁga rida en un segundo
por el vector de posicion § del Planeta, A= /d‘ . Esta altura, en €l
limite cuando 7=>0, puede expresarse por:

vseno = p(%) =pP
t

Luego la expresién para L puede escribirse de la manera siguien-
e

L=mp*p=2mA ©:33)
: L
S A= "2‘?: = cfle. (3_59r)

Este resultado es de singular importancia en la Astronomizf, y se
conoce como Segunda Ley de Kepler, por haber sido este ultimo
quien, a partir de mediciones astronémicas, y en apoyo de la_ con-
cepcién Copernicana que colocaba al Sol en el centro del Universo
y no a la Tierra, mostré que era ésta una de las caracteristicas del
movimiento de los Planetas cuando rotaban alrededor del Sol. Esta
ley se expresa de la manera siguiente:

Segunda Ley de Kepler: Los radios vectores de los Pla-
netas en su movimiento de rotacion alrededor del Sol ba-
rren dreas iguales en tiempos iguales
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3.6.2.2 Primera Ley de Kepler: Movimiento Unidimensional
«Efectivor

A partir de la expresidon para la velocidad en la EC.(3-57), ex-
presada en coordenadas cilindricas, se obtiene:

v2 = ")2 + p2¢2
Es posible, a partir de la expresiéon para ¢ en la EC.(3-59), ob-
tener para la Energia:

2

1 . L 1 .
E=—mp® + +U@E)==mp’> +U
5P op? (2)) > P er (P) (3-60)

expresion en la cual la Energia Potencial Efectiva, U, (p) se ex-

presa como: 2

2mp?

Uef (P) = + U(p)

(3-61)

Las EC.(3-58) a (3-61) son las mismas expresiones obtenidas
para el caso de una particula que se mueve en una sola dimensién,
con la salvedad de que en este caso la Energia Potencial Efectiva
no representa la Fuerza Impresa sobre la particula, sino que contie-
ne un término adicional, cominmente conocido como «Fuerza
Centrifuga». En otras palabras:

2

- _ dUcf(p)A _T T - F _IL T
F.(p)=- d—p u, = F(p)+F.(p)=F(p)+ 2mp7'up (3-62)

En conclusién: haciendo uso de la Integral L, el problema se
reduce al de una particula en una dimensién que se mueve en un campo
de Energia Potencial efectiva. Haciendo también uso de la Integral
E, como ya se hizo al tratar el problema de una particula en una di-
mensidén, es posible encontrar la solucién a este Problema
Unidimensional Equivalente:

t-t (Ln_) T =

o 2/ o NE-U,(P) (3-63)
De otra parte, conocido p(?) a partir de la EC.(3-63), es posible

regresar a la EC.(3-59) para obtener ¢(2):

dar

p*(1')

L L
o()-¢,==] (3-64)
m"

DINAMICA DE UNA PARTICULA 131

Las integrales EC.(3-63) y (3-64), conjuntamente con las dos
mediciones p(z,) ¥y ¢(¢,) (pudiendo ser ¢, = ¢, ) corresponden a las
dos integrales que, como anteriormente se comentd, resuelven com-
pletamente el problema. En resumen, un problema que teéricamen-
te implica la realizacién de seis (6) integrales numéricas y la
realizacidn de seis (6) mediciones en otros tantos instantes de tiempo
conocidos, lo hemos reducido via la introduccién de cuatro (4) In-
tegrales Primeras (Constantes del Movimiento), cuya determina-
ciéon no importa en que instante se realiza, a solamente dos (2)
integrales numéricas y la realizacién de dos experimentos adiciona-
les (toma de mediciones) en instantes conocidos de tiempo. El es-
tudiante puede entonces suponer que la MECANICA deberia
reducirse a tratar de encontrar las /ntegrales Primeras del Movi-
miento antes de pretender integrar las correspondientes ecuaclones.
Si asi lo ha inferido, jtiene toda la razén! La MECANICA ANALITI-
CA, finalmente, desarrolla métodos para enfrentar los problemas
del movimiento desde este punto de vista.

A partir de la forma diferencial de las EC.(3-63) y (3-64) es
posible también eliminar el tiempo para obtener la ecuacién dife-
rencial de la trayectoria (de su geometria). No es dificil mostrar
que la relaciéon geométrica entre p y ¢ estd dada por:

L2 [ dpl/p|2

OP)=— | ——== 3-65)
2mp;[,,,/E—Ud(p') (

La pregunta que sigue es ;qué, geometria representa la EC.(3-
65), o las EC.(3-63) y (3-64)? Es claro que la respuesta solamente
puede darse si se conoce en forma explicita la dependencia funcio-
nal de la Energia Potencial Efectiva, EC.(3-61), la cual estd deter-
minada esencialmente por la Energia Potencial «real», U(p), ya que
el término centrifugo, L%2mp? , tiene en todos lo casos la misma
«formay, esto es, la misma dependencia funcional de la variable p.
Segin Kepler, para todos los planetas se cumple la siguiente ley:

Primera Ley de Kepler: Los Planetas se mueven en tra-
yectorias elipticas con el Sol en uno de sus focos.

Es claro que si todos los planetas tienen el mismo tipo de trayecto-
ria, todos obedecen la misma Ley de Interaccion con el Sol, represen-
tada por U(p); y esta interaccién debe ser tal que satisfaga las Dos
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Ul

- -
- -
e

. E(=Cte)

U

Figura 3-20

Condiciones implicitas -en la Primera Ley de Kepler, a saber: que la
trayectoria sea Plana y que sea Cerrada ( esto es, tenga dos puntos de
retomo en p) en un ciclo (elipse).

Ya demostramos que el caricter plano de la trayectoria se asocia al cardc-
ter Central de la fuerza, pero nada tiene que ver ello con la dependencia expli-
cita de dicha fuerza con la distancia. Es decir, se asocia a la Conservacién de
la Direccion del Momento Angular, implicita en la Segunda Ley de Kepler.

P9r otra parte, la segunda condicién requiere un andlisis més
detemdo. de la integral en la EC.(3-65). En la FIG.(3-20) se muestra
una posible forma de Energia Potencial Efectiva; de una parte se
tiene el Fermino Centrifugo, siempre positivo, y de otra, en este
caso particular, una Energia Potencial atractiva que varia inversamente
con }a dlstanf:ia al centro de fuerzas, pero mas lentamente que el
termino centrifugo. El resultado es que se tiene un minimo de U p)
y la posibilidad de un Movimiento Unidimensional Equivalente con
dos puntos de retorno, p, y p . dependiendo, claro esta, del valor

de la Energia Total; més exactamente, en este caso particular, para
E(p,) < E < 0.

La situacién en el plano, sin embargo, tiene muchas variantes;

En la FIG.(3-21) se muestran dos posibles movimientos de la parti-
cula entre los mismos puntos de retorno, que por simplicidad se han
denominado p_ y p,, para sus valores minimo y maximo respectiva-
mente. Como las trayectorias alli observadas puede haber infinitas,

i
'
1
|
I

DINAMICA DE UNA PARTICULA 133

e igualmente pue-
den ser cerradas o
abiertas en un nu-
mero de ciclos que
puede ir entre uno
e infinito (jlo que
equivale a decir que
la trayectoria no se
cierra!); todo de-
pende de la forma
explicita de la Ener-
gia Potencial, U(p),
esto es, de la Ley de
Interaccién entre el
Centro de Fuerzas y
la Particula.

Figura 3-21

Para evitar procedimientos matematicos algo engorrosos pre-
tendiendo integrar la EC.(3-65), podemos partir de la ecuacién
geométrica de la elipse, tomando como valida la Primera Ley de
Kepler. De acuerdo con el esquema de la elipse en la FIG.(3-
22), se tiene:

p+p =2a (3-66)

siendo a el Semieje Mayor de la Elipse. A partir de esta ecuacion pueden
facilmente encontrarse las siguientes relaciones:

P=a(l -¢€? b=a(l -&)'"

«P» se denomina el «Latus Rectum», «e» la
«b» el «Semieje Menor».

A partir de estas expresiones pue-
de encontrarse que la relacién entre p
Yy ¢ (las coordenadas polares de la par-
ticule]? esta dada por:

(3-67)

«Excentricidad» y

—=1+¢&coso

(3-66")

ecuacién equivalente a la EC.(3-66).
Sin embargo, es ésta una relacion mas
general en cuanto que es la ecuacién
enérica de una Conica, esto es, va-
ida para una Circunferencia (e=0),
una Parabola (e=1), una Hipérbola
(e>1) o una Elipse (e<1).

E={I-(bla)}}"

Figura3-22
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EJERCICIO(3-42) Muestre que efectivamente la EC.(3-66') se deduce de la
EC.(3-66).

EJERCICIO(3-43) Muestre que tomando como origen el centro geométrico
delaelipse, a partir de la EC.(3-66) o (3-66') se llega a 1a ecuacion conocida en coorde-

nadas cartesianas,
e +(%) =

EJERCICIO(3-44) ;Cual sera la ecuacion de la Elipse en coordenadas
cartesianas, pero tomando como origen el Foco? ;Cual sera la correspondiente ecua-
cion de la Elipse en coordenadas polares tomando como origen el centro geométrico?

Aplazando un poco la discusiéon sobre la conica y haciendo uso
de un poco de intuicién, puede verse que la relaciéon diferencial en-
tre (1/p) y ¢ es bastante sencilla, en cuanto que corresponde a una
solucién armdnica. Por consiguiente, lo mas indicado es encontrar
esta relacién utilizando en nuestras EC.(3-59) y (3-60) la variable u
= 1/p. Tras algo de manipulacién se encuentra:

du ’dcp)" 1
A2 - 2me-U_(p)
do Ldu Ve —Ualp

Si obtenemos la segunda derivada, y recordando que la Fuerza
real, la accién del sol sobre el planeta, esta dada por, F(p) = -(dU/
dp), nuevamente, tras algo de manipulacién se encuentra:

2
w2 EO
do L°L u (3-68)

Lo interesante del asunto es que la solucién dada por la EC.(3-
66") es solo posible si el ultimo término de la derecha en la EC.(3-,
68) es constante. Ello implica entonces, que necesariamente la
norma de la fuerza debe ser proporcional a u?:

a>0 (3-69)

Por consiguiente, para la Energia Potencial se obtiene:
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P
Ulp)= —I F(p)edr= -% (3-69)

Dejando para el lector los pormenores de las demostraciones
correspondientes, se encuentra para el Latus Rectum el siguiente
valor:

L2

mao.

P (3-70)

EJERCICIO(3-45) Desarrolle todos los pasos necesarios para llegar a la
EC.(3-67) a partir del cambio de variable u=1/r.

EJERCICIO(3-46) Llevando la solucion en la EC.(3-69) a la EC.(3-68), en-
cuentre la solucién a la ecuacién diferencial y muestre que efectivamente es la ecua-
cién de una cénica tal como se representa en la EC.(3-66"), de donde se obtiene para P
laEC.(3-70).

Por otra parte, de la ecuacién para los puntos de retorno, E= U, (p),
y comparando con el valor correspondiente para ellos que se obtie-
ne a partir de la EC.(3-66"), se encuentra:

2 2
[L—]L=lis=-111/1+ 2EL2

de donde se obtiene para la excentricidad:

\/ 2EL? (3-72)
g€ = 1 + —m

ma ?

Volvamos ahora sobre los distintos ti-
pos de cénicas posibles para la particular
forma de Energia Potencial dada por la
EC.(3-69):

(a) Fisicamente no tiene sentido un valor
negativo de p_en la EC.(3-71). Por consiguien-
te, toda trayectoria para valores positivos de
energia, E>0, tendra un solo punto de retor-
no, el cual se obtiene para cuando ¢ = 0: Figura 3-23
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.Como se desprende de la EC,(3-23), para cuando el planeta se
aleja, p—>oo, se encuentra el dngulo de la asintota:
p(@,) = o = cos(qp,)=-1/¢

El valor negativo indica, como se

pue‘de apreciar el la FIG.(3-23), que

el dngulo correspondiente es mayor Y/P

que /2. Mdas corriente es dar el a4n- |20 m

gulo entre las dos asintotas simétri-

;as del movimiento; este dngulo es
®,.

(b) Para E = 0 se encuentran dos

puntos de retorno y € = 1. Tales puntos
son:

LZ | ] P/2 XIP
= = 15 00 05
Pm 2mo. * Py =®
La trayectoria corresponde a una Figura 3-24

parabola, tal como puede pareciarse en

ilae 1FI?.(3-24). Obsérvese que en este caso el maximo acercamiento
1: aneta al. sol ( o del cometa, si es del caso)corresponde exacta-
mente a la mitad del valor delLatus Rectum, P.

retice :;.em;tlcamente existen dos soluciones; sin embargo, existe
e dlea t‘; parte de los fisicos a ceptar la solucién p = © como un
p Teétorno, pues se supone que fisicamente no tiene mayor

sentido. Lo mas prudente parece ser dejar al lector la acptacién o no
del punto de vista aqui defendido.

Finalmente, pra valores de enrgia tales que,
2

<E<(Q <> e<l1

217
se_tendra una trayectoria eliptica, tal como lo estableci6 Kepler en su
primera ley, originalmente calculada para Marte. Los parametros res-
tgn?es de la elipse que pueden apreciarse en la FIG.(3-22), se obtienen
facilmente a partir de las relaciones geométricas, EC.(3-67).
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a=— (i)
- . (3-73)
b= L (i)

2imE|

En el caso particular que la Energia de la particula tenga el mini-
mo valor, esto es,

=F

Y

se tiene que los dos puntos de retorno coinciden y la excentrici-
dad es £=0; este caso corresponde a una trayectoria circular.

También sobre este particular existe cierta polémica, en el sen-
tido de si la trayectoria circular implica la existencia de «dos» pun-
tos de retorno, o si se trata solamente de «uno». Insistimos en
mantener como solucién al problema fisico el resultado que nos
brinda la matematica; y este resultado es que hay «Dos soluciones
reales», por tanto con sentido fisico; que tales soluciones sean
numéricamente iguales, «degeneradas», es otro problema. Recor-
demos que las dos soluciones, aun cuando iguales, corresponden a
soluciones diferentes para el angulo ¢.

EJERCICIO(3-47) Encuentre la relacion expresa entre los puntos de retorno
de la trayectoria eliptica y los semiejes mayor y menor.

EJERCICIO(3-48) Tomando un mismo punto como foco yun mismo valor
para P, dibuje las elipses correspondientes a los valores de excentricidad e'=l/3, 23y
1/4. ; Como se relacionan entre si los correspondientes valores de la energia?

En resumen, la validez de la Primera Ley de Kepler estd asocia-
da a diferentes condiciones, a saber:

i. La direccion del Momento angular de la particula no cambia,
razoén por la cual la trayectoria es plana.

ii. La Energia Potencial del Planeta es inversamente proporciopal
a su distancia al Sol, lo cual permite la posibilidad de una c6nica
para la trayectoria.



138 C. Loprez T.: MECANICA NEWTONIANA

iii. La Energia Total del Planeta es negativa, lo cual garantiza que la
cOnica sea una Elipse.

Por otra parte, el estudio eminentemente analitico nos deja la
posibilidad de otros tipos de trayectorias posibles, tal el caso de las
trayectorias parabodlicas e hiperbdlicas, para Energias nulas o posi-
tivas. Mas aun, si aceptamos que la ley de interaccion entre el Sol y
la Tierra es la misma que existe entre la Tierra y un cuerpo en su
vecindad (lo cual en el marco del problema de fuerzas centrales aun
no lo hemos demostrado), la posibilidad de estas trayectorias abier-
tas nos dice simplemente que es posible escapar del campo
gravitacional terrestre... lo cual, por como estd la situacidon en nues-

tro planeta, parece ser que dia a dia es una posibilidad cada vez mas
halagadora.

3.6.2.3: Tercera Ley de Kepler

De la Geometria recordamos que el rea total de la elipse esta
dada por la expresién siguiente:

A=mab

siendo g y b los correspondientes semiejes. Por otra parte, a
partir de la Segunda ley de Kepler, EC.(3-59"), se obtiene:
4.4 _L
T 2m
. Tes el Periodo de Rotacion del Planeta alrededor del Sol. Ha-
ciendo adicionalmente uso de la EC.(3-67), se obtiene para t:

: |4nim| ,
1% = a
o (3-74)

Este resultado se conoce como la Tercera Ley de Kepler, cuyo
enunciado es el siguiente:

Tercera Ley de Kepler: Los cuadrados de los periodos de
revolucion de los planetas alrededor del sol estan en relacion
directa a los cubos de los semiejes mayores de las correspon-
dientes elipses.

Como puede verse, esta «Ley» no corresponde, realmente, a des-
cubrimiento nuevo alguno; de acuerdo con nuestro desarrollo, es
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consecuencia inmediata de la Segunda Ley, la cual establece la cons-
tancia de la Velocidad Areal. Lo importante, sin embargo, e€s que a
partir de la EC.(3-74), es posible calcular, bien las distancias me-
dias de los planetas al Sol cuando conocemos sus periodos, o calcu-
lar sus periodos si las primeras se miden. Segun Kepler, la expresion
de la ley, para dos planetas alrededor del sol, es la siguiente:

2 3
T _ ﬁ_
T2 a,
Por otra parte, a partir de la EC.(3-74), se llega a:

m_o%

m, o,

Este resultado nos dice simplemente que la constante de la fuerza
que sobre cada uno de los Planetas ejerce el sol, debe ser necesaria-
mente proporcional a su Masa Inercial, m. En consecuencia, la 'C?"S'
tante de Fuerza, o, no puede sino depender de las caracteristicas
del Sol y ser directamente proporcional a la masa del planeta:

a=xgm

En el CAP.V, una vez hayamos hecho uso del tercer postulado de
Newton durante el estudio del Sistema de Dos Particulas, encontra-
remos que esta relacidn es la clave en el planteamiento de la Ley
Universal de Gravitaciéon de Newton.




CavrituLo IV
DINAMICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

4.1 INTRODUCCION

En el capitulo precedente se estudié la dinamica de una;
particula; la descripcién de su movimiento se hizo a partir de
primero, segundo y cuarto postulados; no fue necesario, sin
embargo, hacer uso del tercero de ellos, vale decir, del Prin-
cipio de Accién y Reaccién. Segiin este axioma del movnmxerll-
to, las fuerzas en la naturaleza aparecen como resultado de la
INTERACCION ENTRE PARTICULAS, la cual, para masas
puntuales, tiene las caracteristicas de igual magnitud, dl}'elf‘
cion contraria e idéntica linea de accién. De otra parte, dicho
principio presupone la existencia de por lo menos dos pa{:l’
culas y, en cuanto tal, se constituye en el eslabon que perml:é
a partir de las leyes ya deducidas para el movimiento de ;lil?:U-
ellas, describir la dindmica de un SISTEMA DE PARl as)
LAS con interacciones entre las distintas partes (Particula
que lo componen.

4.2. DEFINICIONES BASICAS

Las propiedades dindmicas inherentes a una pa_rtlculaterzrel
su Inercia y su Cantidad de Movimiento; postgr{ormltan ilte
definieron su Energia Cinética y Potencial. Adicionalme de;
la accién externa estaba definida como una Fuerza, ca])tgl:ula
producir cambios en la cantidad de movimiento de la parti "
Sin embargo, la extensiéon de las anteriores glefmncnopeg au
Sistema de Particulas, no es siempre inmediata, y si bien se
parte para ello del principio de la Aditividgd de las propieda-
des -estén ellas representadas por cantidades .escalares o
vectoriales - no necesariamente las «nuevas I'Jropted.ade_s,r) de-
finidas tienen una interpretacién trivial a partir del significado
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que tienen para una particula. No es conveniente, por tanto, to-
mar las nuevas definiciones a la ligera, sino partir del hecho de
que conllevan en si mismas nuevos conceptos que exigen tam-
bién reflexion adicional.

DEF.(4-1): MASA: Un sistema constituido por un conjunto
de N particulas, cada una de ellas con masa m,_, <> k=1,2,...N,
tendra una Masa total M dada por,

N
M= ka (4-1)
k=1

La EC.(4-1) presupone, implicitamente, una distribucién
Discreta y Enumerable de particulas; en lo que sigue, salvo que
se diga lo contrario, el nimero total de particulas, N, se supone
constante, y por consiguiente constante ser también la Masa M
del Sistema.

En la préactica, un sistema no siempre puede considerarse
como una distribucién discreta y enumerable de particulas; por
ello conviene reescribir la EC.(4-1) para casos especiales de dis-
tribuciones de materia no necesariamente discretas u homogé-
neas. Hablamos, entonces de distribuciones Continuas de masa;

dm=(Jr)ds )

am=\w)d/fe

@’I/

Figura 4-1
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dentro de esta categoria pueden distinguirse distribuciones Li-
neales, Superficiales o Volumétricas. Como puede verse esque-
maticamente en la FIG.(4-1), para distribuciones como las
mencionadas la MASA del Sistema puede calcularse, segun el
caso, mediante las expresiones siguientes:

(a) M = [ A (F)dI(F)
r
(b) M = [[ o(F)dE(F) (4-2)

(c) M =m6(r-)dwf)
)

En todos los casos, en la EC.(4-2) § corresponde a la posicion en
el espacio del «Elemento de Masa», por ejemplo dm=l(i:)df(ll')'1?ra
el caso de la distribucion lineal; las funciones de la posicion,
AL(F),o(F),8(F) corresponden a las Densidades de Masa lineal, su-
perficial y volumétrica respectivamente. Cuando estas cantidades son
constantes, esto es, no dependen de la posicion del elemento d? masa
en el material, se dice que la distribucién de masa es Homogened.

DEF.(4-2): El CENTRO DE MASA de un Sistema de Partici-
las se define como un punto en el espacio, R . calculado de
acuerdo con la relacion vectorial,

— ] o =
R.= —ﬁ ; m, T, (4-3)

expresion en la cual M es la masa total del sistema de a'cuerdo
con las EC.(4-1) o (4-2), y N es el niumero total de particulas .

DEF.(4-3): VELOCIDAD Y CANTIDAD DE MOVIMIENTO

DEL CENTRO DE MASA: La variacion de la poslfcién del cen-
tro de masa respecto del tiempo define su velocidad:

N
V.= Lz mv, (4-4)
M k=1

Similarmente, y por analogia con la expresion para el Segun-
do Postulado, la cantidad,

_ M{IC = iic
define la Cantidad de Movimiento del CM. (4-5)
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Las anteriores expresiones nos permiten proponer una primera
ley del movimiento de un sistema de particulas referente a su Cen-
tro de Masa (CM), ley que queda establecida mediante la demostra-
cién del siguiente Lema:

LEMA(4-1): La posicion del Centro de Masa de un Sistema
de Particulas no depende del sistema de referencia, y define
por tanto una Propiedad inherente al Sistema.

~ DEMOSTRACION: Sean O y O’ dos sistemas de referencia
inerciales; §‘representa la posiciéon del sistema O’ respecto del sis-
tema O, tal como puede apreciarse en la FIG.(4-2). Para cada particu-

la se cumple, de acuerdo con las transformaciones estudiadas en la
Cinematica:

Figura4-2
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- "I_"
I,—F=I, ,Vj=,_2_N

siendo T'| la posicién de la particula de masa m_medida en el sistema
O’. Llevando esta expresi6é a la EC.(4-3) se obtiene:

— N —
R.= L D m (F +F) = R+
k=
< R=R.-F (4-6)

Esto es, que el vector ﬁc sigue la misma ley de transformacion
de los vectores I; , o lo que es lo mismo, R, Y R'¢ definen el
mismo punto en el espacio. 4

COROLARIO: La velocidad del CM de un Sistema de quti—
culas obedecc la transformacion de velocidades de Galileo.

DEM.: La demostracién es inmediata a partir de la EC.(4-6),
aceptando el caracter absoluto del tiempo, ¢, = ¢,. Finalmente s€
encuentra:

Ve'=Ve-Vo )

V.. es la velocidad con la cual el sistema de referencia O’ se
desplaza respecto del sistema de referencia O. Como puede ve.r;e,
la EC.(4-7) es la misma expresién de transformacién de velocida-
des de Galileo estudiada en el Cap. III.

P A

DEF(4-4): LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO de un Sistema
de Particulas esta definida por la suma vectorial de las canti-
dades de movimiento de las particulas que lo componen,

N N
ﬁ:nyk:kaVk 4-8)
k=1 k=1

LEMA(4-2): La Cantidad de Movimiento de un Sistema de Par-
ticulas es igual a la Cantidad de Movimiento de su Centro de
Masa.

DEMOSTRACION: A partir del resultado en la EC.(4-4), de
acuerdo con la definicién en la EC.(4-8), se obtiene en forma
inmediata el resultado,
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P=MV, =P, 4-5"
Resultado que concluye la demostracion del Lema. A

Interesante para discutir, con base en el anterior resultado, es el
hecho de que estando la Cantidad de Movimiento para una particula
asociada a su ubicacion en el espacio, puede decirse que el corres-
pondiente vector P, tiene en el espacio un punto de aplicacion per-
fectamente definido. Al hacer uso de la DEF.(4-3), sin embargo,
estamos sumando vectores con puntos de aplicaciéon diversos, he-
cho que puede ser considerado, para magnitudes que definen pro-
piedades eminentemente fisicas, como carente de 16gica. El resultado
en la EC.(4-5") puede dar claridad a la discusion al definir el CM
como punto de aplicacion del vector Cantidad de Movimiento del
Sistema de Particulas; en dicho punto, sin embargo, puede existir o
no materia.

EJERCICIO(4-1) Calcule la masa total de una varilla de longitud L cuya densi-
dad lineal, a partir de uno de sus extremos, aumenta con su longitud de acuerdo con la
relacién, ) = a\/; . Calcule la posicion correspondiente del Centro de Masa (CM)

E_JERCICIO(4-2) Una esfera hueca esta compuesta por dos hemisferios de
mate:nales diferentes, plomo y niquel. Si la distribucidn superficial de masa en cada
hemisferio es homogénea, calcule la posicién
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8(r,9)=py(1+cos’ 9)+ar

siendo p, y a constantes, » y 8 las correspondientes coordenadas esféricas del
elemento de masa. Si el radio total de la esfera es R, calcule su masa total. ;Qué
puede decir acerca de la ubicacion del CM? Explique su respuesta.

EJERCICIO(4-6) Un triangulo equilatero esta formado por la unién de tres
varillas de longitud L, pero de diferentes materiales, niquel, hierro y estafio respectiva-
mente. Calcule la masa total y la ubicacion del CM del tridangulo

del CM de la esfera respecto de su centro
geométrico.

— 2L/3

EJERCICIO(4-3) Calcule el centro de
masa de una varilla como la represntada en la L3
ﬁgux:a adjunta, doblada en angulo recto, cuya
lqngltud total es «L» y el punto de quiebre la
divide en proporcion de 2:1. Suponga que la

varilla es homogénea .

EJERCICIO(4-4) Calcule la posicién | |
de CM de sistema de particulas representado ‘ L a2
m,

en la figura, en el cual las masas tienen los
siguientes valores: m,=3m, m=4m, ym=6m,.
Las particulas se encuentran en lo vértices de
unrectingulodelados L1y 2. m, L

m,
EJERCICIO(4-5) La densidad de una ‘

esfera maciza varia de acuerdo con la relacién:

DEF.(4-5): FUERZA IMPRESA:- Si sobre las particulas m de
un Sistema actuan fuerzas impresas de la forma, ¥,V J ,
entonces la Fuerza Impresa total sobre el Sistema serd,

— N - -
F=Zm (-9
j=t

Ahora bien: como puede obser-
varse en el fig.(4-3), la fuerza total
F, que actia sobre la particula m;
costa de dos términos con origen
muy diferente: de una parte distin-
guimos las fuerzas provenientes de
la accién ejericda por cada una de
las restantes partjculas del sistema,
que llmaremos F, (Fuerza interna
sobre m,), que de acuerdo con el
cuarto postulado tiene siempre la

forma,
F,, = 28, (4-11)

expresién en la cual, como se ob-
serva en la FIG.(4-3), f,; represen-
ta la accién de la particula m, sobre
la particula m.. De otra parte, tene- Figura4-3

mos también la Fuerza proveniente

de la interaccién de m. con el exterior del sistema, que llamaremos
fex, . En conclusién, la' fuerza total sobre la particula m, puede escri-
birse en la forma,

-

N
Fj = fcx' + in; = fex, + ;fkj (4-11)
vy

]
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LEMA(4-3): Las fuerzas internas de interaccion entre las
partes de un Sistema de Particulas no contribuyen a la fuerza
total impresa sobre el sistema.

DEM: Partimos de la DEF.(4-3) y de la EC.(4-11), para obtener:

sl e N N N N —
R ZI fexj & Z fjk - Z} fexl * Z [f'jk N fk'i]
i= =

k] =1 k<j

' Ahora bien, de acuerdo con el tercer postulado, el segundo
término de la expresién anterior es algebraicamente nulo; el primer
término, de otra parte, representa la accién externa total sobre el
sistema de acuerdo con la EC.(4-9), luego,

— N — —
F=chx| = ch (4-12)

j=1
lo que demuestra la hipétesis del lema propuesto.

Acercg del anterior lema, conviene resaltar la distincién entre
las expresiones (4-9), (4-11) y (4-12). En el caso de la EC.(4-11) se
trata sencillamente de un postulado, una «Ley de la naturaleza»,
evidente por si misma; todas las fuerzas que alli aparecen acttan
sobre una misma particula, esto es, en un mismo punto del espacio.
Cosa muy distinta sucede con las fuerzas que aparecen en la EC.(4-
9) ¥y (4-12), las cuales actiian sobre particulas diferentes, lo cual no
impide que la suma pueda realizarse, pues al fin de cuentas hemos
«supuesto» que las reglas de adicién vectorial rigen para las Fuerzas
en la naturaleza (cuarto postulado). Pero que una suma de Fuerzas
factuando sobre diferentes particulas tenga las caracteristicas de una
Fperza Impresa’ en el sentido que habla el segundo postulado, no es
evidente; esta no evidencia es la que nos obliga a Definir la Fuerza
sobre el Sistema de Particulas mediante !a EC.(4-9).

4.3. TEOREMA SOBRE LA CONSERVACION DE
LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO

LEMA(4-4): Si sobre un Sistema de Particulas la fuerza ex-
terna_tota! es nula, la Cantidad de Movimiento total del siste-
ma, P, permanece constante. En caso contrario, las fuerzas
externas sobre el sistema determinan el movimiento del CM
de acuerdo con la relacion,
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iy (4-13)
L
dt

DEM: La EC.(4-11) representa la Fuerza Total Impresa sobre
la particula m; luego, de acuerdo con el segundo postulado, se
tendra : 3
dPl

= 1;’.
dt

F, =
Utilizando esta expresion en la EC.(4-9), y por cuanto el numero

de particulas no cambia con el tiempo, se obtiene:

Y5,

N
=l

= S, dp d
Z dt dt

J=1

Combinando con el resultado en la EC.(4-11) y la DEF.(4-3), s¢
obtiene finfllmente:

F :dlic-

ex df

& F_=0= Py=tte (b) (4-13")

La facilidad con la cual se demuestra el anterior Teorema no
desdice, en modo alguno, de su importancia en el contexto general
de la fisica newtoniana; por ello conviene detenerse un poco en este
punto y reflexionar sobre su significado.

:f’ (a) (4-13")

(a) La conservacion de la Cantidad de Movimiento no exclu){e
la posibilidad de que sobre el Sistema (en forma mds precisa deberia
decirse ... sobre partes del sistema) actien fuerzas externas. La
condicién es que tales fuerzas, segun la EC.(4-12), sumen ce€ro.

(b) Como ley de conservacion de caricter vectorial, o0 como
ecuacion de movimiento para el CM, la EC.(4-13") representa en
realidad tres ecuaciones analogas, pero, en el caso general,
independientes entre si, las cuales permiten describir completamente
el movimiento del CM del Sistema con métodos ya elaborados para
la dindmica de una particula.

_ (¢) Que se conserve la Cantidad de Movimiento total del Sistema,
P., no implica que también se deban conservar individualmente los
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distintos momentos de las particulas, ij; en principio, como puede
colegirse de la FIG.(4-3), la Fuerza Impresa sobre una cualquiera de
ellas, aun en la condicién de que no existiere fuerza externa sobre la
misma, no es nula; para enfatizar esta aseveracion bastaria, a manera
de ejemplo trivial, considerar un sistema de dos particulas con fuerza
mutua de interaccidn, ya sea de atraccion o de repulsion.

(d) La EC.(4-13") (b) es consecuencia directa del resultado en
la- correspondiente EC.(a), resultado al cual se llega bajo la
suposicién de existencia de un Sistema de Particulas, esto es, N>1;
solo en tal caso tiene realmente sentido hablar de la Conservacién
de la Cantidad de Movimiento, 13C. Esta aseveracion conviene hacerla
por cuanto no pocas veces las EC.(4-13") se interpretan como
reformulaciones del Segundo y Primer Postulado respectivamente.
Sin embargo, para una particula tales expresiones son completamente
independientes y no demostrables. {Son Postulados!. Conviene por
tanto que el lector se remita nuevamente a la discusion del CAP.III
sobre los postulados de Newton.

(e) Finalmente, recordemos que para llegar a la EC.(4-13")(b),
no es preciso hacer hipétesis alguna sobre el tipo de fuerzas que
actian sobre el sistema. Su cumplimiento exige Gnicamente que la
interaccién entre las particulas del sistema cumpla lo establecido
en la primera parte del tercer postulado de Newton.

EJERCICIO (4-7) SISTEMAS
CON MASA VARIABLE: El subtitulo
puede aparecer algo contradictorio con lo hasta
ahora estudiado, en el sentido de que la
conservacion de la cantidad de movimiento
implica, necesariamente, la conservacién de la
inercia total del sistema. . Ello no implica, sin
embargo, que no pueda haber transferencia
interna de materia de una parte a otra del sistema,

tal el caso, por ejemplo, de un sistema de
propulsién de una nave a reaccion, tal como la Figura4-4

que se ha esquematizado en la FIG.(4-4).

Tenemos alli las siguientes caracteristicas: un depé6sito con combustible. D, cuya
masa total inicial, Mo, es considerable comparada con la masa total del sistema, y en
particular con la de la cépsula; las Toberas, T, cuya forma regula, parcialmente, la
velocidad de salida de los gases tras la reaccién, identificados como G, velocidad que,
respecto de la cdpsula, llamaremos §j ; adicionalmente tenemos la capsula propiamente
tal, C, recuperable tras el viaje respectivo, cuyo desplazamiento en el espacio es el que
finalmente nos interesa.
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Inicialmente supongamos que no hay interaccion con cuerpos extemos; el Sistema,
que esta compuesto por la capsula, los gases, y el combustible, satisface las exigencias
de LEMA(4-1)y, en cuanto tal, la EC.(4-13")(b). Si en un instante dado la masa del
sistema es M(?) y su rapidezv(?), la Cantidad de Movimiento serd ,

P(t)= M(8)¥(t)

De otra parte, la velocidad de salida de los gases respecto de un observador en
tierra (sistema inercial de referencia) sera, de acuerdo con la correspondiente
transformacion de Galileo,

-

Vg=v-—-1

Ahora bien, un instante posterior, en r+d, se habrd quemado una cantidad total
de combustible dM, cantidad que, entendida como una variacion de la masa del sistema
que incluye la capsula, sera negativa, pero positiva cuando se considera como masa
de gases que se ha desprendido en el lapso infinitesimal d. En tales condiciones, en el
instante #+dt la cantidad de movimiento del sistema total sera:

P(t +dt)=(M - dM)(¥ + dV) + dM(V - )

La cantidad gy es el incremento de la velocidad de la parte residual (_ie lanave
espacial, la que porta la capsula. De acuerdo con la EC.(4-13") (b) se tendrd, igualando
las cantidades de movimiento enty t+dt:

udM - Mdv=0

expresién en donde se han desechado diferenciales de segundo orden (d{"!d" =

0) y se ha hecho caso omiso de la notacién vectorial por cuanto no habra otra

]g)ﬁb'lida(.l que la de movimiento rectilineo. Si introducimos ahqra la can:}g:g
p =m, correspondiente a la rata de quema del combustible, canti

carac?eristica del sistema y que en general se toma como constante (finalment

que garantiza que también la velocidad de salida de los gases, u, sea constante),

llegamos a la siguiente ecuacién de movimiento para la capsula:

eesla

dv _um g
da M,-mt

Si en¢= 0 suponemos M(0) =M, y w(0)=0, lasoluciéndela ecuacion anterior

— MO —- MO -
v(t)—uln[v]—uln[————Mo —mt] (4-14)

e

sera,
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Al lector queda como ejercici» comprobar la validez de esta expresion, en particular
lo correspondiente al signo que se ha tomado para el elemento dM segun represente,
de una parte la disminucién de masa de la capsula, de otra el incremento de la masa de
los gases residuales; ambas cantidades varian con ;;, pero el signo, de esta cantidad
depende del «lado» en que se aplica.

EJERCICIO (4-8) A partir de 1a EC.(4-14), si AM es la masa residual de la
nave, AM = Mo - M(¢), muestre que la longitud de la trayectoria espacial recorrida estd
dada por la expresion,

S reu { 0 m[““)] N Az}d} (4-15)
m M

0 m

EJERCICIO (4-9: Los datos caracteristicos de un V2 son: i= M, / 60.
La masa residual (tras la quema del combustible) es, Mo/Mc = 300, y u = 6800 fi/s.
Calcular: (a).tiempo maximo de aceleracién; (b).maxima velocidad alcanzada;
(c).maximo desplazamiento alcanzado; (d).construya las graficas correspondientes a

a(?), v(1) y s(p

EJERCICIO (4-10): Resolver el problema original, EJ.(4-7), pero teniendo en
cuenta la fuerza externa sobre el cohete, esto es, la fuerza gravitacional, suponiendo
que la aceleracion gravitacional, g = 9,86 m/s?, no cambia sensiblemente, y se supone
un lanzamiento vertical.

4.4. TEOREMAS SOBRE LA ENERGIA

DEF(4-6): LA ENERGIA CINETICA de un Sistema de N Par-
ticulas esta definida por la suma de la energia cinética de cada
una de las particulas que lo componen:

N l N
Fiv, v, oy} = 2 T () =5 2 myvg (4-16)
k=1 k=1

Claramente, la Energia Cinética es funcién cuadraitica de las
velocidade.s de las particulas, y en cuanto s€ mantenga una
repr’esentacu’)n en términos de las coordenadas cartesianas de las
particulas, ¢éstas no apareceran en la expresién para T. Analogamente,
como es también el caso para una particula, la Energia Cinética es
una Propiedad del Sistema; sin embargo estad definida con base en
las propiedades de las partes que lo componen.

1

H. GOLDSTEIN: «Mecdnica Clasica», Aguilar, 1963, Prob.1.3
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LEMA(4-5): La Energia Cinética de un Sistema de Particulas
puede expresarse como la de su Centro de Masa, mas la co-
rrespondiente al sistema calculada desde el Centro de Masa.

DEM.: Si volvemos a la FIG.(4-2), puede verse que para cualquiera
de las particulas, su posicidon respecto del CM estd dada por,

e, =T -R.,Vi=12..n

De otra parte, el caricter absoluto del tiempo nos conduce a la
transformacién de velocidades de Galileo, que para el caso que nos
ocupa tendria la forma,

Ye

, = V5T Voo Vjaan

de donde se¢ obtiene para la norma, en cada caso,
2 _ .2 2 = U ..
V]- - VC’ + VC + 2VC, L VC, . VJ:].Z...N

Llevando esta expresién a la definicién de la EC.(4-16) se
obtiene:

1 N l N N - -
= Eijv:}j +—2-|:ij:|ch +[ijvq]o \L>
j=1 i= j=t 4-17)
Ahora bien: el ultimo término en paréntesis define, segin la
EC.(4-4), la velocidad del CM calculada desde un sistema de
referencia ubicado en la CM, valor que trivialmente es pulo. Por
consiguiente, de acuerdo con la EC.(4-1) y (4-16), se obtiene:

1 ! 2 1 2
(@)T==) mve +—MV;
PR (4-18)
(DT =T, em + Tem A
COROLARIO: La Energia Cinética del Sistema relativa

al CM, T..cu no depende del Sistema de Referencia que
se elija para la descripcién del Movimiento.

DEM: La demostracién se sigue de manera inmediata del
resultado en el LEMA(4-1), segin el cual la posicion del CM es una
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Propiedad del Sistema, independiente del sistema de referencia, y
en cuanto tal lo serdn también las velocidades de las particulas
respecto del CM, V5 V., . Una demostracion mas detallada queda
como ejercicio para el lector (EJ.(4-11)). :

EJERCICIO (4-11): Demuestre que la Energia cinética de un sistema de
particulas es invariante bajo traslacion del sistema de referencia.

 EJERCICIO (4-12): VELOCIDAD CUADRATICA MEDIA: Por la
forma como se define la velocidad del CM, no pocas veces se incurre en el error de
identificarla con la correspondiente a la energia cinética media de las particulas, que es
la que trataremos de estudiar en este breve ejemplo, concepto que tiene amplia utilidad
en el tratamiento de los denominados gases ideales. Denominaremosv,_ la Velocidad
Cuadratica Media, aceptando la abreviacion proveniente del inglés, «root mean square
velocityr, y cuyo significado es el siguiente: tomamos el valor medio del cuadrado de
la rapidez, ponderado con la respectiva masa de las particulas en todo el sistema,

2 1 Q 2
Voms =V )=['A';I“ka"(:k:|
k=1

Trayendo a esta expresién el resultado en la EC.(4-16), se obtiene:
2 _ 2T icm
ms - M

0 también en forma equivalente,

v

Tcm = E Mvrzms

.Claramente se puede apreciar que el valor deducido, elevado al cuadrado, es una
medida de la Energia Cinética media del sistema de particulas, y en cuanto tal, también
la cla\.re para calcular un buen ntimero de propiedades del sistema que se le relacionen.
Conviene observar que en la definicién anterior entran solamente términos que no
dependen del sistema de referencia, tal como el CM y las posiciones de las particulas
respecto de éste; en consecuencia, también lav__es una propiedad del sistema de
particulas, independientemente desde donde se le mire.

EJ.ERCICIO (4-13): A partir del resultado en el anterior ejemplo, calcule una
expresion para la energia cinética promedio de una molécula en un gas ideal,
entendiendo por tal aquel cuyas particulas no ocupan volumen en el espacio y tienen
todas la misma masa. De acuerdo con el teorema de Equiparticion de la Energiade
Boltzmann, este valor es igual 3X772 para una particula con tres grados de libertad.
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EJERCICIO (4-14): En la misma forma que arriba se definio el «xpromedio de
la velocidad al cuadrado», se puede definir el promedio de la velocidad comin y
corriente. Definalo y compare en alguna forma su valor con el valor encontrado en la
EC.(4-19); ; Cual es mayor?.

EJERCICIO (4-15): Las Energias Cinéticas respecto del CM de un sistema
de cuatro particulas se hallan en proporciones de 1:2:3:4 y sus masas de 6:4:2:1
respectivamente; Calcule la energia cinética promedio del sistema, la velocidad promedio
de las particulas y la velocidad cuadrética media del sistema en funcién de lamasa y la
velocidad de la particula mas pequeiia.

EJERCICIO (4-16): Un choque ineléstico entre dos particulas de masasMym
es aquel en el cual, tras la colisién, las particulas quedan unidas en una sola de masa
(M+m). Si antes de chocar las particulas se desplazan con velocidades v, y v, , calcule: (a)
la velocidad del CM después de la colision, si sobre el sistema no actiian fuerzas externas.
(b) La Energia cinética total del sistema, antes y después de la colisién; siZ'esel v_alor
inicial y AT el cambio observado, ;Cuanto vale la cantidad A7/7?. Calcule esta cantidad
para cuando la relacién de masasees 1, ¥, 3, 10y lade velocidades es -1, 2, 0-2.

DEF.(4-7);: CONFIGURACION DE POSICION: E! conjunto
de las posiciones de las particulas de un Sistema en un ins-
tante dado, t, se define como su Configuracion de Posicion.
Simbodlicamente se representa por:

{OL} = {i:k }k=l.2. .N = {EI'FZ’“"FN}

La configuracién de posicién asi definida contiene en to'tal 3N
elementos correspondientes a las coordenadas de las N particulas.
Sin embargo, por cuanto de acuerdo con el problema de que s¢ trate
es posible que entre estas coordenadas existan relacxoneNs
geométricas, conocidas como Ligaduras, no todas lag 3 1
coordenadas serdn linealmente independientes; en consecuencia, €
namero de grados de libertad del sistema, definido por ¢l numero
de coordenadas linealmente independientes que lo describen, sera
por lo general siempre menor que 3N. Esta situacion es uno C}e los
elementos fundamentales en la descripcion de sistemas de partlcula's
en la formulacién de Lagrange, tema que el estudiante tendra
oportunidad de conocer en cursos mas avanzados de su carrera.

Por otra parte, es conocido que para una particula su Est.ado
Dindmico implica no solamente conocer su posicién sino,
adicionalmente, su cantidad de movimiento o su velocidad (que es
la que es afectada por la accién de la fuerza impresa). Igualmente,
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para un sistema no serd suficiente conocer la posicién de sus
particulas sino, adicionalmente, las velocidades de éstas. Por
consiguiente es necesario hablar de una configuracion de velocidades
en la misma forma en que se hace para la de posiciones. Definimos:

DEF.(4-8): La CONFIGURACION DE VELOCIDADES de un
Sistema de particulas es el conjunto de las velocidades de

las particulas que lo constituyen,; simbdlicamente se repre-
sentar por:

{a} = {vk}x.-.l,z.-N = {'i",,vz,...,i'“}

De acuerdo con esto el «Estado» de un Sistema de Particulas
estard determinado por un total miaximo de 3N coordenadas y 3N
vselocidades en cada instante de tiempo. El Conjunto de configura-
ciones de un Sistema con el transcurso del tiempo define lo que
podemos interpretar como su TRAYECTORIA.

DEF.(4-9): TRABAJO sobre un Sistema de Particulas es la
suma aritmética de los trabajos realizados por las fuerzas
impresas que actian sobre todas y cada una de las particulas
cambiando la configuracién de posicion del Sistema de un
valor inicial, {1} a otro final, {2}. Matemdticamente el TRA-
BAJO estard representado por la expresion,

N 2
2} _ =
oWy =D, [ F, odF,

k=1

(4-20)

Tl

La representacion de los limites de las integrales de linea como
1, v2, Tespectivamente se refiere a la posicion de la particula m, en
las configuraciones de posicién {1} y {2} respectivamente; T, se

refiere a la correspondiente trayectoria de integracién a lo largo de la
cual se ‘transporta’ la particula m,

LEMA(4-6): El trabajo total que realizan las fuerzas sobre las -

particulas es igual al cambio total de Energia Cinética del
Sistema.

DEM: Gracias a la generalidad del LEMA(3-2) (CAP.III) para
cualquiera de las particulas del sistema se cumple que el trabajo que
la fuerza impresa realiza sobre ella es igual al cambio de su energia
cinética particular; en consecuencia, para la suma total se tendra:
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k=l 4-21)

Esta expresion concluye la demostracién del LEMA. \

EJERCICIO (4-17) En el EJ.(4-16), ;cuanto vale el trabajo realizado por las
fuerzas internas de interaccion entre las particulas que chocan inelasticamente? Cal-
cule los casos particulares cuando las velacidades de las particulas tienen una rela-
ciénde 2, -2, 3, -3, 4 y -4, asumiendo un movimiento en una dimension.

DEF.(4-10): ENERGIA POTENCIAL de un Sistema de Parti-
culas es la definida por la expresion,

N
U{F,, Ty By} =-2,
k=1

: F e
en donde se supone que todas las fuerzas impresas F, sobr
las particulas son de cardcter estrictamente conservativo.

F, edT, (4-22)

—

f

3

LEMA(4-7): La Energia Potencial de un Sistema de Particu-
las puede siempre expresarse como la proveniente excius

. ‘g n el
mente de Fuerzas externas al Sistema, adicionada co

At . . ; interaccion
termino correspondiente a la Energia Potencial de inter

. . ; cia.
entre sus partes, independiente del sistema de referen

— .
DEM.: Llevando la EC.(4-21) a la EC.(4-11) para Fy , encontramos:
N &l _ N _ _
Uig}=-2 I[Fk * df, +kaj(rki)'dﬁ]
k kK

=1 ref]

Ahora bien: el primer término de esta expresién, bajo la mtebgral
correspondiente, contiene solamente las fuerzas externas y]’)]%(l):n 3 agse
en la definicién de Energia Potencial para una particula, (3-9),
podemos adicionalmente definir,

N
U{i:l,fza--:—r.n}=—zuk(fk) (4-23)
k=1

expresién que adicionalmente cumple con el requerimiento
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F., =-VUx)

De otra parte, para el segundo término, podemos realizar la
transformacién en los subindices de la suma limitando el valor del
indice en la segunda de éstas a valores inferiores (o superiores) al
prefijado por la primera, en forma similar al procedimiento seguido
en demostraciones anteriores. En consecuencia, se obtiene:

N N|%& F
~U{E BBy} = D 2| [Eg(Fg) e dF + [ £, (F )0 dF,
k=1 j<k | ref ref
Si recordamos que
I, =T, =0

es el vector que une a las particulas m, 'y m;, podemos escribir
para el término en cuestién:

k=l j<k ref (4-24)

] Esta expresién, en cuanto que involucra exclusivamente fuerzas
Internas entre las partes del sistema, las que a su vez obedecen el
tercer postulado (jal menos la primera parte de éste!), y las distancias
relativas entre las particulas, no dependera del sistema de referencia
que se escoja para calcular su valor. El término podemos escribirlo

también en la forma,
N N
Unffo B B} = 2D UGflE -Fl}  a25)

k=1 j<k

de donde adicionalmente se desprenden las relaciones:
fy=-9.0, {“FK - f'i“} =+V,Uy {Ilf‘k - f'j"} =1,

y por consiguiente, se puede escribir también,

)]
=

il

|
=
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Las EC.(4-23) y (4-25) constituyen la demostracion del LEMA
propuesto. Al llevarlas a la EC.(4-22), se cbtiene:

U (B0 Fpre By} = Un (B, +Ualls),,,  (4-26)

DEF.(4-11): La ENERGIA MECANICA TOTAL de un Siste-
ma de Particulas es la suma de su Energia Cinética con su
Energia Potencial,

E{ad}=T{oa}+U{a} 4-27)

En esta expresién se ha considerado el caso més general, enten-
diendo que no necesariamente la configuracién de posicién deba
expresarse en términos de las coordenadas cartesianas; en .tales con-
diciones, la expresiéon correspondiente a la energia cinética _puede
contener explicitamente, no solamente las variaciones en el tiempo
de las nuevas coordenadas (velocidades generalizdas), eSfér‘ca.S o
cilindricas por ejemplo, sino también las coordenadas gener aliza-
das. En lo que sigue, sin embargo, salvo que se diga lo contrario,
seguiremos asumiendo una reprcsentacién en coorfilenadz;S
cartesianas, en la cual la energia cinética es solamente funcién de la
configuracién de velocidades.

LEMA(4-8).- La Energia de un Sistema de Particulas pus,
de siempre descomponerse en un término independzen;fGiA
sistema de referencia, el cual se conoce como Su ENE -
INTERNA, y un término dependiente del sistema de re u
rencia proveniente de la interaccion del Sistema con s
medio exterior.

DEMOSTRACION: Realmente la demostracién es inmediata a
partir de los resultados en las EC.(4-18) y (4-24) para la energlia
cinética y potencial; en consecuencia, podemos llamar la ENEI -i
GIA INTERNA del sistema a la fraccién formada por la Potencia
Interna y la cinética relativa al CM,

E, =Teum {vcg} +U, {i:kj} (4-28)

Similarmente, la fraccién restante, compuegta por la energia
cinética del CM y la potencial externa, la denominamos su ENER-
GIiA EXTERIOR
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E,=T; {Vk } +U,, {Pk } (4-29)

A partir de las anteriores expresiones, siempre sera posible es-
cribir, ‘para el Sistema como un todo,

E=E_  +E, (4-30)

Lo que demuestra la hip6tesis propuesta. A

LEMA (4-9): Principio de Conservacion de la Energia: Si
las fuerzas de interaccion entre las partes de un Sistema de
Particulas, asi como también las acciones sobre ellas pro-
venientes de su interaccién con cuerpos externos, son de tipo
conservativo, entonces la Energia Mecanica Total del siste-
ma es una integral del movimiento.

DEM.: La prueba de la hipétesis del teorema no requiere mayor
esfuerzo, pues se sigue inmediatamente de la generalidad demostra-
da en el LEMA(4-6) y de la DEF.(4-10) de Energia Potencial, cuan-
do aplicamos la condicién sobre el caricter conservativo de . las

erzas. Tendremos, para dos cualesquiera configuraciones l,l} y
2,2} del sistema:

E{Ll} =T{i} + U{1} = E{2,2} = T{2} + U{2}
lo que finalmente, a partir de la EC.(4-27), equivale a:

E=T+ U= const. (4-31)

Sobre el resultado en la EC.(4-31) vale la pena reflexionar un
poco, pues realmente constituye una de las leyes mas importantes
de la Mecénica, para cuyo cumplimiento, sin embargo, es preciso
que el sistema llene una serie de «requisitos» que no siempre es
posible satisfacer; 1o cual, en alguna medida, nos lleva a establecer
que mucha§ de las leyes que encontramos son solamente aplicables
a sistemas idealizados, no necesariamente existentes en la realidad.

(a) Como es también el caso respecto de la ley sobre la Conser-
vacion de la Cantidad de Movimiento, la conservacién de la energia
parte de la asunci6én de que la masa total del sistema, o si se quiere, el
numero de particulas materiales que lo componen, permanece
constante.
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(b) La Conservacién de la Energia del Sistema de Particulas no
requiere la inexistencia de interacciones entre el sistema y su me-
dio exterior, pero se cumple solamente si las fuerzas de accién
exteriores son de caracter conservativo. Igualmente, en cuanto
que existen interacciones entre las partes del sistema, éstas de-
ben ser todas de caraicter conservativo. En este sentido, el solo
aislamiento mecéanico del sistema, que implica la no existencia
de acciones externas sobre sus partes, o que su resultante sea
nula, no garantiza que la Energia total se mantenga constante. Si
por alguna razén existiesen en un sistema aislado mecanicamen-
te acciones de cardcter no conservativo entre sus partes, su
energia se degradara paulatinamente y sus partes tenderian al
«reposo»; es lo que podriamos denominar la Muerte del Siste-
ma, al menos su muerte mecanica. Este resultado tiene, de hecho,
mayores implicaciones que las aqui anotadas, que son, aun hoy en
dia, motivo de polémica entre los estudiosos de la Termodinamica
y la Mecéanica Estadistica.

(¢) Que la energia total contenga un término independiente
del sistema de referencia que se escoja para describir el movi-
miento, AE,  en la EC.(4-28), hace pensar en la posibilidad de
determinar el valor correspondiente -salvo el factor aditivo cons-
tante en la definicion de la U, - para cualquier sistema particu-
lar. Es esta Energia Interna la que tiene papel de méxima
importancia en el estudio de los denominados Sistemas Te"”{o'
dindamicos, sistemas que, en principio, no son otra cosa que SiS-
temas mecédnicos de muchas particulas, tantas, sin embargo, que
requieren de diferentes métodos para la descripciéon de su com-
portamiento.

Si un Sistema no tiene interaccién «mec4nica» alguna con su
exterior y sin embargo se observan variaciones de su energia in-
terna, AE, , podemos concluir, o bien que existen en su interior
procesos de interaccién no conservativos entre sus particulas, 0
que existe una interaccién con el exterior diferente a la interaccion
mecanica; en el mejor de los casos, las dos situaciones Pl’leden
coexistir simultdneamente. Si descartamos la interaccion no
conservativa entre las particulas del sistema, una ley mas gene-
ral de Conservacién de la Energia nos obliga a introducir una
nueva forma de Energia que el sistema intercambia con los sis-
temas que lo rodean. Esta nueva forma de Energia se conoce como
Energia Térmica o Calor. Necesariamente, aceptando la Con-
servacion, en el caso general se tendra:
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(AE)y, = (AQ),, (4-32)

El subindice ‘w’ pretende recordar que la expresién es vilida en
la ausencia de interacciéon mecénica entre el sistema y su medio

exterior; mas exactamente, el valor total de la Fuerza Externa, F_,
es nulo.

_Ahora bien también es licito pensar que a un Sistema podemos
impedirle, mediante un apropiado aislamiento, que intercactie
«Térmicamente» con su exterior. (Tal tipo de aislamiento se deno-
mina Adiabatico). Si a pesar de este aislamiento observamos que
pay variacién de la Energia Interna, nuevamente descartando
Interacciones no conservativas entre las partes constituyentes del
sistema, tales cambios solo pueden hacerse a expensas del término
correspondiente a la Energia Externa, AE_ . En consecuencia, la re-
lacion equivalente a la C.(4-32) sera, a partir de la EC.(4-30):

(AE, ), =- (AE,), (4-33)

Combinando las situaciones descritas por las EC.(4-32) y (4-
33), podemos escribir una Ley general de Conservacién de la Energia,
mas general que la prevista por la EC.(4-31):

AE, =AQ- AE, =E, {2,2)- E, (1,1} (4-34)

nd E.sta expresion se conoce como Primera Ley de la Termodi-
dmica.

Qbsérvese que el término AE, se ha expresado como la dife-
rencia del valor E, en dos diferentes configuraciones, la inicial (1)
y la ﬁnal.(2). En termodinamica se dice que la Energia interna es
una Funcién del Estado del Sistema, esto es, depende unicamente
de los valores de los parametros que se emplean para describirlo.
NO puede afirmarse lo mismo para las cantidades AQ o AE_ , que
involucran valores correspondientes a variables necesarias a la des-
cripcidén de otros sistemas; estas cantidades no son «diferencias»
entre dos determinados valores de Propiedades del Sistema. Son,
simplemente, cantidades grandes o pequefias en si mismas. @ y AQ
tienen exactamente el mismo significado, no asi E,_ , que corres-
ponde a un determinado valor de la Energia Interna, y AE, que repre-
senta una Diferencia entre dos valores de dicha propiedaa. Teniendo

esta aqlaracién en mente, conviene reescribir la EC.(4-34) en for-
ma «diferencial»
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dE_=3Q - 3E_, (4-34")

En esta ultima expresién, dE, representa lo que los matemati-
cos llaman una Diferencial Exacta, esto es, el cambio de la «fun-
ciéon» E,  como consecuencia de variaciones infinitesimales de las
coordenadas «internas»; éstas serian, en el caso de los sistemas de
particulas que hemos venido estudiando en la mecénica de Newton
(sean ellas muchas o pocas), las distancias entre las particulas del
sistema y las velocidades respecto del CM del sistema. Como ya se
dijo, las cantidades 8Q y OE_ son cantidades «infinitamente peque-
fias», pero tienen exactamente el mismo significado que en la EC.(4-
34). Es por ello que se opta por emplear «3» en lugar de «d» al
identificar cantidades infinitesimales con este caracter.

4.5. TORQUE Y MOMENTO ANGULAR

Conviene al lector, por la similitud del tema que se tratard en
este paragrafo, remitirse primeramente al CAP.III, en la seccion
correspondiente al Momento Angular de una Particula. Sin embargo,
como se veré durante el desarrollo del tema, los conceptos de Mo-
mento Angular y Torque aplicados a sistemas de muchas particulas,
conducirdn a ecuaciones de movimiento necesarias en €l proceso
de solucién de las ecuaciones de movimiento del sistema; no SO
simplemente optativas, como fue, la observaciéon que se hizo para el
caso de una particula.

4.5.1. Momento angular de un sistema de particulas

En el CAP.III se introdujo la nocién de MOMENTO ANGUI.:AIS
de una Particula, definiéndolo como el «Momento» de 1a Cantida
de Movimiento. Para un Sistema de Particulas, mantenemos e! cri-
terio de la aditividad de las propiedades individuales para definir las
propiedades del sistema. En consecuencia, se establece:

DEF.(4-12): EIl MOMENTO ANGULAR DE UN SISTEMA DE
PARTICULAS respecto de un determinado origen, es la suma
vectorial de los momentos angulares de las partfculas que lo
componen, medidos todos respecto del mismo origen; esto es,

N
L= Zi’-j X P, (4-35)
)=1
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LEMA(4-10): El Momento Angular de un sistema de parti-
culas respecto de un punto, puede siempre expresarse como
el correspondiente a su centro de masa, sumado con el Mo-
mento Angular del Sistema respecto del centro de masa.

DEMOSTRACION: Llevando las correspondientes ecuaciones
de transformacién para la posicién y la velocidad, ¥ = F,-Rcy

Vo = Vv, — V. respectivamente, a la expresign para el Momento An-
guiar, se obtiene:

P N — -
L= (Re +Fq ) x (Vo + ¥ m, <
k=1
- - N N - - N N _ -
L=Rx VCI:Z”H:]"‘ZTCL: xm Ve, +Re xl:zmkVCk]"'[karcu]xvc
k=) k=1

k=]

Ahora bien; el primer término corresponde al Momento Angular
de una particula de masa M ubicada en el CM, esto es al Momento
Angular del CM del Sistema, I,. ; El segundo término, de acuerdo
con la definicién en la EC.(4-35), es el Momento Angular del Siste-
ma calculado respecto de un origen en el CM. Por su parte, los térmi-
1Os restantes son nulos: el primero por cuanto contiene la cantidad

Vo ,proporcional a la velocidad del CM medida desde el CM, la
cual es trivialmente cero; el término restante, en forma aniloga, con-
tiene la cantidad Y mFy | la cual es cero por cuanto define la posicién
del CM respecto del mismo punto. En conclusién, se obtiene:

D=L, +L,
_ . _ N ~
L=R. xP, +Zqu XPcx
k=1 " (4-36)

4.5.2. El torque sobre un sistema de particulas

DEF.(4-13):- EL TORQUE SOBRE UN SISTEMA DE PARTI-
CULAS respecto de yn origen se define como la suma de los
momentos de las fuerzas netas que actuan sobre las particu-
las tomados respecto del mismo origen comun. esto es

— N -
N=)'F xF, (4-37)
k=1
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LEMA(4-11): Al torque total sobre un sistema de particulas
contribuyen solamente las fuerzas externas que actuan sobre
las particulas que lo componen.

DEMOSTRACION: A partir de la EC.(4-11) para la fuerza total
impxﬁsa que actiia sobre_una cualquiera de las particulas del siste-
ma, F,, se obtiene para N en la EC.(4-37):

N= ifi g [fexj * iiﬂk]= ii{[i} X E‘exj]-"[fi X E"“]}
= *)

J=1 k<j

El primer término de esta expresién contiene la suma de los
torques causados por las fuerzas externas sobre cada una de las par-
ticulas del sistema; esto es, constituye lo que se llamara el Torque
Externo sobre el sistema,

— N -
N, =D Fxf (4-38)
=

Teniendo en cuenta la «primera parte» del tercer postulado,

tfjk =—f,; . se puede reescribir el segundo término en la siguiente
orma:

j=1 k<j
N, = Z_‘,:L:;[(f-J £, ) x '?jk] _,;,.‘Z:’[r"‘ x f,k]

Adicionalmente, la «segunda parte» del tercer posfulado de
Newton establece que las fuerzas de interaccién entre parthUIaS son

siempre de la forma,
r.
fjk = fi |:’_:'
T

Por consiguiente, encontramos que,

I‘)-k X fjk = 0’ Vj,k:l,z,-.N
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En consecuencia, la suma correspondiente de términos de esta
naturaleza es trivialmente nula al ser nulos todos y cada uno de sus
sumandos. Para el Torque total queda finalmente,

o]

N
N=N, =D F xf, .
o jZI:J w (4-39)

- Conviene resaltar en el procedimiento de la demostracién del
LEMA(4-5) la importancia del tercer postulado en todas sus
implicaciones; vale decir, no solamente en cuanto que las fuerzas de
interaccion deben necesariamente ser de igual magnitud y direccién
contraria, sino en la parte que establece que dichas fuerzas son para-
lelas al vector que une las dos particulas interactuantes. Este es un

aspecto que lamentablemente no siempre se enfatiza en toda su im-
portancia.

LEMA(4-12): El Torque Externo sobre un Sistema de Particu-
las, respecto de un origen arbitrario, puede siempre expre-
sarse como el ejercido sobre el centro de masa del sistema
(CM) por la fuerza externa neta respecto del mismo origen,

sumado con el ejercido por las fuerzas externas individuales
respecto del CM.

DEMOSTRACION: La demostracién es inmediata a partir de
las definiciones de CM y las correspondientes transformaciones de
Galileo para sistema de referencia y velocidad. Los pasos concre-
tos se dejan como ejercicio al lector. El resultado sera , entonces,

(4-40)

e}

N
N'ex = ii x i‘ex + i x fexi
o4 |Z=1: Ci

4.5.3. Principio de conservacién del momento angular

En el CAP.III, correspondiente a la Dindmica de Una Particula,
se estableciq una Ley de Conservacion del Momento Angular, vali-
da para un sistema de una particula, la cual relaciona el Torque y el
cambio del Momento Angular como causa y efecto respectivamen-
te. Sin embargo, se hizo la observacidn en el sentido de que, si bien
es posible mediante las correspondientes ecuaciones que se dedu-
cen resolver el problema del movimiento de la particula, el segundo
postulado era para tales efectos suficiente y, en consecuencia, la
utilizacién de las nuevas ecuaciones deducidas era asunto opcional,
o de comodidad si se quiere. Como se veré, al pretender resolver el
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problema del movimiento de un sistema de muchas particulas, el
empleo de la nuevas ecuaciones es asunto de necesidad.

LEMA(4-13): CONSERVACION DEL MOMENTO ANGU-
LAR: Si el Torque Externo sobre un Sistema de Particulas,
respecto de algun punto arbitrario, es nulo, entonces el
Momento Angular total del sistema es una integral de movi-
miento. En caso contrario, el Torque Externo es proporcio-
nal al cambio en el Momento Angular del Sistema medido
respecto del mismo punto.

DEMOSTRACION: A partir de la EC.(4-35) se obtiene:

Por cuanto la velocidad es paralela a la cantidad de movimiento,
d%, £tlPe.V 1z » 108 t€rminos en la primera suma son nulos uno a uno.
t .
De otra parte, a partir del segundo postulado,

luego,

y por cuanto de acuerdo con el resultado del LEMA(4-6).al Torque
Total contribuyen solamente las fuerzas externas, se obtiene:

dL

—=N_ < (a)
. dr (4-41)
N_ =0=> L= Const.(b)
- A

Como en otras situaciones se ha presentado, la EC.(4-41) esta-
blece una Ley de Conservacién de carécter vectorial que {ea{men-
te, en el caso N =( corresponde a tres constantes del mgvxmlento,
Ly, L,y L, respectivamente (jasumiendo una representacion en co-
ordenadas cartesianas!). De otra parte, en el caso general, la EC.(4-
41) no es otra cosa que una manifestacién més del Principio de
Causalidad, que nos est4 diciendo que las propiedades internas del
sistema, en este caso el Momento Angular, no puede presentar va-
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riaciones, salvo que sobre el Sistema se ejerzan acciones externas,
Torque en este caso.

Conviene también resaltar las condiciones bajo las cuales la can-
tidad J, (o una cualquiera de sus componentes) es una constante del
movimiento. La EC.(4-41) (b) no excluye la existencia de Torques
externos sobre las particulas del sistema; la exigencia es que tales
torques, de acuerdo con la EC.(4-38), sumen (vectorialmente) cero.
Por otra parte, no hay tampoco exigencias sobre el tipo de fuerzas
externas que actian, tampoco sobre el valor de su suma resultante, lo
que nos aclara la independencia entre las leyes de conservacion de la
Cantidad de Movimiento y del Momento Angular, o lo que es lo mis-
mo, entre las tres ecuaciones de movimiento representadas por la
EC.(4-13) y las representadas en la EC.(4-41). En conclusién, conta-
mos con seis ecuaciones diferenciales independientes para resolver
el problema del movimiento de un Sistema de Particulas.

DEF.(4-14): SISTEMA AISLADO O EN EQUILIBRIO es aquel
para el cual, simulténeamente, se cumplen las leyes de con-
servacion previstas en las EC.(4-13") y EC.(4-41); esto es,

F,=0AN, =0 (4-42)

Para tales sistemas se cuenta siempre, en consecuencia, con
Sets integrales primarias de movimiento, representadas por
las constantes,

l’k *k=123" Pk *k=1.2.3

C.on' la anterior definicién queda practicamente terminada la
descr1p_c16n tedrica, dentro del esquema de la Mecanica Newtoniana,
de la dinamica de un Sistema de Particulas Materiales, bajo el su-
puesto de que éstas pueden moverse libremente en el espacio, no
Sujetas a otras restricciones que las derivadas de sus mutuas
mter-acplones Y la accién de cuerpos externos, que suponemos son
de similar n:aturaleza a la del sistema. Conviene establecer, sin em-
bargo, que éste no es el caso general; en no pocas situaciones las
pombnlndgdes de movimiento de la particula estdn a priori limitadas
a determinadas regiones del espacio, o su trayectoria predetermina-
da, como seria el caso, a manera de ejemplo, de una carrilera para un
tren. Se habla, entonces, del aparecimiento de Constricciones o
Ligaduras, que se interpretan como restricciones al numero de
grados de libertad del Sistema. No se pretende decir que tal tipo de
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problemas no pueda abordarse con los métodos tedricos hasta aqui
descritos; lo que sucede es que, debido a la caracteristica de defini-
cién a priori de tales condiciones, es posible desarrollar métodos
més agiles de integracion de las correspondientes ecuaciones de
movimiento, que parten del principio de eliminar de ellas, desde un
comienzo, los grados de libertad que estarian «prohibidos» por las
«Ligaduras» impuestas sobre el sistema. Es claro que este tipo de
procedimientos hard mdas énfasis en el concepto de coordenada y
grado de libertad que en el de particula, lo que de hecho llevé a esta-
blecer nuevas y diferentes formulaciones de la Mecanica, cierta-
mente de mayor utilidad en el estudio de sistemas de muchas
particulas. La Mecanica de Newton no es, finalmente, sino una de
las formulaciones posibles, de innegable aplicabilidad a problemas
practicos, la cual, como lo veremos en el préximo capitulo, le per-
mitié al propio Newton establecer, hace ya algo mas de trescientos
afios, en 1686, la Ley de Gravitacién Universal.

EJERCICIO (4-18) Una escalera se halla recostada sobre un muro formando
un angulo de 60° con la horizontal; el peso de la escaleraes Wy, y i, 500 los
correspondientes coeficientes de rozamiento estatico de la escalera con el pisoy con
el muro. Discuta las condiciones para que la escalera (que es un sistema de mL}Chas
particulas) permanezca en equilibrio (no resbale). ;Son éstas las mismas condiciones
cuando sobre la escalera, a una distancia de 2/3 de su longitud total detérminada a
partir del piso, se coloca un obrero de peso W’ ?




CariTuLO V

SISTEMAS CON SEIS GRADOS DE LIBERTAD
(1) PROBLEMAS DE DOS CUERPOS

5.1. INTRODUCCION

La importancia de sistemas mecanicos con seis grados de liber-
tad radica en el resultado discutido en el capitulo precedente, refe-
rente a la posibilidad de describir el movimiento del CM en forma
independiente del comportamiento del sistema respecto de dicho
punto, asi como también en el hecho de que, para efectos de su des-
plazamiento en el espacio, este punto caracteristico del sistema S€
comporta de manera similar a una particula material cuyo estado de
movimiento se rige por la EC.(4-12), mateméaticamente equivalente
a la ecuacion de movimiento de una particula. De acuerdo con lo
estudiado en el CAP.III, esta relacion es suficiente para tal efecto.

Ahora bien: por cuanto es posible «desacoplar» las coordenadas
del CM , la solucién del problema exige aun tres ecuaciones de
movimiento adicionales para los otros tres grados de libertad res-
tantes, los cuales describen completamente el movimiento del sis-
tema respecto del CM. Tales nuevas ecuaciones de movimiento
independientes estin representadas por la EC.(4-41), la cual, de
acuerdo con lo demostrado en el LEMA(4-10), puede también ex-
presarse separando el término que contiene exclusivamente las va-
riables (coordenadas) del CM y otro que contiene, adi’cionalmet.lte,
las coordenadas del sistema respecto del CM. La solucién
sera entonces posible si inicialmente se logra integrar las coorde-
nadas del CM (lo cual, de acuerdo con lo visto en el CAP.III, siem-
pre es «tedricamente» posible), y con estas coordenadas, integradas
como funciones explicitas del tiempo, se llevan a la EC.(4-41) para
integrar las tres coordenadas restantes. Este procedimiento, al mehos
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conceptualmente, es siempre posible, por lo cual siempre seré tam-
bién posible, conocidas las interacciones del sistema con el exte-
rior, y entre las partes del sistema entre si, encontrar una solucién
exacta al problema del movimiento de cualquier sistema mecanico
con maximo seis grados de libertad, entendiendo que, como se vio
en el caso de una particula, habra que realizar un determinado nime-
ro de mediciones experimentales, que bien pueden ser de posicion,
velocidad, orientacién o velocidades angulares; en fin, la determi-
nacién de por lo menos doce (j12!) integrales de movimiento. Que-
da claro también que sistemas con un nimero de grados de libertad
mayor que seis, no tendran, en principio, solucién exacta.

El caso mas trivial de un sistema con seis grados de libertad es
el de un sistema compuesto por solo dos particulas, las cuales pue-
den libremente moverse en el espacio por acciéon de su mutua
Interaccion y de la que sobre ellas ejerza el medio exterior. Otro
ejemplo muy estudiado es el denominado Cuerpo Rigido, el cual se
estudiara en el capitulo siguiente; en este segundo caso se tiene un
sistema con un niimero muy grande de particulas, no importa real-
mente’ cuantas, pero todas ellas «ligadas» entre si por condiciones
geometricas, conocidas como «ligaduras», hecho que conduce a
que el movimiento respecto del CM pueda estudiarse mediante el
empleo de solamente tres parimetros -coordenadas - linealmente

independientes, mas las del CM que. como ya se ha dicho, se inte-
gran separadamente.

5-2. PROBLEMA DE DOS CUERPOS: CASO GENERAL

La FIG.(5-1) representa el caso general de un sistema de dos
cuerpos o Particulas; O representa un sistema inercial de referencia
arbitrario; I, y r, corresponden a

los vectores de posicién de las dos
particulas respecto de dicho sis-
tema de referencia.

Asuvez m y m, representan
las masas correspondientes y los
vectores Ig, y F., representan las
posiciones de las particulas res-
pecto del CM del Sistema, el cual,
como es facilmente demostrable,
queda en la linea que une las dos

particulas que lo constituyen. Fi 501
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De acuerdo con lo dicho, para el Momentum del Sistema se
obtiene:

Po=m¥, +m¥, =MV, (5-1)

Para el CM, la ecuacién de movimiento serd, de acuerdo con la
EC.(4-12): -
) hod d RC

F,=f,+f,= o (5-2)

Conocidas las acciones externas y realizadas las necesarias me-
diciones experimentales (por ejemplo tres de velocidad y tres d.e
posicién), la EC.(5-2) permite describir completamente el movi-
miento del CM. Los métodos a emplear, valga la pena repetirlo, son
exactamente los mismos utilizados al describir la dindmica de una
particula, por lo cual, de acuerdo con lo ya estudiado, podemos par-
tir de la suposicién de que esto es posible, conocido y se ha realiza-
do. En una palabra, jlas leyes que rigen el movimiento del CM del
sitema son las mismas que rigen el movimiento de una particulal.

El interés del problema entonces se halla en el estudio y des-
cripcion del movimiento del sistema respecto del CM, el cual re-
quiere de la integracién de tres nuevas coordenadas, las que estaran
representadas por el vector F(=F,,) en el esquema de la FIG.(5-1)-
Ello se deduce de las siguiente relaciones:

= = = o_= _= 5-3
Iy =5 —§ =T ~Ig 5-3)
Adicionalmente, respecto del CM, se cumple que,

mEe, + mFe, =0 (5-4)

De la EC.(5-3) y (5-4) se obtiene, para las posiciones respecto
del CM:

o =- F=-Lr
m+m, m
(5-5)
Fop =+ —— F=+-F
m +m, m,

En estas expresiones se ha introducido la denominada Masa Re-
ducida del sistema, p, definida de la manera siguiente:
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DEF.(5-1): LA MASA REDUCIDA de un Sistema de Dos Par-

ticulas es la cantidad. con dimension de masa, dada por la

relacion,
mm,

m, +m, (5-6)

No es dificil percatarse que la expresion para la masa reducida
es tal que p = m, cuando m, << m, y que su minimo valor se obtiene
para cuando las dos masas son iguales; en tal caso, p = m/2.

Ahora bien: las EC.(5-5) nos confirman lo dicho hasta el mo-
mento, esto es, que el movimiento del sistema respecto del CM re-
quiere, en el problema de dos particulas, maximo tres coordenadas,
representadas por las correspondientes del vector §¥ que une las dos
partigule_ls. Encontrado F(f) se conocen de hecho T, (¢f) y F,(?); por
consiguiente el problema estaria completamente resuelto. Las Con-
figuraciones tipicas del Sistema seran de la forma,

{o}={Xc.Ye,Zex, y,2} 5-7)

Para encontrar las coordenadas x,y,z, se cuenta con las tres
€cuaciones de movimiento (4-41), que para el caso particular, pue-
den ser escritas, utilizando para ¥, y Fg, ,asicomo también para

las velocidades Vo Y V., la transformacion prevista por la EC.(5-
5), en la forma siguiente:

ﬁc XF“ +ui"x[_&+£ﬁ]=i[ﬁc X i’c +i"X}.lV]
m  m, | dt (5-8)

expresion en la cual se ha escrito, v = 4F / d¢ - Las EC.(5-2) y (5-
8) representan el conjunto de ecuaciones diferenciales (jde segun-
flo orden,_ claro esta!), para un total de seis coordenadas linealmente
independientes que constituyen la configuracién del sistema. En estas
condiciones el problema tiene, al menos tedricamente, solucién,
pues se cuenta con un sistema de seis ecuaciones y seis variables

par2 integrar. Las trayectorias de las particulas se encuentran a par-
tir de las relaciones vectoriales siguientes:

F(N=R.()- L F@)

m,

£, ()= l"lc(t)+—’:—i~(t) (5-9)
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Por otra parte, a partir de las EC.(4-19) y (4-21), se obtiene
para la Energia Cinética:

T{V v} = % MVZ + % pv? (5-10)

A su vez, el caso general de la Energia Potencial estara repre-
sentado por una funcién que, de acuerdo con la EC.(4-28), tendra la
forma genérica,

U({a})=Ue,(ﬁc.f‘)+Um (i:) (5-11)

En la anterior expresion el primer término se hace constante en
ausencia de campos externos; la combinacioén entre R. y F en este
término es la dada en la EC.(5-9). De otra parte, la dependencia co
la posicién en el segundo término, de acuerdo con el tercer postula-
do, es solo de la distancia entre las particulas. Ello indica que la

fuerza de interaccién podré escribirse:

) (5-12)
() = -[ﬂ]ﬁ

t
r

EJERCICIO (5-1) Escriba todos los pasos requeridos para demostrar la
EC.(5-8), utilizando la DEF.(5-1).

5.3. SISTEMA AISLADO

Un caso particular de Sistema de Dos Particulas es aquel en
que se satisfacen simultineamente las dos condiciones dp wequi-
librio» (o de sistema estacionario), EC.(4-42); para tal sistema el
CM debe desplazarse con velocidad uniforme y rectilinea; es por
tanto un sistema inercial, adecuado para la descripcion del movi-
miento. El problema por resolver puede asi entenderse como la
tesis de un Teorema General del Problema de Dos Cuerpos, que
puede establecerse de la siguiente manera:

LEMA(5-1): El Problema General de un Sistema Aislqdo de
Dos Particulas con interaccién conservativa, puede siempre
reducirse matemdticamente a uno equivalente de una parti-
cula, de masa igual a la masa reducida del sistema, ubicada
en un campo conservativo de fuerzas centrales.
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DEM.: A partir de las EC.(5-10)
y (5-11) puede obtenerse la siguien- m
te expresion para la Energia total del Vt:m
sistema: pcm
i, M cm
Ein~5uv +U(r) (5-13) Vou M
Adicionalmente, para el Momen- Figura 5-2

to Angular respecto del CM, el cual

se r_nantiene constante por la ausencia de torque externo neto, se
obtiene:

Loy =F X pv (5-14)

puede dt;mostrarse que, por cuanto ¥ y y se mantienen en el mismo
plano, éste ha de ser el mismo que contenga a Vo, y a Ve,-
Adicionalmente se encuentra para la magnitud del Momento Angular:

|Ccn]|=L=np’d (5-15)

expresion que permite llevar ¢*al valor para v* en la EC.(5-13)
para finalmente obtener,

) T 2
vio=pT4pTe
Para E_ | en estas condiciones, se obtiene:

Lo
Ein = _2_“[)'- it Ucf(p) (5_16)

CXpresion en la cual la Energia Potencial Efectiva ser ,

2

i
= +U(p)
i (5-17)

qu (p):

. Ahora bien, las EC.(5-14) a (5-17) son, excepcion hecha de un
factor reducido en la masa, las mismas expresiones obtenidas para
el caso de una particula en un campo central de fuerzas, problema ya
estudiado en el CAP.IIL y cuya solucion se abocé a partir del princi-
pio de Conservacion del Momento Angular para una Particula, ha-
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ciendo uso de las cuatro integrales primeras de movimiento, [, y E.
Este resultado nos demuestra completamente la hipotesis del Teo-
rema Propuesto. Conocida la forma explicita de U(p), es posible
encontrar las soluciones para p(¢) y ¢(¢), y a partir de éstas encon-

trar las soluciones explicitas para T, y a I, a partir de la EC.(5-5).

A
EJERCICIO (5-2) Demostrar en forma explicita la validez de las expresio-

nes, EC.(5-13) a EC.(5-17) para un Sistema Aislado de Dos Particulas con interaccion
conservativa.

EJERCICIO (5-3 Mostrar que la cantidad 4 , correspondiente a la suma
de las dos areas en la FIG.(5-2) esta dada por la cantidad:

(-]
2u m,m,

Observe que en la eventualidad de que una de las particulas tenga una masa muy

. » : I 17
pequena en comparacion con la otra, por gjemplo,m <<m,, se obtiene A= [ /2;;1] ?

valor que coincide con el ya encontrado par una particula en un campo de fuerzas
central. ;Qué, valor se obtiene para cuando las dos masas son iguales?

5.4. MOVIMIENTO PLANETARIO

En el CAP.3 se estudiaron las Leyes de Kepler del movimlf?ﬂto
planetario, bajo la suposicion de la existencia de un «Origen
Estatico de Fuerzasy», el cual, para efectos del desarrollo se-
guido, se tomo6 como Sistema Inercial de Referencia. Como ya
se establecid, bajo esta tnica suposicién estas leyes son «exac-
tas». Las cosas, sin embargo. no son como alli se dedujeron,
pues tal «Origen Inercial de Fuerza» no existe en la realldad:
no es posible entender el aparecimiento de Fuerzas con origen
diferente a la materia misma, a las particulas que la componen.
Sin embargo, como se vera en lo que sigue, las aproximaciones
que la formulaciéon estudiada contiene permiten descrlblr'el
Movimiento Planetario con bastante exactitud... en cualquier
caso, es también lo que la historia muestra... La tarea actual
consiste, simplemente, en mostrar, con los elementos dados por
la Mecanica de Newton, la validez de dichas aproximaciones.
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5.4.1. Reformulacion de la primera ley de Kepler

Visto el problema de Kepler como un Problema de dos particulas
aisladas, Sol - Planeta. claramente la EC.(5-17) describe completa-
mente el problema equivalente de una masa reducida, p, a una distan-
cia r del «origen de fuerzas», el cual realmente se halla ubicado en el
Centro de Masa del Sistema que las dos particulas conforman. Esta
aseveracion se basa en la equivalencia matematica del problema que
debe ser resuelto cuando se compara con el que se resolvié al estu-
diar el problema de fuerzas centrales; en cualquier caso, debe quedar
claro que, en realidad, ni existe la masa reducida, ni el origen del vector
F es el CM del sistema, pues lo es cualquiera de las dos particulas.

~ La «Segunda Ley de Kepler» no requiere consideracién espe-

cial mas alld de la observacién hecha en el numeral anterior, parti-

cularmente en el EJ.(5-3). Por cuanto L. («in» se refiere «interno»;

tiene el mismo significado que el «Relativo al Centro de Masa») se

conserva, ¢l movimiento es siempre plano y el area barrida por uni-

dad de tiempo, representada por 1/ _ (}/)p?¢ €S una constante.
o =(op0

Por otra parte, la trayectoria que la «Masa Reducida» describe
depende de la forma explicita de la fuerza real; mas exactamente, de
la Energia potencial de dicha «particula», la cual determina comple-
tamente la forma de la «Energia Potencial Efectiva», U_(p). Ya se ha
demostrado que solamente una fuerza real de la forma,

Up)=-— (5-18)
p

puede generar una trayectoria eliptica con foco en el «Centro de
Masa» del sistema (icondicion necesaria pero no suficiente!), no en
el Sol como Kepler lo establecié6 en forma aproximada. Como en el
caso de una particula en un campo de fuerza central, la ecuacién de
la cénica serd de la forma,

P
—=1+¢&cos(@)
p (5-19)
donde, para P y & se obtienen los siguientes valores:
LZ
p== (5-20)
Ho
2EL

e=_|1+
po?
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Para p., Yy p., » s tendran, de acuerdo con la transformacion
EC.(5-5), las siguientes soluciones:

—P—'— =1+ €ecos(®p)
Peai
(5-21)

&= 1+ecos(p+m)
Pc2

En la EC.(5-21) (b) se ha tenido en cuenta que manteniendo la
misma direccién de referencia para la medicién del angulo para cada
particula, los correspondientes valores mantienen siempre una di-
ferencia de fase de =, tal como puede apreciarse claramente en_la
FIG.(5-2). Por otra parte, se obtiene que la excentricidad es la mis-
ma para las dos cénicas, pero el correspondiente «Latus Rectum»
es, en cada caso, diferente:

2
p, =L
mo
(5-22)
2
P, =L
nm,o

Llegando a este punto, es posible reformular la «Primera Ley
de Kepler», asumiendo que también el Sol realiza su propio movi-
miento, de la siguiente forma:

Los Planetas y el Sol realizan trayectorias elipticas sincro-
nicas alrededor de su centro de masa, manteniendo dicho cen-
tro como foco comin del movimiento.

Ahora bien: para que las trayectorias sean cerradas (elipses),
es condicion necesaria también que la Energia total del Sistema, dada
por la EC.(5-16), sea negativa. La Energia Potencial Efectiva, aco-
giendo la forma explicita para la Energia Potencial real de la EC.(5-
18), puede expresarse, a partir de la EC.(5-5), en la forma,

Use @)=U,(Pc, +Pe) = (ﬁ—)uef (Per)= (%)Ucf (Pc2) (5-19)

2
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U,;(p,) y U,(p,) corresponden

a la energia potencial Efectiva de las
particulag (11)3 y (2) tal como éstas la Usfe) u""(p)
sienten respecto del Centro de Masa Megnm m
del sistema. La FIG.(5-3) represen- o
ta esquematicamente esta situacidn E=>0
para el caso particular de dos parti- P Puo Priy

culas cuya relaciéon de masas es de | = E=0

1:2. Si como también alli se mues- ;i
tra, se asume una Energia total equi- E=(3/4)Uo \ PoE

valente a (3/4) del valor minimo de _ _
Uef, el movimiento sera el represen- |  -------- \/ —~99—XJ ----- -

tado en la FIG.(5-4); dos elipses sin-

cronicas con excentricidad e=1/2. '
Claramente, para el caso del sol y Figura 5-3

uno cualquiera de los planetas, la re-
lacion entre los semiejes de las
elipses del planeta y la del sol sera
practicamente nula; por lo que el
«Movimiento del Sol» es practica-
mente imperceptible, lo cual justi-
fica la asuncion de Kepler también
aceptada por Newton en su libro
«Sistema Mundi»''}); el Sol se ha-
lla en reposo, en el foco de la
elipse que realiza el Planeta. El
valor del Latus Rectum en la

EC.(5-22) determina, en cada
caso, los restantes parametros de
las elipses, en forma similar a lo
ya estudiado en el CAP.(3).

Figura 5-4

EJERCICIO (5-4) Encontrar las relaciones entre los semiejes mayores
de las elipses que describen los distintos planetas y la correspondiente del sol
en cada caso. A partir de los datos astronomicos conocidos, establezca los
correspondientes valores de la Energia de los sistemas formados por el Sol y
cada uno de los Planetas, asi como también los valores de los puntos de retorno
(afelio y perihelio) en cada caso. Haga una tabla con los datos correspondien-
tes a las elipses de los diferente planetas y la Energia total del Sistema (de dos
particulas!) en cada caso.

lsaac NEWTON. op. cit. , 2a parte: «Sistema del Mundo».
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EJERCICIO (5-5) Para la misma relacion de masas representada en las FIG.(5-
3) y (5-4), dibuje las correspondientes elipses para cuando se tienen valores de la
excentricidad: e = 1/3, 2/3, 0,25. ;Cuanto vale, en cada caso, larelacion | E/Eo | . siendo
Eo la energia correspondiente a trayectorias circulares?

EJERCICIO (5-6) Tomando £ = 0.25, dibujar las correspondientes elipses
de los sistemas para los cuales: (a): M=m; (b): M=3m; (c): M=6m. Dibujar a escala las
funciones U  (p,) y U, (p,), similar al diagrama de la FIG.(5-3).

EJERCICIO (5-7) Tomando como Sistema Aislado el sistema Tierra-Luna,
dibujar, con base en datos astronémicos conocidos, las correspondientes elipses.

EJERCICIO (5-8) Muestre que la Energia total para un sistema de dos
particulas puede expresarse en la forma,

r dp] g
E = —|+p" [+U
25 [ i p (»)

EJERCICIO (5-9) Demuestre que si una particula es sometida a una fuerza
de la forma,

8a® [2

mp

fp)=-

realiza un movimiento circular, siendoa el radio del circulo, y p la distancia a la particu-
la desde un origen de referencia situado en un punto sobre la circunferencia. Sise
reemplaza m por , la masa reducida de un sistema compuesto por dos particulas de
masas m y M=4m, dibuje las correspondientes trayectorias de las dos particulas res-
pecto de su Centro de Masa.

5.4.2. La ley universal de gravitacién

La TZercera Ley de Kepler, la cual, como ya s¢ estableci()_ en el
CAP.3, realmente es una consecuencia logica de las dos primeras
leyes, no requiere especial reformulacion en el contexto de la teo-
ria de un Sistema de Dos Particulas. Facilmente puede derpostrarse
que la expresién para el periodo es la misma EC.(3-74), siempre y
cuando se reemplace el valor de la masa por la correspondiente Masa

Reducida del Sistema:
4m’p |
g 3
! ‘[ o }’ (5-20)
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Volviendo al resultado encontrado en el CAP.3, tal como fue
establecida esta relaciéon por Kepler, para dos planetas respecto del

Sol, se obtiene:
2 3
T, M,y ja,

Esto es, que el postulado de Kepler se cumple siempre y cuando
las respectivas constantes de fuerza, o,y o,, satisfagan la condicién,

MO, =R, 0, =EH, AQ, =&su,

expresiones en donde £, es una constante que no depende sino de la
«Capacidad Gravitatoria» del sol, esto es, de su capacidad de ac-
tuar sobre los planetas. p, y i, son las correspondientes masas
reducidas de cada uno de los planetas con el sol.

De otra parte, si se tiene en cuenta que de presente se cuenta
con un sistema de dos particulas, la expresién para el periodo en la
EC.(5-20) es igualmente valida para el periodo del Sol y el del Pla-
neta respectivo; esto es, las dos elipses que describen cada uno de
ellos son Sincrénicas. En consecuencia, bien sea que el problema
S€ vea como el Sol actuando sobre el respectivo Planeta, o como el
P}aneta actuando sobre el Sol (Tercer Postulado de Newton), debe-
ra cumplirse que:

1= % _Ssme

ag  &pmg

expresion que no es otra que la condicién que expresa que las fuerzas
de interaccién entre el Sol y el Planeta deben tener igual intensidad.
Para que la anterior relacién se cumpla, necesariamente las Constan-
tes de Fuerza, §, y E_ , deben ser proporcionales a las respectivas
masas inerciales del Sol y del Planeta respectivamente. Esto es,

Es = Gms
£, =G, (s-21)

donde G seria una Constante Universal, independiente completa-

mente de las particulas interactuantes, calculable a partir de medi-
ciones astrondmicas; su valor aceptado es,

G = 6.672 x 104" Nm?/Kg?
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La interaccion entre dos cualesquiera particulas de masas My m
respectivamente, puede escribirse en la forma ya conocida,

-~ v - -
Fom m(—)

T, —Ty

I, = Fudl’ (5-22)

expresion valida para la accion de «M sobre m». Esta expresion co-
rresponde a la Ley Universal de Gravitacién establecida por Newon.
Trivialmente puede observarse que siempre se tendra,

FmM = _FMm
expresion que corresponde al Tercer Postulado.

5.4.3. Trayectorias abiertas

Los valores negativos para la Energia no son los unices que
satisfacen la ecuacién de la cénica, EC.(5-19). Cualquier val_or E '2
0 conduce igualmente a soluciones aceptables; a trayectorias co-
nicas con excentricidad € > 1, esto es Pardbolas (¢ = 1) e
Hipérbolas (g > 1). Ya se dio esta discusién al hacer el estudio de
Fuerzas Centrales; lo que de momento interesa es discutir las tra-
yectorias individuales y sincrénicas de las dos particulas que con-
forman el Sistema.

La solucién general a las EC.(5-15) y (5-16) tiene la forma:

2
l=% 1+ 1+£EL7008(¢)
p L V' ko (5-23)

La condicién E = 0 se traduce en una cénica con Excentricidad,
e=1, cuya solucién paramétrica es:

% = PL%[I +cos(¢)]

De esta expresion, a partir de la EC.(5-5), para las dos particu-
las, sean ellas m y M, se obtienen las soluciones particulares:
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1 mo
'p—cm— = —LT[I + COS((P)]
L = Mzg[l+ cos(p + n)]
Pew L (5-24)

La FIG.(5-5) muestra la grafica simultanea de p_, p, , la cual
describe el movimiento de dos particulas tales que M = 2m. Las con-
diciones estudiadas para el caso de una particula son las mismas para
cada una de las dos que en el presente caso conforman el sistema;
asi por ejemplo, el minimo acercamiento al Centro de Masa es,
Pem(®)=P\/2 'y p_ (0)=P_/2 .

En forma similar al caso anterior, es posible considerar siste-
mas para los cuales, si bien la Energia Potencial es de la forma pre-
vista por la EC.(5-18), tienen energia total positiva. En consecuencia,
se tel'ld.ré una trayectoria hiperbdlica para ambas particulas, con ex-
centricidad €>1 (E>0). Las soluciones explicitas para cada una de
las particulas ser4 de la forma:

1 mo.
— = ——|1+¢&cos(@)
pCm L- [ ]
1 Mo
—= —2—[1 +ecos(p+m )] (5-25)
P L

Por cuanto g > 1, solamente habra un punto de retorno, de mini-
mo acercamiento; tal punto se obtiene para ¢ = 0, luego:

=)
0)= M
Pou (0) 1+¢

P (5-26)
0)=—=
Pen (0) l+¢

La FIG.(5-6) muestra el caso particular de dos particulas, M y
m, tales que M = 2m, y excentricidad & ~ 1.15. A partir de este valor,

es ]?osible determinar el angulo que forman las asintotas de las
hipérbolas;

P(Py) =00 = cos(@,)= —% (5-27)
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Para el caso particular de la

FIG.(5-6), se tiene @, = 150°. Este

valor, como se observa en la co- = m
rrespondiente figura, equivale a de- P

cir que las respectivas hipérbolas /

son Externas a sus asintotas; éste CM

ciales atractivos. La separacion en-
tre la hipérbola y las asintotas para
cuando p — o0 €s un parametro de M=2m
importancia en cuanto que, multi-
plicado por la cantidad de movi-
miento, mide el momento angular
de cada una de las particulas; se tra- Figura 5-5
ta del Pardmetro de Impacto,

sera siempre el caso para poten- \‘ t

parametro sobre el cual volvere-

mos en la préxima seccién. s
5.5. DISPERSION ;
DE PARTICULAS Me=2m

§.5.1 Colisiones

La solucion a las EC.(5-15) y
(5-16) es también una conica para
cuando la energia potencial es de
la forma:

Figura 5-6

Up)= (5-28)

o™

>0

en donde BB se asume como una constante positiva. La soluci6én en

este caso, sera:
2
l:ETB[_H ’14———2EI; cos«p)}

expresién que solamente es aceptable si se cumple que:
E>0 = g >1

Es decir, solamente seran posibles trayectorias elipticas, para
las cuales, adicionalmente, se¢ tendra siempre que el angulo de las
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asintotas es siempre menor que /2, o lo que es lo mismo. las tra-
yectorias son internas a las correspondientes asintotas:

]
P(Py) =0 = cos(@,) =+ (5-30)

La excentricidad, €. estara determinada por la Energia Total y el
Momento Angular del sistema. A su vez. el maximo acercamiento
de las particulas al Centro de Masa, segiin se refiera a las particulas
M o m, estara dado por

pMm(O) = pmM / (E'l)

Por otra parte, si bien el caso £ = 0 no es fisicamente aceptable,
si lo es aquel para el cual L = 0, el cual corresponde a un Choque
Frontal entre las dos particulas. Las trayectorias correspondientes son
rectas, y la colision tiene lugar en el Centro de Masa del sistema.

La FIG.(5-7) mues-

tra el caso particular de 3:-11}2
una Interaccion Repul- B .
siva entre dos particulas M=2m

my M, tales que M = 2m,
¥y la excentricidad es, ¢ =
1.15; en este caso se ge-
neran unas asintotas cuya
apertura es, ¢, = 30° .

(d’of-‘”

Lg importancia de
este tipo de problemas

radica en que son la base
para ¢l estudio de lo que Figura 5-7

sc? conoce como la 7eo-

ria de la:s Colisiones, de gran importancia desde cuando resultados
de experimentos que involucraron esta clase de interacciones entre
particulas sirvieron para proponer la Ley de Coulomb como la base
de mogielos atomicos, tal el caso 'particular del Atomo de
R’u,therj ord? propuesto en 1911. Estos experimentos han sido tam-
bién de importancia en el estudio de la estructura molecular, asi como

° E. RUTHERFORD: « The scattering of o - and P -particles and the structure of the
atom», Phil. Mag. 21,669 (1911)
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también en el estudio de superficies y sus propiedades, tema de in-
negable importancia en la fisica contemporénea.

En el caso general, los experimentos de colisiones en el labora-
torio se realizan de tal forma que una de las particulas, E/ Blanco, se
halla en reposo, y contra ella se lanza la particula Proyectil, con una
energia conocida. La FIG.(5-8) (a) muestra 1o que seria la colisién
entre dos particulas en el Sistema de Referencia de Laboratorio. A
su vez, la FIG.(5-8) (b) reproduce el mismo experimento, tal como
se veria desde el sistema del Centro de Masa, para el cual son vali-
das las relaciones que anteriormente se han deducido. Como puede
verse, la Colisién en el Laboratorio estd caracterizada por dos an-
gulos, que se han identificado como ©, y ©,, los cuales mideq la
desviaciéon de las direcciones de las particulas tras la interaccion
respecto de la direccién original del Proyectil. Por otra parte, en el
sistema de Centro de Masa, la colisidon esta caracterizada por un
solo angulo, @, , que no es otro que el correspondiente a la apertura
de las asintotas.

Para el caso de un Sistema Cerrado y en el caso de tratarse de
Colisiones Elasticas, vale decir, cuando existe conservacién de la
Energia Total, como es el caso de las interacciones que hemos veni-
do tratando, no es dificil demostrar que una condicién necesaria y
suficiente para que se conserven [,, £y p. es que en el Centro de
Masa se satisfagan las siguientes condiciones:

4

R . I\_I:c|=| ﬁml .

Figura 5-8
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(a) Las distancias de M y m respecto de la direccién de movimiento,
antes y después de la colisidn, se conserve.

(b) ‘La velocidad de las particulas antes y después de la colisioén se
conserve; esto es: "VC,"=|||'1C," y ¢|vC2|‘=||ﬁC2;,, representando,
en ambos casos, § la velocidad antes de la colision y i después.

(¢) Las direcciones de las velocidades antes y después de la coli-
sién deben ser antiparalelas.

Dadas estas condiciones, es posible calcular geométricamente
las relaciones entre los angulos de dispersién en el Laboratorio y
en el Centro de Masa mediante los diagramas de Cantidad de Mo-
vimiento representados en la FIG.(5-9)B). Basicamente constan de
una circunferencia cuyo radio es numéricamente igual a pv,, sien-
do u la masa reducida del sistema y v, la velocidad original del
Proyectil. Como se deduce de la EC.(5-5), este valor no es otro
que la Cantidad de Movimiento del proyectil en el Centro de Masa
(cuyo valor, de acuerdo con la condicién en (b), no cambia durante
la colisién. Ahora bien, de acuerdo con la relacién de masas entre
el Proyectil (m) y el Blanco (M), se tendran dos casos tipicos, los
Cuales estin representados por las FIG.(5-9) (a), para cuando m<M
Y por consiguiente 2pv, > mv, , y (b), para el caso m>M, para el
cual 2puv, < mvy, . A lo largo de la direccién de incidencia, termi-
nand.o en el borde de 1a circunferencia, se representa la cantidad de
movimiento inicial del Proyectil, p . (que es la del sistema total);
a Pa.r'tlr del origen de este vector, se traza, con el angulo de dis-
persion del laboratorio, ®, , el vector de cantidad de movimiento
del Proyectil después de la colisién P, , el cual deberd terminar
también sobre la circunferencia, de donde debe partir el vectorp me Que
representa la cantidad de movimiento del Blanco después de la
Interaccidn, y que necesariamente debera terminar en el mismo
punto sobre la circunferencia que p « (para que se cumpla la Con-
servaciéon de p total del sistema) determinando asi el angulo de
dispersién @, . El 4angulo de dispersién en el Centro de Masa que-
da determinado por el didmetro de la circunferencia que va al pun-

to cominde p . y P, Por simple deduccién geométrica se
encuentra:

L. LANDAU y E LIFCHITZ: «Mécanique», Physique Théorique T.I, Ed. MIR, Mosc.
1966, pp. 64-68.
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Figura 5-9

1
0, = E(n -9,)
(5-31)
M sen(o,)
m+ M cos(¢,)

tg(®,)=

En conclusién, si la masa del Blanco es mayor que la del Pro-
yectil, tal fue, a manera de ejemplo, el caso original de Rutherf:ord
quien empleé como proyectiles particulas o y como blancos ato-
mos de oro, el dngulo de dispersién del Proyectil, ®, , lo mismo
que ©. pueden tomar cualquier valor entre 0 y 2. Este no seria el
caso, sin embargo, para cuando la masa del Proyectil es mayor que
la del Blanco; como se puede apreciar en la FIG.(5-9) (b), existe en
este caso un angulo de dispersi6on méximo, dado por:

sen(®, . )= M (< 1) (5-32)
m

EJERCICIO (5-10) Compruebe, a partir de la EC.(5-5), la validez de las ase-
veraciones hechas en (a), (b), y (¢) (pg.23).

EJERCICIO (5-11) Realizar en forma detallada las demostraciones condu-
centesalas EC.(5-31)y (5-32).
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EJERCICIO (5-12) Asuma un choque frontal entre dos vehiculos, pero nin-
guno de los dos en reposo: asumiendo un choque completamente elastico, calcule las
expresiones correspondientes a las velocidades finales de los vehiculos ( sus rapideces)
después de la colision. Estudie igualmente el caso para cuando los vehiculos viajan en
la misma direccion o en direccion contraria. tanto para cuando la masa del proyectil es
mayor como para cuando es menor que la del blanco.

5.5.2. Formula de Rutherford

En experimentos de colisiones en los que intervienen particulas
subatomicas, atomos moléculas, no es posible el estudio de una sim-
ple colision entre el Proyectil y el Blanco, sino en general se estu-
dia la distribucion de particulas proyectil tras un numero
indeterminado de interacciones. Del provectil se conoce, en el caso
general, su energia, direccién y rango de valores posibles de mo-
mento angular respecto del punto en que se encuentra el blanco,
que asumimos esta en reposo. No es el momento de entrar en deta-
lles técnicos acerca de los métodos «6pticos» mediante los cuales
es posible obtener un haz monoenergético, colimado, de tamarno
(seccion recta) caracteristica e intensidad conocida; simplemen-
te, asumimos que ello es posible, por lo que es posible conocer el
numero de particulas que por unidad de tiempo interactian con el
Blanco. Palabras mas, palabras menos. es la situacion experimental
lograda por Rutherford; el praceso de colision se representa en for-
ma aproximada en la FIG.(5-10).

_ Suponiendo para mayor simplicidad, un bhlanco de masa infi-
nita (inmévil), sea » la distancia de uno de los proyectiles a la li-
nea que, paralelamente a la velocidad (direccion del Haz de
Particulas), pasa por el centro dispersor (Blanco). Obsérvese que

para el sistema formado por esta particula y el Blanco, la magnitud
del momento angular es:

L= myvyr
aslt mismo, para la energia total se tiene:

-
)

E= s

El tratamiento seguido en esta seccion cs practicamente ¢l mismo seguido por infinidad de
autores que tratan el mismo tema. Ver, por cjemplo: H GOLDSTEIN: «Mecdanica Cldsi-
can. Aguijar, 1963, pp 100-110: L LANDAU v E. LIFCHITZ, «Mecanique», MIR,
Mosctt, 1966, pp 75-76.
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siendo v, la velocidad de las particulas en el haz. Asumiendo un
haz cilindrico, ello quiere decir que, en el caso general, las diferen-
tes particulas, dependiendo de su posicién en el haz, tendran dife-
rente Momento Angular, y r sera la medida de su valor (si asumimos,
naturalmente, que todas las particulas del haz son idénticas). A par-
tir de las anteriores relaciones puede obtenerse para r:

-
WE (5-33)

Figura5-10

Ahora bien: si el potencial dispersor es un potencial de Coulomb,
la excentricidad de las correspondientes hipérbolas de las particulas
dispersadas depender del valor », cominmente llamado Pardametro
de Impacto. Ello quiere decir, que al otro lado del Blanco se tendra
una Distribucion Angular de particulas. Es esta distribucion angu-
lar la que se mide en el laboratorio. Por cuanto para cada particula el
movimiento se realiza en un plano, el experimento no requiere me-
dir en todo el volumen (o distribucién angular en términos de angu-
lo s6lido), sino en un mismo plano, conocido como Plano de
Colision, que en la FIG.(5-10) podria ser el plano de la hoja. En este
plano, el angulo de dispersion, ®(r), serd exclusivamente una fun-
cion del parametro de impacto; en términos del angulo entre las
asintotas, 2¢ (), puede escribirse:
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O(R) == — 2¢,(R)

Combinando esta expresion con las EC.(5-30) y (5-33), se

obtiene:
R= £ ctg s
2E 2

A partir de esta expresion podemos ahora calcular la variacién
en el 4dngulo de dispersién, d®, producida por una variacién en el
‘Parametro de Impacto, dr; se obtiené:

dr= _[_'_3_] _9° __
AE senz(®) (5-34)
2
El signo menos en la anterior expresion indica, como era de es-

perar, que si » aumenta en una cantidad dr, el angulo de dispersion,
©, disminuye en una cantidad d®. Observando la FIG.(5-10), ten-
dremos que todas las particulas que por unidad de tiempo pasan por
la seccién del haz con parametro de impacto comprendido entre 7 Yy
r+dr, seran dispersadas en un diferencial de angulo sélido, dQ, cuya
abertura estard comprendida entre el angulo ©® y ®+d@®. Visto de
otra forma, puede decirse que las particulas que en un determinado
tiempo atraviesan el elemento de seccion recta del haz, de area 2nrdr,
atravesaran posteriormente el irea de la esfera hipotética mostrada
en la FIG.(5-10), que llamaremos dg’. Esta cantidad tiene la infor-
macién pertinente sobre la Energia de Interaccién entre las particu-
las, en este caso, sobre el Potencial Dispersor de-Coulomb. En el
caso general, la cantidad,

9% _ o(€2)

dQ

se denomina Seccidn Eficaz de Dispersion.

SiJes .la densidad de particulas en el haz (particulas que atravie-
san por unidad de édrea la seccién recta), el niimero total de particu-
las que atraviesa la secci6n diferencial sera,

dn = 2nrJdr

A su vez, todas estas particulas atraviesan dg *, luego, haciendo
uso de la definiciéon de Secciéon Eficaz, se tendra también:
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dn =o(Q)JdQ

y por cuanto para el angulo s6lido se tiene la relacién
geométrica,

dQ = 2nsen(®)d®

dr

r
0‘(@)— %

sen(®)

se obtiene: [

|

Finalmente, utilizando el resultado en la EC.(5-34) se encuentra
para la Seccion Eficaz Diferencial (para un potencial de Coulomb):

o)t
4E 4(9) (5-35)
2

Esta expresion, vilida para un potencial dispersor de Coulomb,
se conoce como Formula de Rutherford. Fue el hallazgo de este
resultado el que lo condujo a establecer un Modelo Nuclear para el
atomo, pues sus resultados mostraron que la densidad de particulas
encontradas al mismo lado del que se encontraba la fuente de las
particulas o o B (sus Proyecti-
les), era minima, y
por consiguiente todas las parti- Y
culas atravesaban las laminas de \
oro (Blanco) contra los que pre-
tendia hacerlas «chocar». En con-
secuencia, los dtomos eran «hue-
COs», «transparentes»; su masa
estaba concentrada en una regioén
muy pequeiia, del orden de 10"
m, mientras que el tamafio de un
atomo, determinado por diferen-
tes procedimientos ya por ese en-
tonces conocidos, era del orden
de 10'° m. Adicionalmente, la
interaccion, para el caso de par-

..... - p+-N2 (EXR)
p+-N2 (TEOR.)
RUTHERFORD

P

.

o

LOG. SECCION EFICAZ (NO CAL.)

0c0)

10 20 3 40 50

thlllaS o » €ra rePUI81va’ luego FUENTE: J. CARO: *Tesis Ms.", Univ. Nacional, Bogoth, 1974.

ello indicaba que también la car-
ga positiva del atomo estaba con- Figura5-11
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centrada en esa pequeila region, que denominé Niucleo. Experimen-
tos posteriores con diferentes atomos comprobaron firmemente la
teoria de Rutherford; particularmente H. GEIGER, quien desde 1909
estudiaba el problema de la difusiéon de particulas o, conjuntamente
con E. MARSDEN en 19136! | publicaron una serie de medidas con

laminas de Plata y Oro que comprobaron plenamente la teoria
propuesta.

Ciertamente los procesos reales no son tan sencillos como los
que supone la teoria de Rutherford. La Seccion Eficaz depende fuer-
temente del tipo de Blanco y de su energia; no siempre es posible
desconocer la interaccién del Proyectil con los electrones del éto-
mo o molécula; a altas energias de aquel, las fuerzas repulsivas en el
nucleo no son necesariamente de tipo coulombiano, etc. Lo que si
es posible afirmar es, como ya anteriormente se habia comentado,
que un experimento de colisiones, mas exactamente, las medidas de
la Seccién Eficaz, suministran informacién valiosa acerca del tipo
de interaccién existente entre los Proyectiles y el Blanco. Lo que
generalmente se hace es un proceso Semiempirico, el cual consiste
€n proponer modelos teéricos para el Potencial Dispersor, calcular
teoricamente su correspondiente Seccion Eficaz, en la forma en
que aqui se ha hecho para el Potencial «Clasico» de Coulomb, pero
utilizando las modificaciones «cuénticas» necesarias (jpor lo gene-
ral las referentes al Momento Angular!), y comprobar este resulta-
do con los datos experimentales.

 La FIG.(5-11) muestra, conjuntamente con una grafica de la fun-
cién en la EC.(5-35), los resultados teéricos y experimentales de
un experimento de Dispersién de Protones (Proyectiles) por Nitré-
geno Molecular (Blanco) (Sistema p~ — N,)1¢! . Para los célculos
teoricos se utilizé como potencial de partida un Potencial de Lenard-
Jones, similar a) estudiado en el EJ.(3-27), pero ligeramente modi-
ficado en sy alcance para ajustar mejor los resultados experimentales,

H. GEIGER: «The Scattering of o -particles by matter, Proc. Roy. Soc. (London) 83A,

492 (1910); H. GEIGER, E. MARSDEN: «On the diffuse reflection of the a -particles»,

Proc. Roy. Soc. (London) 824, 495 (1909); H. GEIGER, E. MARSDEN: «7he laws of
def.lecnon of a- particles trough large angles», Phil. Mag., 25, 604 (1913). Citados por
Irving KAPLAN, «Fisica Nuclear, Aguilar, Madrid, 1961, pp 53-59.

Jairo CARO G: «Dispersién eldstica de protones por argon y nitrogeno molecular, para
una energia de 6 eV», Tesis de Magister, Depto. Fisica, Univ. Nacional , Bogot4, 1974, p
75. La curva experimental es tomada de: L. D. DOVERSPIKE y R. L. CHAMPION, Proc.
Int. Conf. Of Electr. & Atomic Coll., Amsterdam, 1971, p 267.

SISTEMAS CON SEIS GRADOS DE LIBERTAD (1) PROBLEMAS DE DOS CUERPOS 195

adicionando ademas un término atractivo debido a la polarizacion,
proporcional a p, el cual tiene mayor o menor importancia. depen-
diendo de la energia del proyectil. Entrar en detalles, sin embargo,
se sale del marco del presente curso.

EJERCICIO (5-13) Demostrar que la Seccion Eficaz de Dispersion de parti-
culas de una esfera rigida de radioa en el sistema del CM es nta®. Calcular los valores
correspondientes en el sistema de laboratorio'”.

EJERCICIO (5-14) El formalismo seguido para llegar a la Férmula de
Rutherford ha hecho caso omiso del movimiento del Blanco. Es decir, se ha tratado
como el problema de una particula en un campo central. Asuma que, en realidad, se
trata de un problema de dos particulas y realice las correcciones necesarias a las
expresiones correspondientes. Utilizando las ecuaciones de transformacién para las
velocidades, EC.(5-5), encuentre las expresiones para las secciones eficaces de las
dos particulas; esto es, en términos de los dos angulos de dispersién en el laborato-
10,6 (®)) y 6(0®,) . En general, la suma de estos dos términos es laSeccién Eficaz
Total en el sistema de Laboratorio, en particular cuando las dos masas son iguales o
comparables!® .

Ver: 1. LANDAU y E. LIFTCHITZ, op. cit. Pp 69-71.
ibid. Pp 75-78




CariTuLo VI

SISTEMAS CON SEIS GRADOS DE LIBERTAD
(2). EL CUERPO RIiGIDO

6.1. DEFINICION GENERAL Y GRADOS DE LIBERTAD

Contrariamente al problema tratado en el capitulo precedente,
el CUERPO RIGIDO es un sistema formado por un nimero de
particulas, en general indeterminado pero inalterable; todas ellas li-
gadas entre si de tal manera que su movimiento no es completamen-
te «Libre». Este se realiza de tal manera que la distancia relativa
entre las particulas que componen el Sistema, asi como también sus
orientaciones relativas, se mantiene constante. Este Sistema puede,
entonces, definirse de la siguiente manera:

DEF.(6-1): CUERPO RIGIDO O TROMPO es un Sistema de
Particulas cuyas coordenadas se relacionen entre si por
ecuaciones geométricas de la forma,

IE £ = cp = Cre.V (6-1)

Las EC.(6-1) forman un conjunto de Ecuaciones de Ligadura que,
como ya anteriormente se ha mencionado, restringen el movimien-
to de las particulas, consecuencia de lo cual es una drastica dismi-
nucion del nimero de grados de libertad del sistema. Dicho en otras
palabras, no es necesario realizar las integrales para todas las parti-
culas que componen el sistema, sino solamente para algunas de ellas
que, en principio, pueden escogerse libremente:.

Antes de entrar a estudiar cuantas y cuéles serian las «particu-
las» escogidas cuyas coordenadas habria que integrar, conviene ob-
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servar una consecuencia inmediata que se deriva de las EC.(6-1),
relativa a la Energia Potencial Interna del Sistema, lo que puede es-
tablecerse mediante el siguiente Corolario:

COROLARIO: La energia Potencial Interna de un Cuerpo
Rigido, es una constante.

DEM.: La demostracioén es inmediata a partir de la definicién
de Energia Potencial de un Sistema de Particulas dada en la EC.(4-
25); en consecuencia, de conformidad con (6-1) se obtiene:

N
Ui {i:l 1Ty, Ty } = ZU{ij} = Cte (6-2)

k<j

_ Abora bien: por cuanto el origen (el «cero») de energia poten-
cial lo pod_emos escoger arbitrariamente, la constante en la EC.(6-
2) puede siempre tomarse como igual a cero. A

LEMA(6-1): El numero méximo de Grados de Libertad (nu-
mero de coordenadas linealmente independientes) de un Cuer-
po Regido es de seis (6); si tres de ellas describen el
movimiento del C.M., las tres restantes describen completa-
mente el movimiento del Sistema respecto del C.M.

DEM.: Se ha demostrado que el C.M. es un punto caracteristico
de todo Sistema de Particulas. Por otra parte, a partir de la EC.(6-1)

puede verse que también las distancias de las particulas al C.M. per-
manecen constantes, esto es,

"i:ik" =Cte,V , = [Fei|| = Cre. v, (6-4)

@hora bien, la determinacién del namero de grados de libertad
podria hacerse contando el niimero de EC.(6-1) para luego restarlo
del total de 31\:1 maximo posible. Si en total hay » Ecuaciones de
Ligadura, el nimero total de grados de libertad estara dado por:

n=3N-r (6-5)

Sin embargo, la determinacién del valor de » puede hacerse de
una forma mas intuitiva, si reconocemos que la posicién de un cuer-
po rigido en el espacio queda completamente determinada si se co-
noce la posiciéon de tres de sus particulas, vale decir, de tres puntos
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que lo caracterizan, bajo la unica condicién de que no sean colineales.
Observando la FIG.(6-1), supongase que m,, m, y m, son tales parti-
culas, ¥,, I, y T, sus correspondientes vectores de posiciéon. O
representa el sistema inercial de referencia, respecto del cual una
particula puede moverse libremente en el espacio. Si m, es dicha
particula, describir su movimiento requiere, de acuerdo con lo estu-
diado en el CAP.II, tres coordenadas, (x, , y, , z,). Por otra parte, dada
la ubicacion de la particula m, , otra cualquiera, por ejemplo m , no
puede encontrarse en cualquier punto del espacio; su posicién esta
restringida a una superficie esférica centrada en m, de radio ¢; , de

acuerdo con la relacion,
2 2 2 -
ey = X2+ ¥+l (6-6)

Como se observa en la FIG.(6-1), la posicion de la particula m,
respecto de m, estd definida por solamente dos parametros, que €n
coordenadas esféricas relativas serian, por ejemplo, (@, 9;,-)-

Finalmente, dada simultdneamente la posicién de las partic;ulaS
m, y m,, la posicién de la tercera particula, m,, estara restringida a
una circunferencia, la cual, como se aprecia en la FIG.(6-1), define
la base de un cono de abertura,

T.oF
y =cos™!| 21X 6-7
CiiCi
El radio del cono sera,
- 21 2
Ty oIy
R = 1 - cik (6'8)
CiCix
La arista de este cono es ¢, y su altura es,
T, of,
p=-d (6-8")
CiiCix

Observando la FIG.(6-1), se encuentra que la p(_)siciém de la par-
ticula m, respecto de m, y de m, puede hacerse mediante la introduc-
ci6én de una sola coordenada adicional, por ejemplo del éngulo 8.
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Figura 6-1

En resumen, se tendran en total seis coordenadas independien-
tes para la descripcion completa de las tres particulas no colineales
del Cuerpo Rigido, y por consiguiente para la descripcidn total del
movimiento del sistema; la correspondiente Configuracion seria:

{xi‘yi’zi‘gijitpij’sik} (6-9)

Adicionalmente; si en lugar de m, ¢l punto inicialmente escogi-
do hubiese sido el C.M. del sistema, la configuracion seria:

{xc,yc,zc,SCj,fpcj.SCk} (6-9")

o la cual contiene las tres coordenadas del C.M. y tres que descri-
birian, entonces, el movimiento del Cuerpo Rigido respecto de di-
cho punto. Estas coordenadas, eventualmente, serian coordenadas
angulares respecto de un origen centrado en el C.M. A
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6.2. TRANSFORMACIONES ORTOGONALES

El Cuerpo Rigido, en cuanto Sistema de Muchas Particulas,
obedece las leyes generales encontradas en el CAP.IV; en particular,
el C.M. obedece las EC.(4-12), las cuales pueden solucionarse si-
guiendo procedimientos similares a los establecidos para la dina-
mica de una particula. El interés se centra ahora, por tanto, en
encontrar métodos de solucién que permitan describir el movimiento
del sistema respecto de su C.M.. Como se demostré en el LEMA(6-
1), esto puede realizarse integrando tres coordenadas angulares in-
dependientes medidas respecto de un sistema de referencia fijo al
cuerpo en su C.M.. Ahora bien; respecto de este sistema (que por
comodidad lo tomamos ortogonal), la posicion de las particulas per-
manece invariante debido a las ecuaciones de ligadura, lo cual per-
mite estudiar la «posicion» del Cuerpo Rigido estudiando solamente
la orientacion de este sistema respecto de un sistema inercial de
referencia. Esto equivale a decir que independizamos la descripcién
del movimiento del Sistema del de las particulas que lo componen.

Un vector @G arbitrario ex- A
presado simultianeamente en (4 VA
dos sistemas de referencia
ortogonales, uno rotado respec-
to del otro tal como se aprecia
en la FIG.(6-2), tiene la forma
general,

L 3 5
GzzujGj=ZujGj (6-10)

A su vez, la distintas com-
ponentes en uno y otro sistema
seran:

.ﬁszk

(6-11)

o | I 7]

eu, = Gk
o, lo que es equivalente:

Geos(Ge i, )=G,

Geos(Ge i, )=G, ot
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En particular, si el vector corresponde a una de las direcciones
ortogonales del sistema de ejes, los cosenos de los angulos asi defi-
nidos se denominan los Cosenos Directores, algunos de los cuales
se muestran explicitamente en la FIG.(6-2). Adicionalmente, a partir
de las EC.(6-10) y EC.(6-11) se obtiene para la nueva Base Vectorial
en el sistema O':

-n=>‘
I
M-

i, cos(a, )

L
1]

=
I
M-

u, cos(B,)
(6-12)

P .
Wi

I

&, =4, cos(y,)

b
n

_ ].‘OS Cosenos Directores, en consecuencia, estaran dados por las
siguientes relaciones, que se derivan inmediatamente de las ante-
riores, aceptando el cardcter Ortogonal de la transformacion:

cos(a,)=a, =10, ol
cos(B,) = ay = i+ (6-13)
cos(y;)=ay =1, o 0,

cid En estas expresiones por comodidad se ha introducido la nota-
'0n @; en lugar de los cosenos. En esta forma, las componentes de

u F i 2 :
Il VECtor en uno y otro sistema se relacionan mediante expresiones
de la forma,

3
S ZakﬁGi k=1.2.3
" i=1 (6—14)
- ¢ otra parte, de las condiciones de ortogonalidad y normalidad
€ las respectivas «Bases Vectorialesy., {iik y {U, ., encontramos

las seis siguientes relaciones entre los parametros a, (o entre los
cosenos directores que representan): J

3 = 3 3
Zcos‘(ai)——-Zt.:os:(ﬁj): Zcosz(yj)= 1
i=1 i=1 i=1

3 3 3
ZCOS((IJ- )COS(Bj)= z COS(BJ. )Cos('yj )= Zcos(yj)cos(aj): 0 (6-15)
1=l

=1 j=1
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Estas expresiones pueden resumirse en la expresion equivalen-
te, denominada condicion de Ortonormalidad, de las respectivas
Bases Vectoriales:

3
2”*1“!' =bk'?vk‘l=l.2_3 (6-16)
i=1

3,, es la conocida Delta de Kronecker, definida en el CAP.1L.

En forma matricial. las EC.(6-14) pueden escribirse:

G, ‘a,, a, ay) (G,
Gs | =|ay G asy | e, (6-17)

G, a; d; QAs G,
o también. en forma simplificada,

G'=A-G (6:179

La matriz &, la cual contiene los cosenos directores de la trans-
formacion entre uno y otro sistema, se denomina Matriz de Trans-
formacion Ortogonal. En este caso, de los nueve elementos,
solamente es necesario encontrar tres (jsolamente tres de ellos son
Linealmente Independientes!), pues los restantes pueden encontrar-
se a partir de las seis ecuaciones EC.(6-16). Este resultado con-
cuerda con lo establecido en el LEMA(6-1).

EJERCICIO (6-1): Demostrar explicitamente la EC. (6-14) mues-
tre que la transformacioén inversa,

3 /
G -2n, G

cumple con la condicion bk] = (@,i5por consiguiente,

AB=1 (6-18)

EJERCICIO (6-2): Dos sistemas de coordenadas se hallan rotados de tal
forma que sus ejes z y z' coinciden. ;Cuil es la matriz de transformacion entre los dos
< ‘ - - . ~ w8 - — ~ =\/'?

sistemas? ;Cuales seran las matrices de transformacion cuando x=x"0 cuando y=y"

EJERCICIO (6-3): Utilizando el resultado del EJ. (6-2), llamo A& a la matriz
cuando z=z',B cuando x=x'yC cuando y=y'": si los dngulos de giro son siempre de 90°,
encuentro la matriz de rotacion total D cuando realiza las tres rotaciones en el siguien-
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te orden: (a)D =A.B.C: (b)D,= A.C.B; (¢) D = B.A.C ilustre sus resultados rotando
un paralelipipedo rectangulo y explique sus resultados.

—
EJERCICIO (6-4): Un vector ¢y y un vector L estan relacionados por la
ecuacion matricial,

L=1.®
Si el vector ® cumple con la EC. (6-17) de transformacion, demuestre que L tam-

bién cumple con dicha relacion para cuando la matrizl se transforma de acuerdo a la
relacion.

I=A.1. A" otambién. I =& .I" . & (6-19)

6.3. ANGULOS DE EULER

Las EC. (6-9) o (6-9") obligan a poner especial cuidado en la
escogencia de las tres coordenadas angulares independientes que
caracterizan el movimiento del cuerpo respecto del C.M., o de cual-
quier otro punto caracteristico del Sistema.

De entre los diferentes métodos desarrollados para la escogencia
de parametros independientes apropiados. el de los denominados An-
gulos de Euler parece ser el que ha logrado mayor aceptacion se trata,
no de escoger coordenadas de alguna particula o particulas del trompo,
SIno de caracterizar en cada momento en la orientaciéon de un sistema
de €ies fijo al cuerpo respecto de otro inercial, fijo en el espacio. Ya se
ha visto que la orientacién de uno de ellos respecto del otro puede
hacerse mediante tres cosenos directores linealmente independientes
que caracterizan la rotacion total; segin Euler, esto es posible también
mediante la realizacion de tres rotaciones sucesivas alrededor de ejes
fijos al cuerpo; cada una de estas rotaciones esta caracterizada por un
unico angulo, tal como se aprecia en la FIG. (6-3), la cual aclara el sen-
tido de los denominados Angulos de Euler, cominmente conocidos, en
su orden, como (9,19, ); Si R representa en cada caso la Matriz de Rota-
cion, los Angulos de Euler estan definidos de la siguiente manera:

R(g): Rotac!i)n de un angulo ¢ alrededor del eje z (eje 3) del siste-
ma ﬁ;o_ a_I cuerpo: los ejes fijos al cuerpo, respecto de su es-
tado tnlpla], estaran rotados en el plano (x, y), definiendo un
nuevo sistema de ejes en este plano, (£, ). El eje € (nuevo eje
x), se denomina “Linea de Nodos™. En resumen,
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Figura 6-3

R(p)
¥, 2) > M £=2z)

R(»): Rotacién de un dngulo « alrededor de la Linea de Nodos, incli-
nando el eje Z hasta lograr el nuevo eje &'. Como en el caso
anterior, se tendra:

R(«»)
&, m: &) > =8 n.8&)

R(y) Nuevamente una rotacién de valor y en el plano de los ejes
(1,2), ahora denominados (£, 1) ), alrededor del eje 3 (= £)

Se obtiene en este caso:

R(y) ,
€ =6 &) o BT B0
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La matriz &(o, 13, ¥) de la transformacién total esta definida por,

A& (¢, 9, V)
X.Y,Z) > (X', Y',Z")

Expresion donde se tendra,
A=R (y) -R (v) - R (9) (6-20)

No es dificil, a partir de los resultados en los EJ. (6-2) y (6-3)
mostrar que la forma explicita de las matrices sera,

[ cosQ seng 0
R(p) = —sene cosQ 0 (a)
0 0 1
[ 1 0 0 )
R(v) = 0 cosW seny (b)
i 0 —seny cony
- (6-21)
i cosy senys 0 T
Ryv) = | —seny cosy 0 ©)
0 0 1
L ]
Por tanto, para cualquier vector se cumplira,
pd ’ ’ ’ ’ -
G'(x’,y",2)=R(y) . R(v). R(¢). G (%, ¥, 2,) (6-22)

A su vez, por calculo directo a partir de la EC. (6-22) puede
demostrarse que la forma explicita de la Matriz & es:

COSYCOSP —SENYCOSOSEN®  SenyCosOCOS@+ COSYSENO senysené
—SENYCOSY —COSYCOSOSENY  COSYCOSOCOSE —Senysene cosysenoe
senoseng Senocose cosP
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6.4. ROTACIONES INFINITESIMALES
Y VELOCIDAD ANGULAR

6.4.1. Caso general de una rotacion infinitesimal

Una rotacién en el espacio puede expresarse como compuesta
por tres rotaciones elementales linealmente independientes; es jus-
tamente lo que se ha demostrado en el anterior numeral. Sin embar-
go, desde otro punto de vista, una rotaciéon puede también
caracterizarse por una direccion en el espacio. la del Eje de Giro, y
una magnitud escalar, la de el Angulo girado. Esta propiedad sugiere
la posibilidad de establecer una correspondencia entre las rotacio-
nes y los vectores geométricos en el espacio; sin embargo, esto no
es posible debido a la no conmutatividad de las Rotaciones, contra-
riamente a las propiedades de los vectores geométricos; dos rota-
ciones sucesivas para producir una rotacién final (la cual se obtiene
por el producto de las correspondientes Matrices de Rotacion), equi-
valdria a una adicién vectorial; pero, como ya se ha visto, la primera
operacion no es conmutativa. la segunda si. Por otra parte, la Ve_lg-
cidad Angular corresponde, en el caso general, a una Rotacion
Infinitesimal; la pregunta es si para este tipo de Rotaciones
Infinitesimales es licito o no asignar (como se hizo, por ejemplo, al
momento de estudiar la cinematica del Movimiento Circular) a esta
cantidad un caracter vectorial. Esta es la pregunta que se trata de
responder en lo que sigue; para ello es preciso demostrar, primera-
mente, el siguiente lema:

LEMA(6-2) Una Matriz de Rotacion infinitesimal puede siem-
pre expresarse en la forma, 8A=1 + SE, Siendo 1 La Matriz
Identidad y S8E una matriz que contiene hasta tres elementos
diferenciales linealmente independientes.

DEM.: Si dos sistemas ortogonales de coordenada§ se encuen-
tran uno respecto del otro rotados una magnitud inﬁpntesnma!, las
componentes de un vector cualquiera en uno y otro sistema diferi-
ran solamente en una cantidad “vectorial” infinitesimal. Sea un vector

arbitrario respecto de un sistema de coordenadas y sea G’ el mismo
vector, pero en el sistema de coordenadas rotado respecto del pri-
mero un angulo infinitesimal. Para las componentes del vector pue-

de escribirse: 3
G -G E G.
=1 k )

(6-24)
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en donde los g, ‘seran, de acuerdo con lo dicho. cantidades
infinitesimales, elementos de una Matriz E: Matricialmente puede
escribirse

G =G +86EeG o G =(1 +8E) «G (6-25)

La matriz de transformacién infinitesimal entre los dos siste-
mas de coordenadas puede escribirse en la forma,

SA& =1 +8E (6-26)

La Matriz 8E, en principio una matriz (3x3), contiene, como toda
matriz de transformacién ortogonal, hasta tres giros infinitesimales
linealmente independientes, 1o que comprueba la hipétesis del Lema.

COROLARIO (6-1) Las matrices de rotacion infinitesimal
son conmutables.

.. DEM: Sean 64, y 84, dos rotaciones infinitesimales; una rota-
cion total sera, de acuerdo con lo estudiado: :

OA ,= 8A e 8A,=(1 + 8E » (1+56E,)
< 8& ,=(I+3E +3E)) = (1 +3E,+8E)) = 6%,
Ex_presic')n que supone no considerar significativos términos di-
ferenciales de segundo orden. En conclusién, matrices con térmi-

nos diferenciales de la forma dada en la EC. (6-26) son conmutativas,
lo que demuestra 1o postulado en el corolario.

COROLARIO (6-2): La Matriz inversa de toda matriz de ro-

tacion infinitesimal de la forma dada en la EC. (6-26), 64 =
1 + O es de la forma, 64 = | - 6

‘ DEM De acuerdo con el resultado del anterior corolario y la
aefinicidn general de Matriz Inversa, se obtiene:

1= B8AB8A'=(1+ 8E)e SA' = (1 + SE)e (1 + SE) .
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Expresidon que supone que también dA™ es de la forma prevista
en la EC. (6-26), 8A&" = 1 + 8E" pues es también una matriz de tipo
infinitesimal. En consecuencia,

1 =038A.8A"=(1+8E). (1 +8E')=1+ OE +0OF'

=6E = -5E'

o, lo que es equivalente,

SA'=1-8E (6-27)

lo que se queria demostrar. A

6.4.2. Expresiones generales para la velocidad angular

A este punto, y con ayuda de la FIG. (6-3), es pc_)sible encontrar
la expresion para la Velocidad Angular, bien en el sistema df{ coor-
denadas de laboratorio, (X,Y,Z) (sistema inercial), o en el sistema
fyo al Cuerpo Rigido, (X',Y'.Z"). De acuerdo con el sentido que he-
mos seguido en las rotaciones en los denominados Angulos de Euler,
no es dificil comprobar las siguientes expresiones:

1) o, = (0,0, @) en el sistema (X,Y.Z)
ii) w, = (49, 0, 0) en el sistema (&. N, &)

iii) o, = (0, 0, W) en el sistema (5. M, &' = 2.

de trans-

-

Mediante la utilizacién de las correspondientes matrices
formacidn, se obtiene:

—

o] +F, ¢
[0_39 ] - I-R(,-[c_éelwﬁ (b)

X'yv'z

[(3'/’],«), = "[OJV/]C'n'g' (©)
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Una vez realizadas las operaciones correspondientes, se encuentra:
[ —
w

(D] S ( @senysend, geos wsend, ¢eosd)

[ — (6-28)
(De _ L] L)
Xy =(6cosy, - Bseny, 0)

i
@

e
W x'y'z'_(os 0.! U/)

Por cuanto las anteriores velocidades angulares corresponden,
realmente, a rotaciones infinitesimales, la Velocidad Angular Total
serd la suma de las diferentes componentes, en forma andloga a lo
que realizamos con los vectores; en consecuencia, se obtiene:

m,-nq;senq;sene + écosw
0),,-'=(I)cosl|lsene - Oseny (6-29)

®, -Pcosd +

Siguiendo un procedimiento similar, es posible encontrar las
expresiones correspondientes para la velocidad angular en el Siste-
ma de Ejes de Laboratorio (Sistema Inercial); la correspondiente
demostraciéon se deja como ejercicio.

EJERCICIO (6-5): A partir de las expresiones para las velocidades angula-

res, v, w, yus ,realice explicitamente las operaciones para comprobar el resultado en
la EC.(6-30).

EJERCICIO (6-6): Siguiendo un procedimiento similar al realizado para en-
contrar las componentes de la Velocidad Angular en el Sistema de Ejes fijo al Cuerpo
Rigido, encuentro la expresion correspondiente para la Velocidad Angular en el siste-
ma de ejes de laboratorio (sistema inercial), en funcion de los angulos de Euler, Com-
pruebe sus resultados por aplicacion directa de la Matriz de transformacion, & (EC.
6-29)), y encuentre las expresiones en la EC. (6-30).
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6.5. SISTEMAS DE REFERENCIA EN ROTACION Y FUER-
ZAS INERCIALES

Consecuencia de los anteriores lemas es que toda matriz de ele-
mentos infinitesimales que defina una transformacion del tipo de la
EC.(6-24), o su equivalente, EC.(6-25), es Antisimétrica y contiene
solamente ceros en su 7raza. Por cuanto solamente contiene 77res
Elementos Linealmente Independientes, la matriz 8E podra siem-
pre expresarse en la forma,

0 do, -—do,
3 0 dm,
do, —do, 0

(6-30)

Ahora bien: las cantidades, do, , do, y do; pueden, a su Vez,
asociarse a tres giros infinitesimales al rededor de ejes coordenados

ortogonales. Asi, llevando el resultado en la EC.(6-30) a la EC.(6-
24), se obtiene:

G', =G, +do,G, -do,G,
G',=G, +do,G, - do,G,
G',=G, +do,G, - do,G,

Expresiones que, en forma vectorial, pueden escribirse
simplificadamente en la forma,

G'=G+G xdl it

. =
siendo dQ el vector cuyas componentes son:

dQ) = (do,.do,,do;)

componentes que representan dngulos de rotacion infinitesimales
alrededor de los tres ejes ortogonales del sistema O.

Supqngamos ahora que el sistema O es un sistema inercial de
referencia, en tanto que el sistema O’ estaria fijo al Sistema en es-
tudio, esto es, al Cuerpo Rigido. Si G es un vector en el sistema
inercial de referencia y se halla estacionario respecto de este siste-
ma, la EC.(6-31) nos da el cambio que observa en dicho vector un
observador en el sistema en rotacién, cambio debido tinicamente al
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hecho de la No Inercialidad del sistema de referencia en que se

halla. El cambio «aparente» del vector (G que se aprecia desde O’
puede escribirse en la forma:

(dG)rm =G-G'=-GxdQ (6-32)
En el sistema «inercial», O, no hay cambio alguno en G . Si aho-
ra suponemos cambios del vector en el sistema O, en O’ a este nue-

vo cambio deber adicionarse el cambio «aparente» debido a la
rotacion de este Gltimo dado por la EC.(6-30), luego:

(46),,, =(G), +(<G),
(cr se refiere a Cuerpo Rigido) Midiendo esta variacién por uni-

dad de tiempo y llamando Velocidad Angular al vector,
. dQ
®w=—
dt

se obtiene la expresién:

(ﬁ) (E) coxG
dt ar
esp cr (6_33)

El aparecimiento de dt’ en la anterior expresion hace referencia
a que la derivada en el sistema no inercial, el sistema fijo al cuerpo
rigido en el caso particular de nuestro interés, debe tomarse respec-
to del Tiempo Propio en dicho sistema. Como se mencioné previa-
mente en el CAP.II, en la aproximacién no relativista, Newtoniana!,
el tiempo es el mismo en ambos sistemas de referencia (es absolu-
to, independiente de los fenémenos y del sistema de referencia des-
de donde se mida un determinado intervalo), r=¢’. Vale la pena, sin
embargo, mantener la forma explicita de la EC.(6-33), pues el dt’
en ella nos recuerda que, en otras circunstancias, esta «pequeiia»
alusién al «tiempo propio» puede ser de maxima importancia.

Por otra parte, el resultado en la EC.(6-33) puede entenderse en
forma mas sencilla observando la FIG.(6-4), la cual representa el
problema estudiado para cuando la rotacién se realiza en el plano
(X, Y), vale decir, los ejes Z y Z’ coinciden. Bajo la suposicién de
que la rotacién 8¢=08¢ (¢ el correspondiente «dngulo de Euler» es
un rotacién infinitesimal, la expresion general del vector G en el
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sistema rotado puede obtenerse
a partir de la Matriz de Rota-
cion, Ec.(6-21)(a):

(—;'=R5,p Oé

La forma explicita de la
matriz R3¢ seri:

1 8¢ O
Ry =[-8 1 0
0 00 1

Comparando esta expresién
con la EC.(6-28), se encuentra
que el vector 8¢ tiene unica-
mente componente a lo largo del eje Z (0o Z’), como sabemos es el

caso. El vector ¢ seri entonces un vector cuyas componentes se-
ran, ® =(0,0,¢).

La importancia que la expresién EC.(6-33) tiene en fisica puede
verse en los resultados de su aplicacién a los vectores § y v (0 D).
los que, como se sabe, definen completamente el estado de movi-
miento de una particula. Si hacemos G=f en la EC.(6-33), se ob-
tiene para la expresién de transformacién de la velocidad:

V., =V, +OXT

esp

(6-34)

No es dificil percatarse de que el término @ xF en esta ecua-
cidn corresponde a la Velocidad del Sistema de Referencia fijo en
el cuerpo rigido respecto del sistema inercial, medida, claro esta,
en el punto en el cual se halla la particula. Puede decirse que ésta es
la transformacién de velocidades de Galileo, ya estudiada en la ci-
nemdtica, aplicada al caso de movimiento de rotacién de un sistema
respecto de otro, solo que en este caso, si aceptamos que uno de

-

ellos es Inercial, el otro necesariamente no lo es!, asi ¢ sea un
vector constante.

Si ahora a la EC.(6-33) llevamos el vector velocidad, obtenemos:

e .
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R
a_=|—| =|—| +ox¥
* \dt/,, \dt/,

En esta expresion debe tenerse en cuenta, sin embargo, que para
realizar la derivacidon en el sistema fijo al cuerpo rigido (sistema en
rotacidén), la velocidad debe estar expresada en dicho sistema (lo
cual es diferente a la velocidad medida en dicho sistema, V), lo
que se ha indicado al escribir V' ; esto es, es necesario utilizar la
forma al lado derecho de la EC.(6-34); multiplicando por la masa de
la particula, m, para obtener la fuerza, se llega finalmente a la ex-
presion siguiente:

~ d) (. I - ==
maesp=m(z) (V. +®xF)+md x (& x F)
cr

En ambos sistemas de referencia podemos encontrar la expre-
sion correspondiente a la transformacién del vector que describe la
Fuerza Impresa sobre una particula, F, en términos dela Fuerza
Aparente, F _, que la particula siente en el sistema en rotacion. Al
realizar los ¢4lculos explicitamente, suponiendo que la velocidad
angular de rotacién, @, permanece constante, y definiendo como la
fuerza en el sistema en rotacién a la cantidad,

- B dav,,

Fo=ma,= (—) (6-35)
se encuentra finalmente la transformacion:

F =F-2mdxv, —mdx(@®xF) (6-36)

Los distintos términos en la EC.(6-36) merecen especial atencién:

=

- Representa la fuerza total que «siente» la particula en el siste-
ma de referencia no inercial, acelerado. A esta «fuerza» con-
tribuyen, no solamente las interacciones de la particula con
otras en su vecindad, interaccion que de acuerdo con el segun-
do postulado estd representada por F, sino efectos adiciona-
les, derivados de la no inercialidad del Sistema de Referencia.

F: Como se dijo, representa la fuerza real, la fuerza impresa,
ocasionada por la interaccién con otras particulas.
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—mo x (0 xF): Se denomina Fuerza Centrifuga; es una fuerza fic-
ticia, derivada de la no inercialidad del sistema de referencia,
pues contiene directamente la acgleracion (angular) del mis-
mo, representada por el término ® X (@ xTF).

—2m® x V_: Se conoce como Fuerza de Coriolis; como la Fuerza
Centrifuga, es una Fuerza Ficticia, derivada de la no
inercialidad del sistema de referencia. Sin embargo, contra-
riamente a la anterior, existe solamente si la particula tiene
movimiento respecto del sistema no inercial, vale decir, cuan-
do v #0.

Ya anteriormente, en el CAP.III, se estudiaron brevemente Fuer-
zas Inerciales derivadas de la aceleracion del sistema de refgren-
cia; las fuerzas que de momento nos interesan no son, por su origen,
diferentes de las ya estudiadas. Sin embargo, en el caso presente.
no se tiene desplazamiento alguno de un sistema de referencia res-
pecto del otro; la particularidad estd en que permanentemgnte los
origenes, O y O, de los dos sistemas de referencia coinciden; el
uno, el no inercial, solamente rota respecto del otro, el inercujll.
Es el movimiento de rotacién el que genera la aceleracion del sis-
tema no inercial. La importancia de los términos no inerciales, en
la forma en que aparecen en la EC.(6-36), puede mas ficilmente
apreciarse mediante el andlisis de algunos ejemplos, en particu-
lar los que se aprecian sobre la superficie terrestre cuando ésta
se toma como sistema de referencia.

EJERCICIO (6-7) Calcular el
PESO EFECTIVO de un cuerpo sobre la su-
erficie terrestre en funcién de la latitud.
P W mwx (Wx K)
SOLUCION: Asimase, como se g
observa en la FIG.(6-6), un cuerpo situado
a una latitud ®. Como se demostro en el
CAPIII(EJ.(345)), la accion gravitacional
sobre la particula de masam tiene direc-
cioén radial y su valores F =mg . Sila
velocidad angular, & , tiene direccién Qi ,

no es dificil comprobar que la direccién de a

la «Fuerza Centrifuga» es lamostrada en la
-FIG.(6-5). De acuerdo con la EC.(6-36), la « R ,
«Fuerza Efectiva» que siente la particula
sobre la superficie, sera: Figura 6-5
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F,=F—m®x(@®xF)

Esta expresion corresponde a la diagonal del paralelogramo formado por la Fuerza
Centrifuga y la de Atracci6n Gravitacional, la que, como se observa, no apunta hacia
el «Centro de la Tierra.» Para el caso especifico de la superficie terrestre se tiene:

w=271/(24x3600)=+ 7,3x10° (s )
R = 6,37x10°% (m)

En consecuencia, el valor méximo de aceleracién centrifuga sera sobre el ecuador,
el cual corresponde a:

a , (©=0)=w'R=~=3,4x10? (m/s?)

Si @ corresponde a la latitud, la magnitud de la fuerza sobre la particula para un
determinado valor de® puede expresarse como:

F, =mg[l-(0’R/ g)cos® O]
Por otra parte, puede calcularse, para la superficie terrestre:
®’R/ g=1/290

. Adicionalmente, para el angulo a, el cual mide la desviacidn de la vertical que
sufriria una plomada a una determinada latitud, se obtiene:

sena=(w’R/ g)senc coso]

valor que es méximo paraQt = 45°; en
consecuencia, la desviacién no sera mayor
que una décima de grado.

EJER_CICIO (6-8) A partir de los
cf)njespondlentes datos astron6micos de
Jupiter y Saturno, calcule los correspon-

dientes angulos de desviacion de la verti-
cal para®=45°,

EJERCICIO (6-9) Una particula
se desplaza siguiendo una trayectoria cir-

cular sobre una plataforma que rota con ve- Fi 6-6
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locidad angular ¢ , tal como puede apreciarse en la F1G.(6-6). ;Cuél sera el valor
correspondiente de la «Fuerza de Coriolis»?

SOLUCION: El Problema no es diferente al de una particula que se desplaza
sobre la superficie terrestre a lo largo de un «paralelo» (jtrayectoria paralela al ecua-
dor!). Tomando la superficie de la plataforma como sistema de referencia, parauna
trayectoria con radio R y para una velocidad respecto de la plataforma en la direccién
mostrada en la FIG.(6-6), la fuerza de Coriolis es hacia la derecha de la direccién del
desplazamiento, y la magnitud seré:

= »

F, . =2mov u

cor r

v es la velocidad de la particula (de masa m), medida desde la plataforma en
movimiento (esto es, respecto de ella misma).

Por otra parte, puede observarse que, en este caso particular, la fuerza total en
direccién radial que «siente» la particula estar 4 dada por la expresion:

F,_ = (2mov_ + mo’R)i,

El segundo término tiene siempre la misma direccién mientras que el primero de
ellos depende de la direccion de la velocidad. Ello quiere decir que rotando en direc-
cion contraria al sentido de rotacion de la plataforma es posible compensar el efecto

centrifugo y obtener, por ejemplo, F_, = 0.:Con qué velocidad debera hacerlo?
Explique.

EJERCICIO (6-10) Como en el
ejemplo anterior, la FIG.(6-7) representa
una plataforma giratoria. ¢y es la veloci-
dad angular, perpendicular al plano de la
plataforma. Si una particula de masam se
desplaza en direcci6n radial, ;cual serd la
magnitud y direccién correspondientes
a la «Fuerza de Coriolis»?

SOLUCION: Tal como se nues-
tra en la FIG.(6-7), supongase que en un
momento determinado la particula se en-
cuentra en el punto A. Respecto de la
plataforma, tras un intervalo de tiempo
Atsehallaenel puntoBalolargodela
misma direccion radial. Para un observa-
dor «fijo» en el sistema de referencia Figura 6-7
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«inercial», sin embargo, en el intervalo referencia «inercial», sin embargo, en el inter-
valo At el punto A se ha desplazado hasta el punto C, y el punto B hasta el punto D.
La particula, respecto del sistema inercial, realiza, la trayectoria curvilinea AD, en el
mismo tiempo en que el punto B recorre el arco BD o el punto A el arco AD, que seria
el recorrido si la particula no se hubiese desplazado respecto de la plataforma. Esto es,
por efecto del desplazamiento «radial» AB respecto de la plataforma, respecto del
sistema inercial la particula se desplaza un arco adicional ED=ABAg. Poniendo las
correspondientes expresiones, se encuentra:

ED = ABA@ = (vmlAr)('mAf) = ov,, At’

La proi::orcionalidad conA# puede entenderse como un movimiento uniforme-
mente acelerado; expresando este resultado de acuerdo con la expresion correspon-
diente de la cinematica, se obtiene:

()

Enresumen, respecto de la plataforma, la particula «siente» una «fuerza ficticia»,
perpendicular a la direccion de la velocidad, que «tiende a sacarla» de su trayectoria
rectilinea en direccién radial. Queda como ejercicio complementario demostrar que

efectivamente esta fuerza, en direccion y magnitud, corresponde a la Fuerza de Coriolis
dadaenla EC.(6-36).

At* = nila

Acor cor| — 2mwurnl i Fcur

EJERCICIO (6-11) De acuerdo con lo encontrado en los EJ.(6-9) y (6-10),
estudiar el efecto de las fuerzas de Coriolis sobre una particula que se desplaza sobre
la superficie terrestre con unas velocidad v’ respecto de ésta.

: SOLUCION: La diferencia esen-
cial radica en la manera como los efectos
anteriormente estudiados en los anterio-
res ejemplos se manifiestan. de una parte
en funcién de la «Latitutudy, de otra de
acuerdo con el hemisferio, norte o sur.
Respecto del segundo caso debe tenerse
€n cuenta que al pasar de uno a otro de
los hemisferios terrestres, para un obser-
vador en la superficie, dicho paso apare-
¢e como una «inversion de la direccion
de la direccion de la velocidad y acelera-
cion angulares. En consecuencia, de
acuerdo con la expresion para la fuerza
centrifuga, esta mantiene su direccion

«hacia afuera» de la superficie; sin em- Figura 6-8
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bargo la «Fuerza de Coriolis» pasa de ser sentida «hacia la derecha» de la direccion de
desplazamiento, a ser sentida «hacia la izquierda» del mismo. La FIG.(6-8) muestra la
direccion de la Fuerza de Coriolis sobre una particula segin ésta se desplace a lo largo
de un «paralelo» o de un «meridiano» sobre la superficie terrestre.

Una serie de fenomenos puede explicarse mediante el aparecimiento de las «Fuerzas
Ficticias», en particular las «Fuerzas de Coriolis». A manera de gjemplo pueden citarse:

(a) La denominada «Ley de Baem, segiin la cual en el hemisferio norte terrestre, la
margen derecha del cauce de los rios manifiesta una mayor erosion que la izquierda,
mientras que en el hemisferio sur el fendmeno es al contrario. Ciertamente, la velocidad
del caudal puede no ser muy grande, pero la continuidad de la masa de agua que se
desplaza puede con el tiempo dar explicacion al fendmeno observado.

(b) La Desviacion «hacia la derecha» de la denominada «Corriente del Golfo», la
cual se desplaza en el hemisferio norte.

(c) Las corrientes de aire fluyen de acuerdo con el gradiente de presion, en gene-
ral de mayor a menor. Sin embargo, por «efecto Coriolisy, esta direccion es desviada
considerablemente hacia la derecha en el hemisferio norte y hacia la izquierda en el
hemisferio sur (ley de Buys-Bazllot). La corriente de aire, en consecuencia, tiende a ser
paralela a las «isobaras» (regiones de igual presion); en este proceso, la direccion de
la fuerza de Coriolis es contraria a la generada por el gradiente de presion y puede
llegar a equilibrarse, lo cual lleva a que la corriente de aire tienda a circular en torno a
la region de baja presion, formandose lo que
se denomina un «ciclony. Es esta la raz6n por
la cual también los ciclones en el hemisferio
norte tienen un sentido de rotacion, contrario V(b)ﬂ
al de las manecillas del reloj, mientras que los
correspondientes en el hemisferio sur circulan
en el sentido contrario. Vi)

v

EJERCICIO (6-12) Desde una altu-
ra H sobre la superficie en el ecuador terrestre
se deja caer un cuerpo libremente. Establecer
la desviacion causada durante su caida por
efecto de la fuerza de Coriolis.

SOLUCION: El experimento se mues-
tra esquematicamente en la FIG.(6-9), en la cual |
se supone que la Tierra es obierv)ada desde OL
un punto sobre el polo norte. Por efecto de la
rotacion terrestre, un observador «inercial»
encuentra que la particula, al encontrarse a la

Figura 6-9
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altura H, tiene una velocidad de rotacion, respecto del centro de la tierra, dada por V(b).
Esta velocidad depende claramente de H. Por el contrario, el pie de la barra, tiene una

velocidad de rotacion, V(R) < V(&) (R corresponde al radio terrestre). Debido a estas

distintas velocidades, durante el tiempo de caida, llamese t. el cuerpo se ha apartado
de la base del poste una distancia & dada por:

&= [V(b)~V(R)]c

Para un observador «no inercialy, fijo a la superficie terrestre, el cuerpo no cae
verticalmente, sino que aparentemente es actuado por una fuerza ficticia (que no pro-
viene de ningiin tipo de interaccion con otros cuerpos) que la desvia de su trayectoria
natural. Haciendo el calculo en forma exacta, para un alturay < / sobre la superficie
terrestre (dejando de lado la notacién vectorial)se obtiene:

v(y) — v(R)=wy = ox = 0ydt

El tiempo de caida para un altura total y esta dado por:

v(t)—lgf:
’ 2

o Llevando a la expresién para 8x e integrando para una altura total y = H, se
obtiene:

e
2

E=(1/ 6)ogr’ = (0 /3)(2/ g)* H’

La desviacion seria, por «efecto Coriolis», hacia la derecha en la FIG.(6-9). A

partir dF'l valor ya calculado para®, y suponiendo una torre de 100 m de altura, la
desviacion de la vertical seria,

E= 7.3x10°(2/90)'* 100*? = 11 mm

Lfl desviacién es, para el ejemplo dado, pequena, y practicamente inapreciable;
no seria el caso, sin embargo, en situaciones tales como la que representa un cohete
teledirigido, con «tiempos de vueloy» significativos. Tal vez sea el no tener en cuenta
estas «fuerzas ficticias» la razén por la cual, extranamente, los «rockets», supuesta-
mente destinados para destruir defensas antiaéreas y otros objetivos militares, fre-
cuentemente, jqué lamentable! caen en hospitales o escuelas «del enemigo».
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EJERCICIO (6-13) A partir de la expresion general para la Fuerza de Coriolis,
encontrar el resultado del EJ.(6-12): en particular, mostrar vectorialmente que la fuerza
de Coriolis tiene direccion paralela a la velocidad tangencial.

EJERCICIO (6-14) Describa las fuerzas de coriolis que actiian sobre un
péndulo que oscila en el ecuador y en el polo norte. Observe que el plano de oscila-
cion tiene un movimiento, y que es de esperarse que éste dependa de la latitud terres-
tre (Péndulo de Fucoult). El problema. e fbmm exacta, no es sencillo de resolver. pero
es posible plantear el problema general .

EJERCICIO (6-15) Si un «7ren Bala» puede desplazarse con una velocidad
del orden de 300 km/h, y sus vagones pueden pesar del orden de 100 toneladas cada
uno. describa qué correcciones técnicas deberian hacerse sobre la correspondiente
carrilera y las suspensiones de los vagones para contrarrestar el efecto Coriolis. ;Po-
dria emplearse un mismo tren en Sudamérica y en Norteamérica?

6.6. MOVIMIENTO DE ROTACION DEL CUERPO RIGIDO

En las secciones precedentes se ha construido la th‘ﬂ””f‘;”‘(:a
del Cuerpo Rigido, esto es, la herramienta matematica necesaria
para trabajar el problema del movimiento de este tipo de sistemas.
Queremos ahora entrar a analizar sus propiedades dinamicas gene-
rales y las leyes particulares que rigen su movimiento.

6.6.1. Momento de inercia respecto de un eje

Asi como al estudiar un sistema de una particula la propiedad
fundamental que se introdujo fue la de su inercia. también al estu-
diar el Cuerpo Rigido conviene analizar esta propiedad. teniendo en
cuenta que su Masa no nos dice todo acerca de como esta P"OR‘e‘dad
se halla distribuida en el volumen geométrico del Cuerpo Rigido.
Es un hecho evidente que esta distribucion juega un papel de mayor
importancia en la dinamica del Cuerpo Rigido que la _‘{a““dad de
inercia total del mismo que define su masa. La distribucion de masa
se calcula respecto de un determinado cje mediante ¢l Momento de
Inercia del Cuerpo rtespecto de dicho eje, cantidad que definimos
de la manera siguiente:

Arnold SOMMERFELD: “Mechanics™ - Lecnies on Theoretical Phvsies” . Vol. 1. Academic
Press. 4% impresion, 1969, pp. 1717174: 253/254.
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DEF.(6-2): EL MOMENTO DE INERCIA de un Cuerpo Rigi-
do respecto de un eje se define como la cantidad:

N
I =2 mpy (6-37)
k=1

o corresponde a la identificacion del eje y p, a la distancia a
la cual la k-ésima particula se halla de dicho eje.

De’acuerdo con lo dicho, esta cantidad da una idea de cémo se
d_istribuye la Inercia (masa) del Cuerpo respecto del eje en cues-
tion. Obsérvese que en principio la cantidad a la derecha en la
EC.(6-37) puede tomarse como la suma de Momentos de Inercia
de las Particulas Individuales, suposicién que es correcta; per-
fectamente hubiésemos podido introducir la definicion el Momento
de Inercia de una Particula para generalizar luego al del Cuerpo
como la suma de las cantidades individuales. Que no lo hayamos
hecho asj esta relacionado con el hecho de que, si bien lo anterior-
mente dicho es correcto, el calculo de la cantidad en la EC.(6-37)
tiene solo sentido ... utilidad practica, si se quiere ... para el caso
particular del Cuerpo Rigido y carece de interés para otro tipo de
sistemas. Sin embargo, de lo dicho se desprende una propiedad muy

Importante del Momento de Inercia, que establecemos mediante
el siguiente corolario:

COROLARIO(6-5): EI Momento de Inercia respecto de cual-
quier eje de un Cuerpo Rigido, C, compuesto por dos partes,
A y B, tales que C-=A+B, cumple siempre la propiedad,

=] + IB (6-38)
P A

Por otra parte, si bien la definicién dada por la EC.(6-37) es
correcta y exacta, su utilidad es precaria cuando se tiene un cuerpo
com;')uesto‘de un numero muy grande de particulas distribuidas
c_ontmuamente. Conviene, por ello, hacer uso de las Distribu-
ciones Continuas de masa. Para este tipo de distribuciones in-
troducimos las siguientes expresiones, equivalentes, ciertamente
a la EC.(6-37), andlogas a las EC.(4-2) previamente utilizadas para

el c.élculo df: la Masa total de sistemas de Particulas con distri-
bucion continua

o
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I; = [ ME)? ®)al(F)
T
I = [[ o(F)p* (F)ds(F)
T
I = j [8(F)p* (Frav(E)
v (6-37')

A(F),c(F),8(F) corresponden a
las densidades lineal, superficial o
volumétrica respectivamente. La
utilidad practica de todas estas ex-
presiones puede verse mediante el
estudio de los ejemplos que a con-
tinuacidén se desarrollan.

EJERCICIO (6-16) Calcular los
Momentos de Inercia del cuerpo mostrado
en la figura, respecto de los tres ejes
cartesianos. El Cuerpo rigido consta de cua-
tro particulas situadas en los vértices de un
cuadrado de lado a, y unidas por varillas
rigidas de masa despreciable.

SOLUCION: A partir de las EC.(6-37), respecto del eje 1 se obtiene:

I=2m(a/2)? +2my(al2)* =(m +m)a’ /2

Adicionalmente, puede verse que respecto del eje 2 se obtiene el mismo resulta-
do, luego 7, =1,

Sin embargo, respecto del eje 3 se obtiene:
I=2(m +m,)a®/2)=(m +m)a’
Este valor es el doble del que se obtiene para los dos restantes gjes. {Qué valores
se obtiene para cuando la geometria no es la de un cuadrado sino la de un rectangulo

de lados a y b?. '

EJERCICIO (6-17) La figura muestra una varilla homogénea de masa total M
y longitud L. Calcular los momentos de inercia respecto de los distintos ejes mostrados.
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SOLUCION: Respecto del eje 1,
tomamos un elemento diferencial de longi-
tud dx, cuyo momento de inercia sera:

dl, =(M | L)x*dx

Sumando todos los elementos (H; res-
pecto del eje 1 se obtiene:

L=(/3)(M I L)x], = ML* /3

Por otra parte, respecto del eje 2, que pasa por el centro de la
varilla, el resultado de la suma de elementos dl, sera:

L2 )
L=Q/3)M /LY = ML /12

Para el Momento de Inercia respecto del eje 3 hace falta ver
solamente que la distancia a la cual se halla el elemento de masa de

la varilla, dm = (M/L)dx, en cada caso es xsen(m/4); por consiguien-
te, el valor correspondiente para 7, sera:

I, =(M[* /12)sen®(n/ 4)= (V2 / 24) ML?

EJERCICIO (6-18) Asumiendo que la varilla, en el EJ.(6-17) no es homogé-
fea sino que su densidad respecto del punto medio de la varilla esta dada por,

AMx)=a+ bx?

calcule los momentos de inercia respecto de los ejes 1,2 y 3.

EJERCICIO (6-19) Calcu-
lar los momentos de inercia respec- 1
to de los ejes mostrados, del cuerpo
rigido de la figura, asumiendo que
las dos varillas que lo forman son L2
homogéneas y del mismo material (el 7r/4 :
eje dos es perpendicular al plano del ] 2.
cuerpo, en el punto de intersecciéon L L |
de las dos varillas). )
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EJERCICIO (6-20) Calcular por in-
tegracion directa los momentos de inercia
de un disco homogéneo respecto de sus ejes
de simetria: uno perpendicular al disco en
su centro geométrico, y el otro coincidente
con uno de sus diametros. ; Como se compa-
ran estos resultados con los de un anillo
homogéneo de igual masa?

6.6.2. Teorema de
ejes paralelos

Como puede inferirse de algunos de los anteriores ejemplos,
existen ciertos ejes respecto de los cuales, gracias a la simetria de
la distribucién de masa, es sencillo calcular el momento de inercia
del cuerpo rigido. Sin embargo, a manera de ejemplo conviene que
el estudiante intente calcular en el EJ.(6-20), por integracion direc-
ta, el momento de inercia respecto del eje 3 que alli se muestra:
encontrard que no es tan sencillo como los previamente calculados.
Como veremos en lo sucesivo, este tipo de calculos no es siempre
necesario hacerlo, pues existe una propiedad importante del Mo-
mento de Inercia, que permite facilitar su célculo: esta propiedad
esta dada por el siguiente Lema:

LEMA(6-4): TEOREMA DE STEINER O DE EJES PARALE-
LOS: El Momento de Inercia de un Cuerpo Rigido respecto de
un eje cualquiera puede siempre expresarse como el del cen-
tro de masa del Cuerpo Rigi-
do respecto de dicho eje,
adicionado con el del Cuer- w’ w'
pPo Rigido respecto de un eje 4

paralelo que pase por el
Centro de Masa.

DEM: Considérese el cuerpo

rigido representado en la fig.(6- hc'

10). sea m,_ una de las particulas "\ ¥

del cuerpo cuya distancia a los ck

ejes paralelos ¢ y @, es respec- CM ﬁ: ==
tivamente p_y p, . Sea ahora T

el correspondiente vector de po-
sicion respecto del CM. Sea p. la
distancia entre los dos ejes. Como Figura 6-10
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se desprende de la FIG.(6-10), vectorialmente es posible establecer
las siguientes relaciones:

k

(-

]
Lo
| o1

cx T Pok
P =Pc tPu
h,ep, =h, ep.=h, L T-

_ Por consiguiente: a partir de la definicion de Momento de Iner-
cia respecto del eje ¢ se obtiene:

N
I, = kap; = m(ps +Pox + 2PcPox )

N
k=1 k=]

El primer término en la anterior expresion corresponde al Mo-
mento de Inercia del Centro de Masa respecto del eje ¢ : esto es, al

de una particula situada a una distancia p. del gje:

N
Iy =) mpe = Mp
k=1

l’El.segundo término corresponde al Momento de Inercia del cuer-
po rigido alrededor del eje w , paralelo al eje original ®,:

N
Iy = Z P
k=1

Finalmente, para el ultimo término se encuentra:

N N N
kka(pc *Po)=P¢ ‘kapnk =Pc .ka(hk - Fe)
=1 k=1 k=1

Nuevamente, el primer término de esta expresion es nulo por cuan-
to, como ya se establecié. el vector p. es perpendicular a todos fos
vectores h, . Por otra parte, el segundo término contiene la definicién
del vector de posicion del Centro de Masa del Cuerpo Rigido, pero
respecto de un origen en el mismo Centro de Masa, lo cual es, necesa-
riamente cero. En conclusién se obtiene finalmente:

1, =1,,+ Mp¢

o

. (6-39
Esta relacion confirma lo propuesto por el Lema. A )
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Vale la pena notar que el resultado anterior no es otra cosa que
la manifestacion explicita de que, al igual que la Energia Cinética, la
Cantidad de Movimiento o ¢l Momento Angular, también el Mo-
mento de Inercia cumple con la condicion de que su valor puede
siempre expresarse como la suma de dos cantidades: una dependiente
del origen de coordenadas, cual es el Momento de Inercia del Cen-
tro de Masa respecto del Eje de interés, y otra cantidad solamente
dependiente de la configuracion interna del Sistema, en este caso el
Momento de Inercia respecto del Eje paralelo que pasa por el cen-
tro de Masa del Cuerpo Rigido.

EJERCICIO (6-21) Utilizando el Teorema de Steiner, calcule el Momento d.e
Inercia de un disco homogéneo respecto de los ejes tangentes al disco, uno perpendi-
cular y otro paralelo al plano del disco (ejes 3 y 4 en la figura del EJ.(6-20).

EJERCICIO (6-22) Utilizando el teorema de ejes paralelos, calcular los mo-
mentos de inercia de cilindros homogéneos, hueco y macizo, respecto de: (a) su ejede
simetria; (b) un eje que pasa por el CM, perpendicular al eje de simetria del cilindro; (©
un eje perpendicular al eje de simetria por uno de los extremos del cilindro. (d) compare
estos resultados con los obtenidos para una varilla respecto de ejes equivalentes.

EJERCICIO (6-23) Utilice el teorema de Steiner para encontrar el Momento
de Inercia de una ldmina rectangular de ladosa y b, respecto de un eje que pase por
su centro geomeétrico.

EJERCICIO (6-24) Generalice los resultados del EJ.(6-23) para encontrar los
momentos de inercia de un paralelipipedo rectangulo homogéneo respecto de los tres
ejes paralelos a sus aristas y que pasan por su centro geométrico.

EJERCICIO (6-25) Asuma que la densidad de la tierra varia inversamente
con la distancia al centro en la forma,

d(ry=y/(R+r) -

R el Radio de la tierra. (a) Calcule, a partir del valor de la masa terrestre, el valorde
la constante y. (b) Calcule el Momento de Inercia respecto de un eje que pasa por el
centro de masa de la tierra y compdrelo con el valor que se obtiene cuando se asume
que la densidad es constante.

6.6.3. Energia cinética del cuerpo rigido respecto de un eje

Para el Cuerpo Rigido, como para cualquier Sistema de Particu-
las, se cumple lo previsto en el LEMA (4-5):
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T=Tey ~+ Tn_:l (6-40)
cM

Por cuanto el término que corresponde a la Energia Cinética del
Centro de Masa es ya conocido, aparte de que el término interno de
la Energia Potencial, en cuanto invariante de acuerdo con la EC.(6-
2), no juega papel de importancia, claramente es el término interno
correspondiente a la Energia Cinética relativa al centro de masa el
que reviste especial interés por las caracteristicas propias del siste-
ma que nos interesa. El caso mas general de Movimiento del Cuer-
po Rigido lo podemos interpretar a través de la demostracion del
Teorema de Chasles:

LEMA(6-5): El Movimiento instantaneo mas general de un
Cuerpo Rigido estd compuesto por una Traslacion mds un Giro
alrededor de algiin eje en el espacio.

DEM.: Ya se dijo que para el
C'uerpo Rigido se cumple lo pre-
visto por el LEMA (4-5); por
consiguiente, la demostracion
estara completa si se demuestra
que el término de Energia Ciné-
tica relativa al Centro de Masa
del sistema es una Rotacién ins-
tantanea alrededor de un eje. En

c_t‘ecro: por definicién general se
tiene:

] L
Ty = > Z M Ve, (6-41)

M

De conformidad con las liga-
duras existentes entre las coor-
dF:nadz?S, EC.(6-1) y (6-4), la
distancia al centro de masa de las Figura 6-11
distintas particulas no cambia, por
lo que su Unico movimiento instantaneamente es rotar respecto de di-
cho punto siguiendo una trayectoria sobre la superficie de una esfera.
Como se aprecia en la FIG.(6-11), instantineamente esta trayectoria
(en el limite cuando ¢ — 0) puede interpretarse como el arco de una
circunferencia; en particular, para la velocidad de la k-ésima particula
puede escribirse:
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2 2 12

Va. =Pada
expresion que permite establecer una orientacion instantanea para
el eje de giro de dicha particula. eje que pasa por el CM del cuerpo.
Ahora bien; por cuanto el Sistema es /ndeformable, la particula m,
se mueve, pero manteniendo constante su distancia relativa con las
restantes particulas y de éstas al centro de masa, lo cual es solamen-
te posible si todas ellas rotan instantaneamente alrededor del mis-
mo eje y con la misma velocidad angular. Sea ® la norma de esta
velocidad angular; llevéndola a la expresion para v, y a la EC.(6-

41), se obtiene:

I N 3, .
Ty ==| > mpg (o°
o 2|3

Por otra parte, de conformidad con la definicion en la EC.’(Q-
37), se obtiene finalmente que la Energia Cinética del Cuerpo Rigi-
do, relativa al Centro de Masa, es una rotacion instantanea alrededor
de un eje que pasa por el Centro de Masa, cuya expresion general es:

1 5
Tr::l = I(u{ " (6'42)
s R e

Expresion que demuestra la proposicion inicial.

COROLARIO(6-6): TEOREMA DE EULER: El Movimiento
mas General de un Cuerpo Rigido con un punig fijo, es una
rotacion alrededor de algun eje en el espacio A

DEM.: Los pasos a seguir en la demostracion son los mismos
de la demostracién anterior, pero tomando como punto fijo no el
centro de masa sino otro cualquiera, se entiende que fijo respecto
del sistema inercial de referencia. El resultado sera una expresion
analoga a la EC.(6-42), pero en la cual el Eje de Girc_l pasa: por el
punto fijo. En conclusion, se obtiene que la Energia Cinetica ¢s so-
lamente de rotacién, cuya expresion sera:

2

En realidad, los teoremas de Euler y de Chasles no hacen referencia a la Energia Cinetica.
sino simplemente al caricter del movimiento respecto del CM. Su demostracion. por
consiguiente, se centra mas en el andlisis de las transformagiones y parametros indepen-
dientes mediante los cuales se estudia el movimiento del cuerpo rigido. tal como se proce-
dio al inicio del presente capitulo al demostrar el LEMA(6-1). Sobre el particular. ver: H.
GOLDSTEIN: «Mecdanica Clasica». 2a Ed.. Reverté. 1987, pp 202-209.
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7

rof

=—/
5

(6-43)

lo que demuestra lo propuesto. __ A

EJERCICIO (6-26) Demostrar que para un Cuerpo Rigido que rota alrededor
de un determinado eje. a partir del resultado dado por el Teorema de Euler, EC.(6-43). se
llega a la demostracion de la hipotesis del teorema de los ejes paralelos

EJERCICIO (6-27) Escribir y calcular la expresion correspondiente a la ener-
gia cinética total de la Tierra. tomando el Sol
como origen inercial.

SOLUCION: La figura adjunta repre-
senta la trayectoria terrestre alrededor del
sol. Se indica alli. de una parte. la velocidad
angular de su movimiento de traslacion alre-
dedor del Sol. asi como también la corres-
pondiente a su movimiento propio de
rotacion alrededor de un eje que forma un
angulo de 23.5° con la normal al plano de la

orbita. Para el movimiento de rotacion al re-
dedor del Sol. mediante la utilizacion del teo-
rema de ejes paralelos. se obtiene:

] : s
T, [MTRS“T + 15 w3}

SE

Elindice «T» se refiere a 1a Tierray «ST» a Sol - Tierra: El Momento de Inercia
corresponde al de la tierra respecto de un eje que pasa por su centro de masa, pero

pt:rpel‘ldlclﬂal‘” al plano de la érbita y con la velocidad angular de rotacion alrededor del
sol, cuyo periodo es de un aiio:

2n j

A= — s = 2x 1075
365 x 24 x 3600 TR

A

s A e S o e sl . i 3 ol
Por otra parte. la energia cinética de rotacion alrededor de su eje propio estara
dada por:

P

I
L= . ..o
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Por cuanto el periodo de rotacion sobre su propio eje es de un dia. se obtiene para
la velocidad angular en este caso:

mn::?.?;xl()'ss"

Si asumimos que la tierra es esférica (jlo cual no es exacto!). los momentos de
inercia alrededor de o y @" seran iguales. luego:

T=T,+T, =107

En el calculo se ha tomado la Tierra como una esfera maciza y homogénea de radio
- - . N b
6400 km. y masa 6x 107 kg.; la distancia media al sol se tomacomo R = 1.5x10"km

EJERCICIO (6-28) Para el ejemplo anterior. calcular la relacion entre las
Energias de Traslacion y la de Rotacion Propia de la Tierra. ;Como se comparan estos
valores cuando se tiene en cuenta el Movimiento del Sol?

EJERCICIO (6-29) Calcule la Energia Cinética media de la Luna tomando: (a)
origen en el centro de la Tierra: (b) Origen en el Sol. (La relacion entre las masas dela
Tierray de la Lunaesde 0,012 y la distancia media TIERRA - LUNA es de 380000 km.

EJERCICIO (6-30) Una esfera, un cilindro hueco y uno macizo, todos de
igual masa y radio, ruedan sin deslizar por una superficie horizontal. Calcule en cada
caso la expresion correspondiente a la energia cinética y la relacion entre el aporte a
ella por el movimiento de traslacion y el de rotacion.

EJERCICIO (6-31) Los mismos tres cuerpos del EJ.(6-30) se dejan caer por
un plano de inclinacién 0 y altura . Si no hay deslizamiento (coeficiente de friccion
estatico «infinito»), calcule la velocidad con la cual se desplazan una vez han llegado
a la parte inferior del plano.

6.6.4. Tensor de inercia

Las expresiones EC.(6-42) y (6-43) tier?e_n una apanen_ma sen-
cilla; sin embargo, ya se ha dicho que su utlhc_iad estd asociada csn
la posibilidad de calcular el Momento de Inercia respecto deliejs ce
giro. Sin embargo, es preciso tener en cuenta lo dicho a_l comienzo
del capitulo, en el sentido de que la descripcion del MOVIINIENTO gt
Cuerpo Rigido respecto del centro de masa se hace estudiando la
orientaciéon de un sistema de ejes ortogonales fijo al cuerpo respec-
to del sistema inercial de laboratorio. En este sentido, el eje’fie giro,
y por consiguiente la velocidad angular, tienen una orientacion defi-
nida respecto de dichos sistemas; es comun, sin embargo, que este
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vector tenga una orientacion fija respecto de alguno de ellos, en par-
ticular respecto del sistema fijo al cuerpo. En Ingenieria es este
altimo el caso corriente, por cuanto por lo general los cuerpos en
rotacion; ruedas, pinones, llantas, ventiladores. dinamos, turbinas,
hélices. etc., son cuerpos rigidos que rotan respecto de ejes con
orientacion fija respecto de ellos mismos. Este eje, aun cuando fijo,
puede tener cualquier orientacién, bien porque asi se construye, o
porque por el uso se desvia de la orientacién que originalmente se
le dio; tal seria el caso, por ejemplo, del Desbalanceo de una llanta.
Debido a esta gran cantidad de posibilidades. conviene identificar la
distribucién de masa del cuerpo, no tanto respecto de un eje en par-
ticular, cuanto respecto del sistema de ejes fijo al cuerpo, en princi-
pio en el centro de masa, respecto del cual se analiza el Movimiento
Interno del sistema en cuestion.

DEF.(6-3): PRODUCTO DE INERCIA. Sea (X, X. X;) un sis-
tema ortogonal de ejes fijo al cuerpo rigido. Los «Productos
de Inercia» respecto de dos cualesquiera de ellos se definen
por las cantidades,

N
Iy= _zmk-’fik-"jk =¥ (6-44)
k=1

las coordenadas de la particula m_ res-

y x 3

siendo x,
ik ik X
pecto de los ejes X| v X respectivamente.

El por qué, del signo negativo quedara claro mas adelante; de
momento baste decir que, dados un sistema de ejes, las cantidades
definidas por la EC.(6-44) son siempre finitas, posibles, al menos
tedricamente, de ser calculadas. Que ello puede ser dificil hacerlo
es otro problema; pero bien para cuerpos rigidos discretos, para los
cuales es posible emplear directamente esta expresion, o para dis-
tribuciones continuas de masa, sean ellas lineales, superficiales o
volumétricas, el problema del cdlculo indicado no es de fisica sino
de matematicas.

EJERCICIO (6-32) Escriba las expresiones correspondientes para los pro-
ductos de inercia para cuando se tienen distribuciones continuas de masa, lineales,
superficiales o volumétricas.

EJERCICIO (6-33) Calcule los productos de inercia del cuerpo rigido en el
EJ.(6-19) respecto del sistema de ejes tal que el eje «2» es perpendicular al plano del
dibujo en la interseccion de las dos varillas y los dos ejes restantes se hallan a lo largo
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de estas. Calcilelo luego para un sistema de ejes rotado 45° en el plano (X, ,X, ),
siendo el eje «1» el mostrado en el dibujo.

DEF.(6-4): TENSOR DE INERCIA. El Tensor de Inercia de un
Cuerpo rigido respecto de un sistema de ejes (X;, X5, X;) es el
Tensor Simétrico de segundo orden cuya diagonal la forman
los Momentos de Inercia respecto de dichos ejes y por fuera
de la diagonal se ubican ordenadamente los correspondien-
tes Productos de Inercia del Cuerpo Rigido definidos de acuer-
do con la EC.(6-44):

11 !Il IIJ
I=\1, I, Iy :([ij)i_j (6-45)
]11 ]32 [3

Claramente, si el sistema de ejes es caracteristico del Cuerpo
Rigido, también el Tensor de Inercia serd una caracteristica, una
huella digital, del cuerpo particular de que se trata; dado un sistema
de ejes, existe un valor caracteristico del Tensor de Inercia, I res-
pecto del sistema de ejes fijo al cuerpo que se haya escogido.

EJERCICIO (6-34) Calcular el
tensor de inercia del cuerpo rigido de la fi-
gura adjunta, el cual consiste en una lami-
na homogénea de lados ay b
respectivamente. Traslade el sistema de
ejes al centro geométrico de la lamina y re-
pita la operacion. ;Qué puede decir acerca
de la traza del tensor y de su forma general .
en uno y otro de los sistemas de ejes esco-
gidos?

EJERCICIO (6-35) El cuerpo ri-
gido de la figura esta formado por seis lami-
nas rectangulares homogéneas y del mismo
material. Calcule el tensor de inercia res-
pecto del sistema de ejes mostrado. Como
en el caso anterior, traslade el sistema de
ejes al CM y calcule nuevamente el tensor
de inercia; compare sus resultados con los
valores originalmente obtenidos. ;Qué pasa

con la traza del tensor?
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EJERCICIO (6-36) El cuerpo rigido de
la figura es un cono recto de base circular de
radio R.; la altura del cono es /. Calcule el tensor
de inercia respecto de los ejes mostrados en la
figura, (a) asumiendo que el cono es hueco: (b)
Asumiendo que e cono es macizo. (NOTA: Uti-
lice las propiedades de simetria del cono para
analizar los posibles valores de los «productos
de inerciay.

6.6.5. Momentos y ejes principales
de inercia

Se mencioné anteriormente que el Tensor de Inercia es caracte-
ristico de cuerpo rigido en la medida que también lo es el sistema
de ejes fijo a él. Sin embargo, aun aceptando que el sistema de ejes
se fija en el centro de masa, que es de rotaciéon derecha y ortogonal,
el nimero de posibilidades es infinito. Si esto es asi. ;tiene enton-
ces‘algfm sentido el cédlculo del Tensor de Inercia? ;Puede existir
algiun acuerdo acerca de la orientacién que tal sistema de ejes debe
tener en un Cuerpo Rigido?

La respuesta a la pregunta la dan las propiedades del propio
Tensor de Inercia. Tales propiedades son las siguientes:

(1) El Tensor de Inercia es un Tensor Simétrico. Esta propiedad se
deriva de la definicién de los Productos de Inercia dados en la
EC.(6-44) y de la propia definicion EC.(6-45) del tensor 1.

(2) Si un Cuerpo Rigido estd compuesto de dos partes, A y B. su
Tensor de Inercia puede expresarse como:

I =1 +1

A+B A B

entendiéndose que los valores se calculan respecto de un mis-
mo sistema de ejes. Los pormenores de la demostracion que-
dan como ejercicio; baste decir que se sustenta en la aditividad

de los Momentos Yy Productos de Inercia que contiene el co-
rrespondiente tensor.

(3) La Traza del Tensor es invariante bajo transformaciones
ortogonales del sistema de ejes.
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(4) Existe por lo menos una orientacion del sistema de ejes tal que
los Productos de Inercia se anulan y el Tensor adquiere una for-
ma Diagonal.

Es justamente esta ultima propiedad la que permite establecer
un criterio para la escogencia del sistema de ejes fijo al cuerpo: si
existe una orientacion en la cual el Tensor de Inercia es Diagonal,
es de esperarse que la informaciéon que los términos de la diagonal
contienen es la misma contenida en los nueve (realmente seis) ele-
mentos de la matriz I en cualquier otro sistema. Conviene por ello
repasar los principales procedimientos para encontrar el sistema de
ejes apropiado que diagonaliza el Tensor de Inercia. Veamos:

(i) De acuerdo con el resultado en el EJ.(6-4), EC.(6-19), C}‘a“d(f
se realiza una transformacion ortogonal del sistema de ejes, SI
A es la matriz ortogonal de la transformacion, el tensor I se trans-
forma de acuerdo con la relacién matricial siguiente:

I' = Kelex"!

Por consiguiente, si en el nuevo sistema de ejes I" es diagon_al,
puede escribirse para los elementos del tensor en el nuevo sis-
tema:

3 2
[:sﬁrs = Z Zari !ikask rx=]23 (6'46)

Expresion en la cual 8§ corresponde al «Delta de Kronecker», z
en la cual, de acuerdo con lo ya establecido, s cumple que &;, =
a,.. Adicionalmente, los elementos de la matriz ?umplen con 135
relaciones dadas por la EC.(6-16). Estas ecuaciones, conjunta-
mente con las EC.(6-46) representan quince (15) ecuaciones
(seis y nueve respectivamente), para calcular los nueve ele{nen-
tos de la matriz y los tres elementos diagonales, 7, [)' e I3, del
tensor en el nuevo sistema.

(ii) Un método mas elegante para la diagonalizacion del tensor es El
denominado de los Vectores Propios del Tensor‘ I. Un vector (C
se dice que es un Vector Propio del tensor 1 si cumple la rela-
cion matricial,

[e é = }vré (6—47)




236 C. Lorez T.: MECANICA NEWTONIANA

I’ es un escalar y se denomina el Valor Propio. Esta expresion
puede escribirse de la siguiente manera:

(I-1'")eC=0

ecuacidn en la cual 1 representa la Martriz Identidad, la cual
tiene 1 en los elementos de la diagonal y 0 para los elementos
no diagonales. Esta ecuacién representa un sistema de ecuaciones
que tiene soluciones no triviales (diferentes a la de hacer C=0)
solamente si su determinante es nulo. Por tanto.

det(I- 1'1) = 0

expresion que se conoce como la Ecuacion Secular del siste-
ma; en forma explicita puede escribirse:

11_1' IIZ 113
[21 12_1' 1:'.3
: 131 132 13']'.

=0 (6-48)

La EC.(6-48) es una ecuacién de tercer orden en /’ la cual gene-
1a los tres Momentos Principales de Inercia en el sistema
diagonalizado, I L'el

Por otra parte, cuando cada una de estas raices se llevan al siste-
ma de ecuaciones_.EC_Z.(6_-47), es posible obtener hasta tres
Vectores .Propios, C ,Cz,C3,. Estos Vectores Propios represen-
tan las direcciones brtogonales del nuevo sistema de ejes fijo
al cuerpo, en el cual el tensor I es diagonal.

Conviene tener en cuenta que los Vectores Propios asi obteni-
dos, aun cuando ortogonales, no son necesariamente unitarios:
la determinacién de los mismos implica entonces el valor de
una constante arbitraria, que finalmente no sera otra sino la Cons-

tante dg Normalizacién del conjunto, vale decir, de la nueva Base
Vectorial.

La posibilidad que se tiene de encontrar para todo Cuerpo Rigi-
do un sistema ortogonal de ejes fijo al cuerpo, eventualmente en su
Centro de Masa, respecto del cual el Tensor de Inercia es diagonal,
nos establece un criterio para la escogencia de la orientacién del
sistema de Ejes fijo al Cuerpo. Es claro que este sistema habra de
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simplificar las ecuaciones de movimiento respecto del centro de
masa. Por esta razén conviene definirlo claramente.

DEF.(6-5): EJES PRINCIPALES DE INERCIA es un sistema
de ejes ortogonal, fijo al cuerpo, tal que el Tensor de Inercia
calculado respecto de dicho sistema sea diagonal.

DEF.(6-6): MOMENTOS PRINCIPALES DE INERCIA son los
Momentos de Inercia del Cuerpo Rigido respecto de los Ejes
Principales de Inercia.

DEF.(6-7): TROMPO ESFERICO es un Cuerpo Rigido cuyos
Momentos Principales de Inercia son iguales.

DEF.(6-8): TROMPO SIMETRICO es un Cuerpo Rigido que
tiene dos Momentos Principales de Inercia idénticos, diferen-
tes del tercero;

L=n=I
El eje tres (3) se denomina «Eje de Simetria» del Trompo.

COROL.(6-7): Para un Trompo Esférico. cualquier orienta-
cion del sistema de ejes fijo al cuerpo puede tomarse como
Sistema de Ejes Principales de Inercia.

COROL.(6-8): Para un Trompo Simétrico, cualq}lier orien-
tacion de los ejes en el plano perpendicular al Eje fie Sime-
tria define un Sistema de Ejes Principales de Inercia.

rrespondientes Ejes Principales, del cuerpo rigido representadoen el EJ.(6-
de los gjes que alli se muestran.

EJERCICIO (6-37) Calcular los Momentos Principales de Inerciay los co-
16), a partir

SOL.: Respecto de los ejes originales el Tensor de Inerciaes:

m,+m, m—m, 0
a
I=—|m -m, m+m, 0
2
0 0 2(my + m,)

La correspondiente Ecuacién Secular, en forma de determinante, es:



|
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at a’
(m,+m,_,)7—-1 (m,—mz)T 0
2 2
0= (m,—mz)% (m,+m2)a7—1' 0
0 0 (m, + my)a> =1’

Resolviendo la ecuacién para/’se obtienen las siguientes raices:
2
I =ma-
2
I =ma-
' _ 2
I;=(m +m,)a

Llevando el valor/,' a 1a ecuacién de valores propios, se obtiene:

~

[(m, +m2)—az-—m,a2]c“ + (m, +m2)—az—c,._, =0

-

-

{(m, ‘mz)a?cn + [(m, +m2)-az—-—m,a2]cIz =0

[(m, + my)a* —ma’lc,, =0

La solucion al sistema de ecuaciones es el vector propio tal que:
c, /e,=1; c,=0

| Haciendo f:ualquiera de los dos coeficientes no nulos igual a 1, se encuentra para
el Vector Propio correspondiente al Valor Propio I ' :

C, =(1,10)
Siguiendo el mismo procedimiento para los dos restantes valores propios. se obtiene:
C,=(1-1,0)

C. =(00,1)

En conclusién, respecto de la orientacion original. los Ejes Principales de Inercia
se hallan rotados 45° en el plano (7.2).
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EJERCICIO (6-38) Un cuerpo rigido tiene la forma de una lamina rectangu-
lar homogénea de lados a y b (EJ.(6-34)): el origen de coordenadas fijo al cuerpo se
halla en uno de los vértices; calcule la orientacion del Sistema de Ejes v los correspon-
dientes Momentos Principales de Inercia. ;Qué, puede decir acerca del Tensor cuando
se traslada el origen al centro geoméirico de la lamina?

EJERCICIO (6-39) Un cuerpo rigido esta formado por un paralelipipedo
rectangulo de ladosa. b y ¢: Si el origen se fija en uno de los vértices, calcule la orienta-
cion del Sistema de Ejes y los correspondientes Momentos Principales de Inercia.

EJERCICIO (6-40) Calcular el Tensor de Inercia del cono del EJ.(6-36) res-
pecto de los ejes mostrados.

EJERCICIO (6-41) Un cuerpo Rigido esté formado por dos varillas homogé-
neas de igual material, la una de doble longitud que la otra, unidas formando angulo
recto. Si el origen del Sistema de Ejes esta en el vértice de unién de las varillas, calculeel
Tensor de Inercia respecto de un sistema de ejes cuyo eje 3 es perpendicular al plano que
forman las varillas, y los ejes (/.2) se hallan a lo largo de éstas. Calcule la orientaciér} del
Sistema de Ejes Principales y los correspondientes Momentos Principales de Inercia.

6.6.6. Momento angular interno de un cuerpo rigido

Como para la Energia Cinética, para el Momento Angular de un
Cuerpo Rigido se cumple lo previsto en el LEMA(4-10), EC.(3-36).
Anéalogamente, por cuanto la parte correspondiente al Momento
Angular del Centro de Masa no es diferente del caso de una particu-
la, el caso de interés esta relacionado con el Momento Anglﬂar, del
Cuerpo respecto del Centro de Masa. En el caso general, conviene
estudiar el problema, no exclusivamente respecto del Centro de Masa
del Cuerpo, sino respecto de cualquier punto fijo al cuerpo. La ex-
presion para el Momento Angular estéd dada por la hipotesis del si-
guiente lema:

LEMA(6-9): El Momento Angular de un Cuerpo Rf'gido que
se mueve con un punto fijo estd dado por la expresion.

L=le® (6-49)

I corresponde al Tensor de Inercia de Cuerpo Rigido respec-
to de un sistema de ejes fijo al cuerpo 'y @ es la velocidad
angular de rotacién respecto de algin eje que pasa por el
punto fijo.
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DEM.: Por definicion de Momento Angular se tiene:

N N N
L:Z:rk XP, =kark XV, =ngrk X (@ XT,)
K=l

k=1 k=l

Expresion en la cual se ha tenido en cuenta la indeformabilidad
del Cuerpo Rigido, y por consiguiente el hecho ya demostrado de
que la tnica posibilidad instantdnea de movimiento de las particulas
es la de rozar alrededor de un cierto eje; la expresion para la veloci-
cla.d es equivalente a la previamente utilizada al estudiar el Movi-
miento Circular. Recordando la propiedad del producto triple,

Ax(BxC)=(AeC)B-C(AeB)

y aplicéandola a los productos en la expresion para [,. se obtiene:
N
:}_—- -— _— —_
L= Z m, [rk O-T, (OeT, )] (6-50)
La componente L, del vector sera:

8
L= ka[(x!zk +x§k "'xazk )0)1 = xlk(mlxlk T WX T W3Xg, )]
k=1 :

Por otra parte, la cantidad (x2 +x1, ) representa la distancia de
la particula m,_ al eje I (o cje ')\’), por lo que, tras una sencilla
factorizacion y recordando la definicion de los productos de iner-
cia, EC.(6-44) y la de Momento de Inercia respecto de un Eje, EC.(6-
37). puede verse que la expresion para L, toma la forma simplificada,

L1=1103|+1u"33+113033 (a) (6-50")
Andlogamente, para las restantes componentes de [,. se obtiene:
LZ = l!(21(‘01 +12m2+!23m3 (h) (6_50')
L, =1L, +1,o0,+ Lo, (¢) (6-50")

En notacion tensorial las EC.(6-50) y (6-50') toman la forma de
la EC.(6-49),

L=1eg
lo que demuestra el Lema propuesto. '
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Conviene observar que la anterior expresion es valida,respecto
de un punto fijo, para un sistema ortogonal de coordenadas. Sin
embargo, a lo largo de la demostraciéon ninguna referencia especial
se hace a que el sistema de ejes esté fijo al cuerpo. Realmente, la
EC.(3-49) es perfectamente valida también respecto de un sistema
de coordenadas fijo respecto del espacio inercial, y no necesaria-
mente al cuerpo. La razon para limitar el uso de la expresion para j,
al sistema de ejes del cuerpo se asocia a que alli el Tensor de Iner-
cia, I, es un conjunto de nimeros que no varia con el tiempo, lo cual
no puede afirmarse respecto del Sistema de Ejes de Laboratorio
(ifijo al espacio inercial!). En el caso particular de que el Sistema
de ejes sea el Sistema de Ejes Principales de Inercia, la forma del
Momento Angular sera:

- N
L=> 10,8, (6-51)

k=1

De otra parte. es claro que la expresiéon EC.(6-49) es valida res-
pecto de un punto fijo al cuerpo rigido, no importa cual sea; en par-
ticular, es valida respecto del centro de masa; por consiguiente, la
expresion general para el Momento Angular de un Cuerpo Rigido
puede siempre expresarse en la forma,

L=R.xP.+1. 00, (6-52)

Expresion en la cual ¢ representa la velocidad angular alrede-
dor de algun eje que pasa por el CM del cuerpo ¢ 1. se calcula
respecto de un sistema de ejes fijo al mismo en el CM. Esta expre-
sion es completamente equivalente a la EC.(4-36).

Un resultado de interés de lo estudiado respecto del Momento
Angular de un Cuerpo Rigido, es el hecho de que los vectores [, ¥
@ NO son necesariamente paralelos, excepcion hecha de los siguien-
tes casos:

(1) En un trompo esférico: en este caso particular, la expresion para
I. tiene siempre la forma:

i-16 (6-53

I es el valor del Momento Principal de Inercia, el cual es el mismo
respecto de los tres ejes del sistema fijo al cuerpo.



242 C. Lorez T.: MEcANICA NEWTONIANA

(2) Cuando la Velocidad Angular se halla paralela a cualquiera de lo
ejes principales de inercia; asi por ejemplo:

@ =ob;, = L=/0b, (6-54)

(3) En el caso general, el angulo que forman entre si los vectores
L Y ® est4d dado por la siguiente relacion:

N N
Loo'5=L(DCOS(Y)=ZLkC0k => I1,0; (6-55)
k=1 k=1

A partir de esta expresidon se calcula el angulo y que forman
entre si los dos vectores referidos.

EJERCICIO (6-42) Un Cuerpo Rigido tiene forma de paralelipipedo rectan-
gulo de base cuadrada, formado por seis laminas homogéneas de dimensionesa*a 'y
a*b. Rota alrededor de un eje a lo largo de su diagonal; calcule, respecto del sistema
de ejes principales de inercia, la direccién del Momento Angular y el angulo que forma
con la direccion de la velocidad angular.

SOLUCION: El sistema es un Trompo Simétrico; 1os ejes principales de iner-
cia, situados en el CM del cuerpo son el eje de simetria a lo largo de la longitud del
paralelipipedo, y cualquier par de ejes perpendiculares entre si en el plano medio
paralelo a sus bases cuadradas. Por comodidad, se pueden tomar dichos ejes perpen-

diculares a las caras rectangulares. En estas condiciones, para el Tensor de Inercia es
preciso tener en cuenta:

Respecto de los ejes (1) o (2), llamando o a la densidad superficial (que se asume

constante), las bases cuadradas contribuyen, cada una. con un momento de inercia
dado por:

Iy, =1y, =0'%;—[a2 + 36‘2]

. La contribucién al Momento 1, oI, por parte de las caras paralelas al eje de
simetria sera: por parte de las caras paralelas al eje (1) 0 (2):

_ 80T 2 2
I, =c 12[a +3c ]
Por parte de las caras perpendiculares al eje (1) 0 (2):

I, =~:>'%[a2 + cz]
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El valor total de /, o/, sera:

a ac
I, =1, =2l +2I, +2I =cg[a2 +3c|(a+ c)+0‘-6—[a2 +c?

Para /, se tiene una situacion similar: las bases contribuyen cada una con un
momento /,, dado por:

4
Iy, =0a /6
Por su parte, cada una de las seis caras laterales contribuye a/; con:

I,=ca’c/3

Por consiguiente, para/, se obtiene finalemnte:

3
Iy=2Ig; + 61y, =°-%[a+4c]

Por cuanto la velocidad angularest dirigidaa lo largo de la diagonal, sus compo-
nentes en el sistema de ejes principales seran:

am

v2a* +¢?

c®

- v2a? + ¢t

Las componentes del Momento Angular estaran dadas por:

ao {0—6‘l[a2 +3c*|(a+ c)+c,—;a-[a2 +Cz]}= L,

v2a? +¢?
co ca’
B 1= v2a® +c? { 3 [a+4c]}

Conviene notar que en caso de que se tratase de un cubo se tendria un trompo
esférico; en tal caso los tres Momentos Principales de Inercia serian iguales (/= (5/
3)oa’) y el Momento Angular seria paralelo a la Velocidad Angular. En el caso presen-
te, el angulo que forma el Momento angular con la direccion de la Velocidad angular
se obtiene de la expresion para el producto escalar:

(Dl =0)2=

w,

Ll = Ilo‘)] =
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_ ®eL
cos(y) = -
wl

La correspondiente expresion algebraica puede verse algo complicada aun cuan-
do su deduccion es inmediata: a manera de ejercicio. conviene que el estudiante haga
el calculo dey para cuando la relacion a/c toma los valores: 0.5;0,.7;0.9: 1.1; 1,7; 1.5.
Construya el grafico del angulo calculado en funcion de la razon a/c y discuta su
comportamiento.

EJERCICIO (6-43) ;Bajo qué condiciones un cilindro macizo o un cilindro
hueco pueden considerarse como trompos esféricos?

EJERCICIO (6-44) ; Puede una figura plana ser un trompo esférico? Estudie
el caso de un cuerpo rigido constituido por tres varillas homogéneas idénticas unidas
formando un tridangulo equilatero.

6.6.7. Expresion general para la energia cinética de rotacion

Con la misma argumentacion dada respecto de la utilidad de ex-
presar el Momento Angular en términos del Tensor de Inercia del
Cuerpo Rigido, el cual en el Sistema de Ejes Principales de Inercia
tiene una expresion caracteristica de dicho sistema. puede decirse
que se justifica encontrar la expresion correspondiente para la Ener-
gia Cinética del Cuerpo Rigido respecto de un punto fijo a él, punto
que, como se menciond al comienzo del presente capitulo, puede
ser su Centro de Masa, aun cuando ello no es necesario. En este
orden de ideas. se propone el siguiente Lema:

LEMA(6-10): La Energia Cinética de un Cuerpo Rigido que
rota alrededor de algiin eje con un punto fijo, puede siempre
expresarse como:

L. &
T =3 sl (6-56)
expresion en la que se entiende que el Momento de Inercia

se calcula respecto de un sistema de ejes fijo al cuerpo en el
punto fijo.

DEM.: Siguiendo un procedimiento similar al seguido para la de-
mostracion del anterior lema respecto del Momento Angular, para la
velocidad de la particula m, respecto del punto fijo puede escribirse:

SISTEMAS CON SEIS GRADOS DE LIBERTAD (2) EL CUERPO RIGIDO 245

Vi vy 2((‘.6XFR).((BXFR)=(0:}{_((B.Fk)z=(B.[(I)rk:_i:k((5.fk)]

Expresion en la que el vector @ operando por el lado izquierdo,
expresado matricialmente, es un Vector Fila, (w, w , w ), mientras
que el vector a la derecha es un Vector Columna. No es’dificil per-
catarse de que el Vector Columna en el paréntesis cuadrado, suma-
do sobre todas las particulas, corresponde a la expresion ya obtenida

para el Momento Angular del Cuerpo Rigido, [,, EC.(6-50) o (6-

50"); por consiguiente, llevando a la expresion general para la Ener-
gia Cinética de un Sistema de Particulas, imponiendo las ligaduras
del Cuerpo Rigido y la condicién del punto fijo arriba encontrada,
se obtiene finalmente:

=-—®eled=-@eL

it
?—;\11 =
2 2 A

Se entiende que el Momento de Inercia, I, asi como también la
Velocidad Angular, @, se expresan mediante sus correspondientes
componentes en un sistema de ejes del cuerpo ubicado en el punto
fijo de que se trata; dado el caso de ser este punto el CM del Sistn?-
ma, es claro que la expresion EC.(6-56) corresponde a la Energla
Cinética del Sistema relativa a dicho punto: es decir. su Energia
Cinética Interna.

Consecuencia inmediata de lo estudiado es la forma partigular
que tanto [, como I toman en el sistema de ejes principales de iner-
cia, expresiones que, por cuanto puede siempre asumirse que tales
ejes existen, pueden considerarse como las mas generales para de-
finir tales cantidades:

3
Ty %Z oy (6-57)
-~ k=l
— 3 %
L. =) liod (6-58)
k=1

Vale la pena resaltar un altimo aspecto acerca de la EC.(6-57):
se trata de su completa equivalencia con la EC.(6-43), anteriormen-
te deducida para la Energia Cinética. Jugando un poco con estas ex-
presiones puede encontrase el valor de la componente del Momento



246 C. Lorez T.: MECANICA NEWTONIANA

Angular a lo largo del Eje de Giro; esta componente se obtiene me-
diante el producto escalar de [, y : llamando Lw a esta compo-
nente. y olvidando por simplicidad los subindices, se encuentra para
ella:

del 1< 13 2T
L,= ==Y Lo, == Lo, =—=10 -
(O] (Dkz._., K wkzﬂ KT (V] (659)

De la anterior expresion se obtiene el valor del Momento de
Inercia del Cuerpo Rigido respecto del Eje de Giro. cuando se co-
noce la direccidén de la Velocidad Angular respecto del Sistema de
Ejes Principales de Inercia:

ool L,
[,="t=e (6-60)
w ®

Igualmente, es posible obtener la proyeccién de la Velocidad
Angular a lo largo del eje del Momento Angular; se obtiene:

W, =

woeL 2T
"L— (6-61)

L =

EJERCICIO (6-45) Calcule para EJ.(6-42) el valor explicito del Momento de
Inercia del cuerpo respecto del eje de giro (1a diagonal del paralelipipedo, para cuando
¢ = 2a. Calcule igualmente la Energia Cinética y el Momento Angular y representelos
en un diagrama apropiado.

6.7.- DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO
6.7.1.- Planteamiento general

En cuanto que Sistema de Muchas Particulas. la dindmica del
Cuerpo Rigido se rige por las leyes generales de movimiento esta-
blecidas en los LEMA (4-4) y (4-13), EC.(4-13) y (4-41) respecti-

vamente: dl_), .
-
Fex— < ﬁ (4-13)

T (4-41)
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Ya anteriormente se hizo notar que la EC.(4-13) no representa
problema alguno en su solucién por cuanto representa el movimien-
to de una «particula» de masa M, la del cuerpo rigido como un todo,
ubicada en el CM, lo cual sabemos tiene solucion de acuerdo con
las leyes de la dindmica de una particula. Por esta razén, el proble-
ma de la Dinamica del Cuerpo Rigido se concentra en la solucién -
Integraciéon- de las tres ecuaciones diferenciales de segundo orden
representadas por la EC.(4-41).

Se demostrd también que en el caso particular del Cuerpo Rigido,
la forma explicita de las anteriores ecuaciones establecen que el
movimiento méas general corresponde a una traslacion (la del Centrq
de Masa) mas un giro (rotacion respecto del CM). Por cuanto el aqui
denominado problema de traslacién estaria resuelto (la solucién a l.a
EC.(4-13)), conviene originalmente centrar la atencion en el Movi-
miento Respecto del Centro de Masa, o incluso, con algo de genera-
lidad, estudiar el problema general de la dindmica del Cuerpo ngu!o
cuando «Rota» con un punto fijo respecto del Sistema de Laboratorio
(inercial) y del Sistema del Cuerpo (sistema no inercial, en rotacion).

6.7.2. Ecuaciones de Euler y aplicaciones generales

Debe recordarse, sin embargo, que las citadas ecuaciones de
movimiento han sido deducidas respecto de un sistema de referen-
cia inercial, sistema respecto del cual son validos los Postulados de
Newton que subyacen a las demostraciones que condujeron a tales
leyes. En este sistema, sin embargo, la expresién general para el
Momento Angular, [,, dista mucho de parecerse a la expresion EC.(6-
58); por su parte la EC.(6-51), aun cuando valida, contiqne las com-
ponentes de la velocidad angular como funciones variables en el
tiempo (asi su orientacién sea fija respecto del cuerpo € mclt{so su
norma constante); igualmente el Tensor de Inercia contepdrla, no
parametros caracteristicos del Cuerpo en todo instante, sino com-
plicadas funciones de validez instantanea inicamente. En fin de cuen-
tas, el problema, en el sistema de ejes de laboratorio (sistema
inercial), seria practicamente imposible de resolver en la generali-
dad de los casos. Por esta razén, conviene tratar el problet_na en el
Sistema de Ejes fijo al cuerpo, en el cual el Tensor de Inercia es una
caracteristica invariante del sistema. En principio ello no represen-
ta problema alguno, por cuanto, de acuerdo con lo estudiado para
Sistemas de Referencia en Rotacién, cualquier vector que varie en
el tiempo puede estudiarse en los sistemas de referencia de acuerdo
con la transformacién dada en la EC.(6-33):
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L cr

@G| [ﬁ
dt
esp

Utilizando esta transformacién para el Momento Angular en la
EC.(4-41), se obtiene:

dL dL| . -
a=|—]| ={—] +oxL
dt dr o

csp

}

l?sta expresion nos da las componentes del Torque, N, proyecta-
das instantineamente en el sistema de ejes fijo al cuerpo. Lo que si-
gue es partir de la expresion para el momento angular dada por la
E_C.(6-§8), asumiendo que el mencionado sistema es un sistema de
ejes principales de inercia, lo cual es siempre licito, y que_el movi-
miento del Trompo se realiza con un punto fijo (esto es, L=L ).
Para cada una de las tres componentes se obtiene en forma explfco'ita:

N, =l|'d31 -, - 1})w,0,
N, =I£°:)2 - - INw,0,

. (6-62)
N,=Lo,~-1,)0,0,

Estas c'ecuaciones se conocen como Ecuaciones de Euler del
Cuerpo Rigido, validas para un trompo que rota alrededor de algin
€je con un punto fijo; el sistema de referencia inercial (de laborato-
rio) y el fijo al cuerpo se asumen ubicados en dicho punto comun.

Conviene, a manera de conclusién, resumir lo hasta aqui desa-
rrollado sobre el tema que nos ocupa. A partir de las conclusiones
ger}erales en el CAP.IV, en donde si bien es cierto encontramos una
serie de leyes generales del Movimiento de los Sistemas de Muchas
Pamculas,’ cierto es también que llegamos a la conclusién de que,
en cualquier caso, solamente seria posible resolver con exactitud
sistemas con no mas de seis grados de libertad; para este tipo de
sistemas, tanto en el caso del sistema de dos particulas, como en el
caso del cuerpo rigido, tres de los grados de libertad integrables
corresponden al Centro de Masa mientras que los otros tres descri-
ben completamente el movimiento del sistema visto desde el centro
de masa. Para el cuerpo rigido, estos grados de libertad pueden re-
presentarse por tres rotaciones independientes, los Angules de
Euler. En estas condiciones, encontramos que siempre es posible,
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al menos en teoria, encontrar mediante las ecuaciones de movimiento
dadas por las EC.(4-13) y (4-14) las soluciones al problema; en par-
ticular, si el Cuerpo Rigido se mueve con un punto fijo, las
Ecuaciones de Euler representan un conjunto de tres ecuaciones
de Movimiento para las variables ®, , ®, y o, las cuales a su vez, de
acuerdo con las relaciones EC.(6-29), representan un conjunto de
ecuaciones diferenciales para los correspondientes angulos de Euler.
Sin embargo, conviene hacer caer en cuanta que al haber demostra-
do. como se ha hecho a lo largo del presente capitulo, que el proble-
ma de la Dindamica del cuerpo rigido tiene solucién, no quiere ello
decir que encontrarla sea sencillo; ello es, sin embargo, viable en
una serie de circunstancias. La utilidad de las EC.(6-62) se aprecia
mas a la luz de algunos ejemplos caracteristicos que nos permitan
resumir una amplia gama de posibilidades reales.

EJERCICIO (6-46) Encontrar las
ecuaciones de movimiento para la «Maquina
de Atwood» (Polea Simple) cuando se tiene en
cuentalamasadela polea.mp

L
|

X

SOLUCION: Como se muestra en la fi-
gura, para las dos masas se tiene:

Mg—-T = Ma -
T, —mg=ma

S

Como se puede ver, si la polea ha de rotar
sobre su eje 3, debe existir un torque neto res-
ponsable respecto de dicho eje: en consecuen- v
cia, la tension, contrariamente a cuando se
asume que la polea no tiene masa. debe ser dife-
rente en los dos lados. Para la polea. le ecuacién
de movimiento sera solamente respecto del CM,
pues ella no se desplaza. En consecuencia, de la
EC.(6-61) se obtiene:

Q|

3

N, =(T, -T,)R=I1,0,=(m,R* / 2)(a/R) (0, =dy/dt=dg/dr)

Observe que y es el angulo de Euler correspondiente a la «Nutacion».
Adicionalmente, la expresion incluye la «Ligadura» existente, que no es otra que la
invariabilidad de la longitud total de la cuerda: por ello, la aceleracion tangencial y la
aceleracion angular se conectan de acuerdo con lo expresado en la anterior relacién
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Resolviendo el sistema de ecuaciones, se encuentra para las tensiones y la aceleracion
los siguientes valores:

i M—m-{
MIOI _g
T= l_M—m M

1ot

T, = 1+_—M—m mg
M

ot

Expresiones en las cuales adicionalmente se tiene:

My=M+m+m /2

lo que puede interpretarse como la Masa Efectiva Total del sistema que participa

del movimi i i : '
movimiento, a la cual la Polea (asumida como un disco homogéneo) contribuye
solamente con la mitad de su masa real.

condlizc‘:ffd(;lrg;c;(ﬁ-‘”) En el ejemplo anteripr se‘ha supuesto que se cumple la
St eniiite aaa ura, esto es, que no hay desllz.am:epto entre Ia. cuerda y la polea
R e d5um1r un coeﬁment.e de rozamlent'o mﬁm.to). S.l ello no se a:‘;ume.

o eterminado coeficiente de rozamiento dinamico, ;qué variables

adicionales . .
lonales deben contemplarse para establecer las correspondientes ecuaciones de
movimiento?

EJERCICIO (6-48) El esque-
ma dela ﬁgur.a representa un disposi-
tivo para medir Momentos de Inercia.
Los valores de las masas de los dife-
rentes cuerpos son los indicados en la
figura. El radio del cilindro sobre e] que
se aplica el torque a la mesa (en forma
de disco)esr,; Res el radio total de |a
mesa. Suponga que la masa de la polea
es despreciable. Encuentre la expre-
sién que le permite obtener el momen-

to de inercia de los cilindros alrededor
de sus correspondientes ejes de simetria, cuando el cuerpo colgante ha caido una
determinada distancia ¥ en un tiempo medido experimentalmente, <.

EJERCICIO (6-49) Un cilindro
macizo homogéneo de masam rueda sin
deslizar, por un plano inclinado un angu-
lo 8. Establezca su ecuacion de movi-
miento y calcule directamente el valor de
su velocidad de traslaciéon cuando llega
al nivel inferior. Compare este valor con
el que se obtiene para cuando el cuerpo
es: un cilindro hueco; una esfera maciza
o una esfera hueca. En todos los casos
la masa es igual a la del cilindro original.

SOLUCION: Tal como se esquematiza en la Figura, se tiene: para el movimien-
to del CM:

W —mgi, +f. = Ma=
mgsen(8) - puW, = Ma
Wy —mgcos(8)= 0

Se ha tomado p#¥, como la magnitud de la fuerza de rozamiento cinética. Por
otra parte, para el movimiento del cilindro respecto de su centro de masa la correspon-
diente ecuacién de Euler respecto del eje <3> fijo al cilindro (perpendicular al plano de
la pagina), sera:

mR? ( a

(&) -umr

N;=1Lo,=

i

Expresion que da cuenta de la condicion de Rodadura. en el sentido de que el
cilindro no desliza. Solucionando el sistema de ecuaciones se encuentra:

a=(2/3)gsen(9)
p=(g/3)tg(s)

Para la velocidad de traslacion, al momento de llegar el cilindro al nivel inferior, si
H es la altura del plano y parte del reposo, se encuentra:

v=+/2aS =./(4/3)gS sen(9) = /(4/ 3)gH

EJERCICIO (6-50) En el EJ.(6-49) encuentre el valor para la velocidad del
cilindro al llegar al nivel inferior, a partir del Principio General de conservacion de la
Energia. Compare los valores obtenidos parav, a y p enel EJ.(6-49) con los que se
obtendrian si no hubiese rozamiento dindmico, es decir, cuando hay s6lo deslizamien-
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to. Dé una interpretacion al valor obtenido para el coeficiente de rozamiento: ;qué
pasaria si el valorreal fuese mayor? ;Qué pasaria si fuese menor al obtenido?

EJERCICIO (6-51) Resuelva el problema anterior suponiendo que el movi-
miento del cilindro es una rotacién alrededor del punto instantaneo de contacto entre
el cilindro y el plano. y muestre que el resultado obtenido para la aceleraciéon es com-
pletamente equivalente al previamente hallado.

EJERCICIO (6-52) Discutir la forma explicita de las Ecuaciones de Euler
para un Trompo Esférico.

SOLUCION: Por cuanto los tres Momentos Principales de Inercia son iguales

entre si, los términos de acople de las componentes de la velocidad angular desapare-
cen; en consecuencia:

N=lo =N, =lo,
Esta relacion equivale a decir que, en este caso, siempre se tendrd que el torque y

la aceleracion angular son paralelos, en la misma forma que lo son el momento angular
v la velocidad angular.

EJERCICIO (6-53) TROMPO SIMETRICO LIBRE: Discutir las ecuaciones
de Euler en el caso general de un trompo simétrico libre.

SOLUCION: El caracter de «Libre» quiere decir que sobre él no hay accién
extenior neta; ni fuerza externa, ni torque externo. La Energia y el Momento Angular se
manuen:.:n constantes. Por consiguiente, el Momento Angular no puede cambiar, ni en
norma ni en direccion. Adicionalmente, en cuanto que el trompo es simétrico. tendra
dos Momentos Principales de Inercia iguales; por consiguiente:

0=l'e, -(I'-I))o,0,
0=l'e, - (I} - I'w,o,
0=IlLo,

La tercera de estas ecuaciones se integra inmediatamente para dar:

(03“—‘Cf€=\il’

Observe que la componente expresada realmente corresponde a \J siendoy el
correspondiente angulo de Euler. En otras palabras, el movimiento se realiza de tal
manera que la proyeccion de la velocidad angular sobre el eje de simetria del trompo se
mantiene constante. Por otra parte, para «desacoplar» las ecuaciones para las compo-
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nentes de la velocidad angular a lo largo de los ejes <1> y <2>, utilizamos el mismo
«truco» empleado al estudiar la trayectoria de una particula en un campo magnético:.
esto es, derivamos una vez mas cada una de las dos primeras ecuaciones para obtener:

0, +Qw, =0

0, +Q%0,=0

Expresion en la cual el valor de Q) estara dado por:

(Nuevamente, @ corresponde al Angulo de Euler) La solucion al anterior sistema
de ecuaciones ya nos es conocida: es una solucién arménica, con frecuencia(2; de la
condicion de que la velocidad angular debe ser constante, se obtiene como solucion:

o, =0 —o3 sen(Qr)
®, =0} —o2 cos(Qr)

Adicionalmente, de la EC.(6-61) se obtiene que simultaneamente debe cumplirse
que la proyeccion de la velocidad angular en la direccion del momento angular debe
mantenerse constante:

Figura 6-12
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2
mL=TT:Cre

El resultado neto puede verse en la FIG.(6-12) en la cual se aprecian dos posibili-
dades, seginQ y o correspondan a rotaciones en un mismo sentido o en sentido
inverso, lo que se desprenderia del signo implicito en la expresion para 2, esto es,
determinado por el valor relativo del momento principal de inercia respecto del eje de
simetria en comparacion con los restantes. En el caso (a), los dos conos son tangentes
por el exterior, por lo que las velocidades angulares Q y o tienen el mismo sentido;
en el caso (b), los conos son tangentes internamente, lo que lleva a que €2 y ® tengan
sentido contrario. En cualquiera de los dos casos, sin embargo, se tendra que el perio-
do de w alrededor de la direccién del momento angular, (2nt/w), es mas «lento» que el
periodo con que w describe el cono alrededor del eje <3>, (2n/w,). Parael caso de la

Tierra, haciendo caso omiso de los momentos exteriores, se encuentra para €2 un valor
aproximado a /306", esto es, cercano a 10 meses.

~ EJERCICIO (6-54) Eneel ejemplo anterior, encuentre una expresion para rela-
c1ona'r‘los angulos que forman el momento angulary el eje <3> fijo al trompo, asi como
también el que forma el momento angular con la velocidad angular. ; Qué puede decir
acerca de esta relacion en comparacion con la direccion en que se realiza la precesion?

EJERCICIO (6-55) TROMPO LIBRE GENERAL: Discutir. a partir

df! las ecuaciones de Euler, el movimiento mas general de un trompo aislado meca-
nicamente,

SOLUCION: Las ecuaciones de Euler son compatibles con las ecuaciones de
conservacion de la Energia Cinética (respecto del Centro de Masa), que para el caso
que corre§p0nde es la energia total del sistema, y del momento angular. En consecuen-
cia, apartirde las EC.(6-57) y (6-58) se tendra que simultaneamente deben cumplirse:

3 3 J?
D Lol =2E=Cte=) —
r
k=1 =L
3
Y el =1=Cre

k=i

La primera de estas ecuaciones. en un espacio de momento angular, representa
un Elipsoide de Inercia cuyos ejes seran:

H. GOLDSTEIN: 2a Ed.. op.cit. p 269.
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J2EL

=123

Por su parte, la segunda de las ecuaciones representa, también en un «espacio de
momento angular», una esfera de radio L. Si se asume que entre los tres Momentos
Principales de Inercia se cumple larelacion:

I<L<L
se encuentra que necesariamente se cumple también,

2EI<L’<2EI

—

pero nada es posible decir acerca \
de larelacion entre L y el eje intermedio

del Elipsoide de Inercia anterior- Elipsoide de Inercia W7

mente definido. '
Por otra parte, como en el caso ge- ’.,

neral del Trompo Simétrico, el movi-
miento es tal que la velocidad angulara
lo largo de la direcciéon del momento
angular se mantiene constante, lo que
se deduce a partir de la EC.(6-61). La 2
FIG.(6-13) muestra un esquema de lo que
podria representar el movimiento que se
esta describiendo. El punto de contac-
to entre el Elipsoide de Inercia es tal que yace en un plano imaginario tangente al
elipsoide. perpendicular a la direccién del momento angular. Este punto describe en
este plano una curva, conocida como HERPOLHODIA, la cual, en caso de s el
elipsoide fuese el correspondiente a un trompo simétrico, seria una circunferencia.

POLHODIA

Figura 6-13

A su vez, la curva que el punto tangente entre el Elipsoide y el plano perpendicu-
lar al Momento Angular describe sobre la superficie del Elipsoide, se conoce como
POLHODIA. Es claro también que si este Elipsoide fuese el de un trompo simetrico.
la Polhodia correspondiente seria también una circunferencia.

A partir de la desigualdad encontrada entre los ejes del Elipsoide de Inercia
y la norma del momento angular, L, es posible analizar la estabilidad del rr!ovm?lemo
del trompo. Ya hemos dicho que si el eje de rotacion es un eje principal de inercia, los
vectores momento angular y velocidad angular permanecen paralelos; si, por el con-
trario, suponemos que la velocidad angular se halla ligeramente desviada de la direc-
cion del eje <3>, correspondiente al eje mayor del elipsoide, ello quiere decir que la
esfera de Momento Angular intercepta el elipsoide, y en la vecindad del eje <3> su
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radio es siempre menor. en cualquier direccion. que el eje del elipsoide. En consecuen-
cia, el vector velocidad angular « Precisa» alrededor de dicho eje. Algo similar sucede
cuando la velocidad Angular se halla ligeramente desviada del eje de menor momento
de inercia. eje <1> en nuestro ejemplo; en este caso. en todas direcciones la intersec-
cion de la esfera con el elipsoide describe una curva cerrada alrededor del Eje principal
de Inercia. correspondiente con el hecho de que el radio de la esfera se mantiene
también ligeramente mayor al del elipsoide. Esto quiere decir, entonces. que también
existe una «Precesion» estable alrededor de dicho eje <1>. Respecto del eje <2>, sin
embargo, la situacion es diferente: una pequenia desviacion de la velocidad angular
respecto del eje principal de inercia. hara que el movimiento devenga en unaprecesion
alrededor del eje <1> 0 <3>. gjes de menor o mayor momento de Inercia respectivamen-
te. Larazon para ello es que la interseccion de la esfera de momento angular con el
elipsoide es tal que mientras en una direccion (perpendicular al eje <2>) el radio de la
esfera es mayor que el eje del elipsoide, en la otra es menor, lo cual no permite una
trayectoria cerrada alrededor del eje <2>. Estas situaciones se muestran esquematica-
mente en la FIG.(6-14), en la cual se pueden observar diferentes POLHODIAS sobre el
ELIPSOIDE DE INERCIA de un Trompo Libre sin eje de simetria.

EJERCICIO (6-56) La FIG.(6-15) esquematiza un TROMPO PESADO.,
el cual «baila» con un punto fijo en el sistema inercial de referencia. Describir su
movimiento en dicho sistema.

2EI1 <L2<2EI2

.S

2El1<2El2<2Els

Figura 6-14
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SOLUCION: La soluciéon que
sigue tiene un cardcter aproximado.
Contrariamente a lo realizado en los
anteriores ejemplos, no entramos a
estudiar el movimiento desde el sis-
tema de ejes fijo al cuerpo, sino en el
de laboratorio. Como se observa en
la FIG.(6-15), facilmente se pueden
deducir las siguientes relaciones
vectoriales:

F=-mgu,

R = dlu, cos(9) + u, sen(9)]

Por consiguiente, para el torque
se obtiene:

Figura 6-15

N=RxF= —mgd sen(8)[u, x U, ]=mgdsen(8)u,

En el instante mostrado en la FIG.(6-15), suponiendo que no hay cambio alguno
en el angulo 9, puede verse que la norma del vector torque es:

do ;
mgd sen(9)= Lsen(93) E- = L,oW,

expresién en la que Wp corresponde a la Frecuencia de Precesion de la velocidad
angular (que es paralela al eje <3> fijo al cuerpo) alrededor de la direccion de la fuerza.
vale decir, del eje <z> del sistema inercial de referencia. Resolviendo para la frecuencia
de precesion se obtiene:

od
W = m:g
[

Esta expresion es de facil comprobacion experimental. Adicionalmente. puede ob-
servarse que parad = (), lo cual corresponde al caso de un trompo libre, la frecuencia de
precesion es nula, como puede deducirse del EJ.(6-53). Sin embargo, no debe confundir-
se esta Precesion con la frecuencia €2 obtenida en el referido EJ.(6-53): esta ultima
aparece por razon de no corresponder el eje de giro con el eje de simetria. Por otra parte,
€s importante notar que. en caso de que el punto fijo se ubicara por encima del Centro de
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Masa del trompo, la frecuencia de prece-
sion. W invierte su signo. Este hecho es M 7
también comprobable experimentalmente.

junta muestra un ROTOR. Establezca la |
ecuaciones de Euler correspondientes a
este tipo particular de cuerpo rigido, inclu-
yendo la forma particular del tensor de iner-
cia de acuerdo con los pardmetros dados.

m
O
EJERCICIO (6-57) La figura ad-
72 L

EJERCICIO (6-58) La FIG.(6-16)
representa un roror; el cual se halla ancla- *t z
do y gira al rededor un eje vertical fijo que
pasa por el dentro de masa (las dos esfe-
ras que componen el rotor son idénticas).
La velocidad de rotacion es constante.
Calcular las reacciones en los apoyos su-
perior e inferior.

SOLUCION: De acuerdo con el
esquema de la FIG.(6-16), para los ejes alli
mostrados (fijos al cuerpo), teniendo en

c_uenta los anteriores resultados del EJ.(6-
55). se obtiene:

N, =0
N, =2MR*®” sen(c.) cos(ar)
N,=0
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Por cuanto no hay desplazamiento
del CM. la fuerza total debe ser nula: la :
posibilidad para que en el instante mos- SEHEE
trado en la FIG.(6-16) se produzca un

torque en dn‘e_ccmn perpendicular al plano de la hoja es que existan dos apoyos
1guales. con direccion contraria, tal como se indica en la figura referida mediante

las fuerzas | . Por consiguiente, para el torque en direccion del eje <2> del siste-
ma fijo al cuerpo. se tendra:

N = F(a+h)

Para /. lamagnitud de la reaccion en los dos apoyos del cuerpo rigido, se obtiene:

i Ml w? sen(29)
HNa+b)

Expresion en la cual/ = 2R corresponde a la longitud total del Rotor. Esta «Reac-
cion Lateral» en los apoyos (0 «Bujes»), es la responsable del desgaste de los mis-
mos cuando un cuerpo rigido. que se supone debe rotar alrededor de su eje de simetria,
rota realmente alrededor de uno diferente. desviado del original.

EJERCICIO (6-59) En el
EJ.(6-58), encuentre la expresion corres-
pondiente a la energia cinética del rotor,
y el valor del momento de inercia res-
pecto del eje de giro (eje <z> del siste-
ma inercial).

EJERCICIO (6-60) Como en

el EJ.(6-58). el Cuerpo Rigido de la
FIG.(6-17) (un cilindro macizo homogé-
neo de radio R y longitud/), rota con
velocidad angular constante respecto
de un eje vertical fijo entre dos cojine-
tes. pero desviado un angulo o respec-
to de la direccién del eje de simetria del
cilindro. Encuentre la correspondiente
expresion para las reacciones sobre las
paredes de los cojinetes y la expresion
para el momento de inercia respecto del Figura 6-17
eje de giro. Compare esta expresion con
la correspondiente a un cilindro hueco.
Tanto este ejercicio como el (6-58) dan una idea de la manera como funcionan la maqui-
nas cuyo objeto es determinar qué tan descompensadas se hallan las llantas de un
vehiculo y generar la informacién para su correcto «balanceo». A partir de los resulta-
dos obtenidos. trate de explicar el funcionamiento practico de tales instrumentos.




APENDICE | ]
COORDENADAS CARTESIANAS, CILINDRICAS
Y ESFERICAS

INTRODUCCION

En el espacio euclidiano de tres dimensiones, respecto de un origen de referencia,
1a ubicacién de un punto cualquiera requiere de tres parimetros linealmente indepen-
dientes: tales parametros se conocen como sus Coordenadas. La escogencia de
estas coordenadas es asunto que estudia la geometria; la solucién de un determinado
problema en Cinematica, asociado, como se ha descrito en el CAP.IL al seguimiento de
la posicién de un punto (o conjunto de puntos cuando se habla de sistemas de mu-
chas particulas) en cada instante, se facilita si el Origen de Referencia y el correspon-
diente Sistema de Coordenadas que se escoge es tal que, por ejemplo, guarda
relacién con la simetria de la region del espacio en que la particula se ve obli.ga('la a
moverse. Asi por ejemplo, cierto es que nada impide que para el estudio del movimien-
to rectilineo de una particula escojamos un sistema de referencia por encima o por
debajo de la recta que la particula describe: sin embargo, sabemos que la solucion al
problema se facilita si el origen de referencia se escoge también sobre la misma recta
(respecto del cual, por ejemplo, el Momento Angular es siempre nulo). Anélogam-ente.
si queremos describir el movimiento sobre la superficie de la tierra, que asumimos
esférica, respecto de un origen de referencia en su centro, cualquier punto sobre ella
se ubica exactamente mediante los correspondientes valores de Latitudy Long.imd.-
esto es, aun cuando el movimiento es en «tres» dimensiones, solamente se requieren
«dos» coordenadas; en este caso particular, el angulo medido desde el ecua_dor hacia
los polos a lo largo de los meridianos (Latitud Norte o Sur), ¥ el angulo medido de§de
un meridiano de referencia en direccién paralela al ecuador en el sentido de la rotacion
terrestre, Longitud Este, o en el sentido contrario, Longitud Oeste.

I-1: SISTEMAS DE COORDENADAS

La FIG.(I-1) muestra tres diferentes posibilidades de escoger coordenadas de un
punto en el Espacio Real de Tres Dimensiones, cominmente llamadoR? . Respectiva-



262 C.Lorez T.: MecaNicA NEWTONIANA

Figura (I-1)

mente, las coordenadas escogidas se adaptan a la simetria de un paralelipipedo rectan-
gulo, de un cilindro y una esfera.

En el primer caso, FIG.(I-1)(a), las coordenadas corresponden a las distancias del
punto a tres direcciones mutuamente perpendiculares en el espacio; o, si se quiere, a los
tres planos ortogonales que generan dicho espacio. Estas coordenadas se conocen
comuinmente como Coordenadas Cartesianas del Punto, (x, v. z) o (x, X X, )

En la FIG.(I-1)(b) se representan las coordenadas cilindricas, las cuales se toman
asumiendo que el punto se halla en algiin lugar sobre la interseccién de las superficies
que conforman su cara superior (o inferior) y su superficie cilindrica, El origen de
rgfarencia se encuentra sobre el eje de dicho cilindro; la proyeccion del punto sobre el
eje del cilindro constituye la coordenada p, la correspondiente altura la coordenadaz
y el angulo g, medido desde una direccion de referencia (direccion x de las coordena-
das cartesianas) hasta la direccion de la coordenada p. corresponde a la tercera coorde-
nada. En resumen, las Coordenadas Cilindricas incluyen una coordenada angular

dos proyecciones, las cuales se denotan por la tripla ordenada, (p, ¢. z). La coordenada ¢
se conoce en Astronomia como el Acimut.

' Fl_n‘almente‘ las Coordenadas Esféricas se definen asumiendo que el punto, cuya
ublcqcmr_! se pretende determinar, se halla sobre la superficie de una esfera de radio r;
la gb:cac;on es completa si, adicionalmente, se conoce el valor correspondiente del
Acimut, @, y el angulo 8 que mide la orientacion de la direccion radial, », respecto de la
direccion de la coordenadaz del sistema cartesiano o cilindrico. La tripla (», @, 9)
corresponde a las Coordenadas Esféricas del punto. En geografia. el angulo o
es mas conocido como Longitud que como Acimut: a su vez. el angulo 9. en cuanto
que la direccion de la coordenada = se toma del centro de la tierra al polo. se llama el
angulo Polar: su complemento se conoce como la Latitud del correspondiente punto
sobre la superficie de la esfera.

APENDICE: COORDENADAS CARTESIANAS, CILINDRICAS Y ESFERICAS 263

1-2: RELACIONES DE TRANSFORMACION ENTRE SISTEMAS
DE COORDENADAS

De acuerdo con la forma en que se han definido, existe una relacion entre la coorde-
nadas del punto en uno y otroSisrema de Coordenadas, asumiendo que en los tres casos
el Origen del sistema es el mismo. A partir de los esquemas en la FIG.(I-1) pueden compro-
barse facilmente las relaciones contenidas en la TABLA(I-1). mediante las cuales es posi-
ble pasar de uno a otro sistema sin mayor dificultad. Obsérvese que, proyectadas en el
plano (X, Y), las coordenadas cilindricas y esféricas coinciden; este sistema de coordena-
das en el plano, (r, ¢), se conoce como Sistema de Coordenadas Polares.

Conviene anotar, que los sistemas aqui definidos no son los tinicos posibles. asi
como tampoco las simetrias del paralelogramo. del cilindro o de la esfera son las inicas
existentes en el espacio de tres dimensiones. Piénsese solamente el caso referente a la
superficie terrestre, la cual, estrictamente hablando, no es una esfera, y mas exactamente
puede asimilarse a un elipsoide de revolucion, mediante el cual es posible explicar el
achatamiento de los polos. Aun en este caso, sobre la superficie se requeriria solainente de
dos coordenadas para ubicar un punto, pues la relacion entre los semiejes de la elipse que
la genera no cambia; un sistema de Coordenadas Elipticas seguramente debera con-
templar esta relacion, la cual en cada punto, dados por ejemplo la Latitud y la Longitud.
permite conocer la respectiva distancia del punto correspondiente al centro de la tierra.

TABLA(I-1)

RELACION ENTRE LAS COORDENADAS DE UN PUNTO EN
LOS SISTEMAS CARTESIANO, CILINDRICO Y ESFERICO

(x,.2) (P, ¢, 2) (r, 8.0)
= X pcosp rcos@send
yis= ¥ pseng rsen@send
= Z Z rcosd

= V rsend
P (,1‘2 § },z )72 p
¢= arctg(v/ x) ¢ ¢
= g 7, rcos$
= ] ) 1
7 {.\‘2+_\’2+Zh)" {p_+:z),: r
= - 5 1z . ~ =
- arctg[(x~ + y~ ) ?/z] arctg(p /'z) 8
Q= arctg(y/ x) P 0
=
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[-3: BASE VECTORIAL CARTESIANA, CILINDRICA Y ESFERICA

En el CAP.II se introdujo el concepto de Base Vectorial, en particular se definio
una Base Ortonormal Cartesiana, DEF.(2-12), en la cual las direcciones del los
correspondientes vectores de base tienen las direcciones de las aristas de un
Paralelipipedo Rectangulo. En forma analoga. es posible definir una Base
Ortonormal Cilindrica o una Base Ortonormal Esférica. En el primer caso. los
vectores de base se orientan de acuerdo con las propiedades de simetria del Cilindro;
vale decir, su eje. su arista y la tangente a la circunferencia de su base; para el caso de
la Esfera. tendremos: su radio, y las tangentes al «Ecuador» (o al correspondiente
«Paralelo») y al Meridiano que pasa por dicho punto.

En la FIG.(I-2) se han representado los vectores unitarios que forman estas dife-
rentes Bases Vectoriales. Es claro que asumimos que ellas deben situarse en el Origen
de Coordenadas, O. Sin embargo, por razones eminentemente nemotécnicas. en la
F1G.(I-2) se han ubicado en el punto cuya ubicacion se representa por el vector de

posicion. F(1).

Figura (1-2)

Ahora bien: como en el caso de los distintos sistemas de coordenadas, es tam-
bién posible pasar de la representacién de un vector en una determinada Base Vectorial
aotra. La teoria general de este tipo de Transformacion Ortogonal se desarrolla en el
CAP.V1al momento de estudiar la cinematica del CUERPO RiGIDO. Sin embargo, me-
diante empleo de las relaciones en la TABLA(I-1) y de las nociones basicas del alge-
bra de vectores, partiendo del simple hecho de que cualquier vector puede ser expresado
en una base vectorial cualquiera mediante una combinacién lineal de los correspon-
dientes Vectores de Base, es posible encontrar las relaciones de transformacion entre
las tres bases ortogonales representadas en la FIG.(I-2). Al estudiante queda como

ejercicio mostrar la validez de las relaciones correspondientes, las cuales se represen-
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tan en la TABLA(I-2). En particular. el estudiante debe encontrar la forma explicita en
que se expresan los vectores de la base esférica en la base cartesiana.
TABLA(I-21)

RELACION ENTRE LAS BASES VECTORIALES
CARTESIANA, CILINDRICA Y ESFERICA

fa .a,.4,} ({§,4,.4,) {d,.d,.4,]
ﬁx = ﬁx {cos@,—sen®,0} |{sen 3 cosp,cosYcos.seng}
u, = u, {sen@,cos,0} |{sen Ysen,cos $sen®,—cos |
i, = i, i, {cos 9,-sen 9,0}
ﬁp = | {cos@,sen®,0} ﬁp {sen 9, cos 9,0}
= fmecsaest |, 5,
ﬁl - 1 , ﬁz {cos 8,—sen 9.0}
il — ‘-,? {sen 9,0, cos 9 ﬁr
ﬁg — 22 {c0s9,0,sen 9} ﬁs
=] ¢? i, i,




APENDICE 11
ROTACIONAL DE UNA FUERZA
CONSERVATIVA

No se pretende hacer una rigurosa deduccion de las propiedades matematicas de
los campos vectoriales conservativos, lo cual puede consultarse en apropiados textos
de matematicas y calculo vectorial!' |, El interés del presente APENDICE se centra en
mostrar como las propiedades de vectores que tienen una significacion fisica particular,
la Fuerza en nuestro caso, pueden estudiarse sin necesidad de perder la imagen fisica
del problema de que se trata.
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Figura(Il-1)

Ver, por ejemplo: Tom APOSTOL. op. cit. pp 250/259 y 297/303
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Tomemos la EC.(3-12) y observemos la FIG.(1I-1) (a). La curva cerrada a puede
expresarse, manteniendo la direccionalidad en el recorrido, como la suma de las
siguientes trayectorias:

C=y,=A,+7,-X,,

Por su parte, por cuanto la fuerza se supone conservativa, el integral cerrado,

§, puedeescribirse de la manera siguiente:

I (F)o di = §F(r)0d"+§F(r)0di‘ §F(r)odi" j;F(r)Odf-
.

L8 Y2 Ay

Por cuanto el trayecto comin a ambas trayectorias, A,,, es recorrido en direcciones
opuestas al realizar la integral a lo largo de las trayectorias cerradas, los dos ultimos
términos de la integral se anulan, pues punto a punto, a lo largo de A, el diferencial
correspondiente invierte su signo respecto del valor a lo largo de A, . En consecuencia,

se obtiene:

jF(f)-dhfF(f)odnj?F(f)-df
r T Y2

(I1-1)

El procedimiento seguido con la trayectoria cerradaI” no tiene restriccion alguna,

mis alla de la necesidad de que la funcién i’( F) este definida en todo el espacio. en

particular en todos los puntos de la superficie finita que encierra la trayectoria I, que
llamaremos ZI" (solo de esta manera las trayectorias Y, Y Y. sondos trayectorias
Adyacentes y Cerradas, pero arbitrarias). En consecuencia, como se observa en la
FIG.(II-1) (b), podemos hacer lo mismo con Y, ¥ ¥,- El procedimiento puede repetirse
indefinidamente subdividiendo cada vez mas las trayectorias, hasta comprobar que el

conjunto de los integrales resultantes rodean todos los puntos de la superficie
encerrada por la trayectoriaT . Esto es:

IF(r)Od”-— lszj;F(r)Odf'

"“v

(11-2)

De acuerdo con lo dicho, en el limite, y, representa una trayectoria que rodeaun
elemento diferencial de superficie, 36,, el cual, continuando con el proceso de limite
bien puede representar solamente un punto de dicha superficie; a su vez. todo el
integral «alrededor» de este punto (a lo largo dey, ) puede entenderse como una
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funcion de densidad superficial que nos dice como «circular F(f-) alrededor de

dicho punto. Esta funcidn se denomina, consecuentemente, el Rotacional de la
Fuerza; Por cuanto, adicionalmente. el integral a lo largo de y, dependera de la
orientacion que se asigne al elemento de superficie 8c,, podemos definir el rotacional
de la fuerza mediante la siguiente relacion vectorial:

$E(E)e dF = [rotF(F))e 55,

T

en donde se entiende que lacurva y, practicamente encierra solamente un punto, el

punto i‘k , al cual se le asocia un «drea orientada», 8c,. Volviendo a la EC.(11-2), se
obtiene:

[EE)e dF = lim thF(rk 1055, = [[rotF(F)e f1da (11-3)
) |

n—o
Ir

fi  esunvector unitario perpendicular a la superficie en el punto representado pordoc.

Una demostracién mas rigurosa®, realizada por GREEN para una superficie plana y por
STOKES para una curva cerrada sobre una superficie abierta cualquiera, permiten mostrar
que, en coordenadas cartesianas, el rotacional de un vector puede expresarse como:

a, @, 0,

otF(F) =V x F(F) 5 & 9

r =VxFr)=|— — = -
ox ay 0z (11-4)
Fx FY‘ F"

En esta expresion, el determinante se calcula de acuerdo con las reglas conocidas
del dlgebra, pero cuidando de la no conmutatividad de las operaciones.

Volviendo al caso de nuestro interés, por cuanto la fuerza es conservativa, se
tendra:

J'rotii‘(i‘)o fidc=0

Ir

ibid. pp 250/259 y 297/303.
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Ahora bien: dada una curval en el espacio, el nimero de superficies del tipo I
que tengan en el espacio la misma curva como contorno es infinito. Por consiguiente,
la condicion arriba expresada no es posible que se satisfaga para todas ellas. salvo
que el integrando sea nulo en todos los puntos sobre la superficie: en estas condiciones
necesariamente se debe cumplir:

e 5. w8
F(r) € Conservvtivy

= rotF(r)= 0 (11-5)

VreLp

La EC.(II-5) representa una forma alternativa de caracterizar una fuerza

conservativa, pues decirlo es equivalente a afirmar que Una fiterza es Conservativa si
es Irrotacional.

APENDICE ITI ;
DATOS ASTRONOMICOS DE INTERES

(Tomados del programa de astronomia para computador

<DANCE of the PLANETS>

PLANETA PERIODO MASA R, R,
Mercurio 0.241 0.055 1,297 0314
Venus 0,615 0.805 0,826 0,726]
Tierra 1,000 1,000 0,000 1.014
Marte 1.881 0.106 1.891 1,476/
Jupiter 11,862 314,031 5452 5,410
Saturno 29,457 94,026 8,835 0.752|
Urano 84.020 14,325 18.711 19.670
Neptuno 164,786 16,944 29,290 30,226
Pluton 247,220 0,002 29,710 20919!

Notas:

(1

2)

(3)

Las unidades para el PERIODOYy la MASA estan dadas en fracciones del
Periodo y Masa terrestres respectivamente.

Las distancias R, y R, representan las distancias del respectivo planetaala
tierra y al sol. Se calculan tomando como 1,000 la distancia media sol-tierra, la cual
corresponde al 5 de octubre de 1994.

El diametro terrestre puede tomarse como 12.756 km. A manera de comparacion. el
diametro de Jupiter es de 142.796 km., aprox. 1 1.2 veces mayor que el terrestre.
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(4) Los datos de la tabla corresponden al seis de agosto de 1994. Es claro que los
valores de las distancias de cada planeta al sol y a la tierra dependen de la fecha
en que se calculan.

«LUNA» «I0» (Jupiter)
Periodo: 27,763 dias 1.771 dias
. 3 Lo -

Masa: 1,2653 x 10" kg. 1.20844 (frac.masa lunar) A sEinick TV

Diimetro: 3476km. 3630km. CONSTANTES UNIVERSALES Y OTROS DATOS

Densidad: 3.34gem? 3.55gem™ DE INTERES

Semieje mayor: 384.4x 10° km. 422 x 10° km. NOMBRE SIMBOLO VALOR (MLK.S.)

Excentricidad: 0,0549 0,004
Numero de Avogadro: N ; 6,02213 E 23 mole
Radio de Bohr: a, 529177 E-1] merros
Constante de Boltzmann k 1,38066 E-23 JPK
Carga/masa del electron: e/m 175882 E 11 Clkg.
Radio del Electron: o 281794 E-15 metros
Carga elemental: e 1.60218 E-19 C
Constante de los gases: R 8,31451 Jimole°K
Constante de gravitacion: G 6,67259 E-1] Nm'lkg
Masa del neutron: m 1,67493 E-27 ke.
Constante de Planck: I/ 6.62607 E-34 Js
Masa del Proton: m 1.67262 E-27 kg.
Velocidad de la Luz: ¢ 2.997924 E 8 ns
Gravedad Terrestre: g 9.80665 ns
Permitividad eléctrica vac. B 8.8542E-12 C/m'N
Permeabilidad magnet. vac i, 1,25664 E-6 Weber/Am
Radio del Sol R, 6,97 E8 nietros
Masa del Sol M“ 1.99FE 30 kg.
Distancia media Sol-Tierra R, 149E 1] metros
Radio de la Tierra R, 6.37E6 metros
Masa de la Tierra M, 5,98E 24 kg.
Radio de la Luna R [L74E06 metros
Masa de la Luna M, 7,34 E22 kg.
Dist. media Tierra-Luna: R, 38ES metros

Fuentes: Photon Technology International, 1988/1989, <UNITS>
Manual de Calculadora CASIO fx 570AD.
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