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Prefacio

La cristalografia, cuyo origen estuvo asociado al desarrollo empirico de la mineralogia de
su tiempo, en el siglo XX ha pasado a ser una ciencia suficientemente independiente, con
sus propios fines y métodos, pero a la vez interrelacionada con diversos campos cientificos
caracteristicos de la contemporaneidad: los de la fisica, quimica, biologia molecular,
metalurgia, mineralogia, la sintesis de nuevos materiales para electrénica, optica, acdstica,

la produccién masiva de “minerales sintéticos” tales como micas, cuarzos, diamantes y

muchos maés.

Esta relacién multidiciplinaria de la cristalografia, conectada con la préctica de sofisticadas
técnicas de investigacién, convoca cada vez mayor interés hacia ella por parte de
especialistas y estudiantes de diferentes profesiones que, sin embargo, desean recibir en
forma breve, clara y accesible las ideas bésicas de la cristalografia, necesarias para su
aplicacién en los problemas del interés de cada quien. Satisfacer en buena medida esta
necesidad, como también responder a la ausencia de textos adecuados a nuestras

posibilidades y desarrollo, es lo que nos hemos propuesto con el presente trabajo.

Sin duda, las ideas més generales de la cristalografia, necesarias para su comprension,
son las derivadas de la simetria, de su relacién geométrica y de la interpretacion del
espacio, que responden a la concepcién de cristales ideales. Cualquier aplicacién de la
cristalografia a objetos concretos de la realidad, corresponderd a una cierta disgresion de
dicha concepcién ideal, de cuyas causas nunca podré responder la cristalografia geométrica.
Surgen asf las especialidades cristalogréficas: la cristalofisica, la cristaloquimica, la

biocristalograffa y otras de las cuales sus objetos y métodos estan por fuera de lo que el

autor se ha propuesto en esta obra.
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SIMETRIiA Y ESTRUCTURA

1.1 La Simetria

El concepto de simetria, como cualquier otro, se ha
desarrollado paulatinamente, tiene su historia. Segura-
mente, como lo indica la etimologia de esta palabra
griega, inicialmente denotaba la proporcionalidad y el
equilibrio observado en muchas de las expresiones
concretas de la naturaleza, o también el término medio
de las cosas que observadas desprevenidamente, nos
agradan (Weyl, H., 1952). Esta particularidad encontré
bien pronto aplicaciones en la arquitectura y en el arte
monumental, escultérico y pictérico como manifesta-
cién de las proporcionalidades espaciales. La proporcio-
nalidad en el tiempo, como sensaci6n gratificante, la
encontramos en la musica, en la armonia, término que
es practicamente sinénimo de simetria, de equilibrio.

Mayor concrecién del concepto de simetria se
encuentra en la geometria, en donde muchas figuras son
el resultado de una proporcionalidad adecuada de sus
partes entre si, y de estas con la figura misma. Pero, cu-
riosamente, existen figuras geométricas (poligonos y
poliedros) que pueden ser construidos, y descontada



a c B
| 3 2
3 2 1
8 a c B
2 c | B 3 A

a.

cierta idealizacién, ser sometidos a movimientos espe-
ciales o ala combinacién simultanea de algunos de ellos,
los cuales, gracias a la simetria, dejan finalmente la figura
indistinguible de su situacién o estado inicial. Obvia-
mente, todo objeto espacial por asimétrico que sea,
encuentra un movimiento, por ejemplo, una rotacion
de 360° alrededor de un eje, que lo deja indistinguible de
su situacién inicial. Pero para las figuras geométricas a
las que nos referimos existen conjuntos de movimientos
diferentes que dejan la forma o el objeto de la figura,
indistinguible. Esto supone que en el todo (la figura, por
ejemplo un tridngulo equildtero), una forma se va
sustituyendo a si misma como resultado de la sustitucién
de unos de sus elementos constitutivos (en este caso los
lados del tridngulo se sustituyen unos a otros mediante
rotaciones consecutivas de 120°) por otros, (figura 1.1).
Las figuras que permiten o que toleran movimientos de
este tipo permaneciendo indistinguibles son simétricas
y en cuanto mayor sea el nimero de tales posibles
movimientos mayor serd el grado de su simetria.

A
1
3
2 c

b. c. d.

figura 1.1

Ahora nos hemos formado un concepto més preciso
de la simetria, como resultado de la experiencia empirica
y de su abstraccién. El suponer en la figura 1.1, que el
tridgngulo a y el c son indistinguibles, méas que la igualdad
de las dos figuras, supone la identidad tanto de ellas
como de los diversos elementos (lados) que la componen
en un todo. En las figuras reales que hayamos construido
oen los objetos de la naturaleza, esta igualdad es siempre

aproximada, pero en la abstraccién cognoscitiva se pue-
de ser suficientemente estrictos y suponer, entre las
figuras consideradas y entre sus elementos constituyen-
tes, la identidad, que para el caso es una coincidencia
perfectamente congruente.

Podemos sin embargo construir formas idénticas,
como las mostradas en la figura 1.2a, cuyos elementos
(caras y aristas) coinciden con una perfecta congruen-
cia, pero que no pueden ser sustituidas indistinguible-
mente la una por la otra, ni mediante rotaciones ni
traslaciones. No obstante, un observador imaginario en
el interior de estos tetraedros, construidos con tridngulos
escalenos iguales, que pudiera trasladarse instantanea-
mente del interior de uno de ellos al del otro, los hallaria
idénticos: sus propiedades y relaciones, como por ejemplo,
las distancias entre pares de puntos correspondientes
serfan iguales (una igualdad que, como se dice matema-
ticamente, se fundamenta en las propiedades topoldgi-
cas internas del espacio) y, a pesar de ello, las formas
totales vistas desde el exterior, como se muestran en la
figura 1.2a, no son sustituibles la una por la otra mediante
los movimientos de rotacién o traslacién antes sefialados.
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Podria hasta aqui afirmarse que las formas de la figura
1.2a no son simétricas, a menos que haya otro tipo de
movimiento u operacion que haga posible esa
sustitucién. Y ciertamente, si por el medio de los dos
tetraedros colocamos un espejo plano de doble faz P
(plano de simetria), como se muestra en la figura 1.20,
entonces cada objeto crearé en el espejo su propia imagen,
la cual sustituye, o mejor, se superpone sobre el otro
objeto coincidiendo con él congruentemente.

El descubrimiento de esta operacién o movimiento
de reflexién especular es el descubrimiento de una nueva
expresion de simetria: la simetria de derecha e izquierda
o simetrfa bilateral. Los objetos que responden a este tipo
de simetria se llaman enantiomorfos. El enantiomorfis-
mo es un fenémeno frecuente en la naturaleza y su
trascendencia aumenta en la medida que se profundiza
en el conocimiento de las formas de organizacién de la
materia y también de su constitucién fundamental. Son
enantiomorfas las manos de cada persona, la cristaliza-
cién del cuarzo en sus formas derecha e izquierda, que
conducen a la formacién de cristales dobles en maclas
de penetracién, organizadas respectivamente, segun las
leyes llamadas de Dauphine o delfinado y la brasilera,
importantes por la gran diferencia que entre ellos existe
en cuanto a sus propiedades piezoeléctricas y Spticas.

La cristalizacién de sustancias en formas enantio-
mérficas o isométricas fue descubierta por L. Pasteur
desde 1848, al investigar el dcido tartarico (Karapetiams,
M. .y Drakin, S.1,, 1974), y fue él quien propuso enton-
ces el término de disimétricos para los objetos que no
podian ser superpuestos congruentemente con su imagen
especular. No obstante, hoy la disimetria no puede en-
tenderse como la ausencia total de simetria, aunque si la
supresién de algunas de sus formas. Estos tres tipos de
movimientos u operaciones de simetria (las rotaciones,
las reflexiones y las traslaciones) con sus combinacio-
nes, son suficientes para deducir los tipos de simetrias
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conocidos en los objetos espaciales macroscépicos y que
se manifiestan como ciertas regularidades geométricas.

De otra parte, el concepto de simetria se ha formado
a través de ideas como la de identidad y movimiento. La
identidad es una categoria filoséfica. Al respecto quere-
mos subrayar solamente que ella implica, entre objetos
idénticos, la igualdad o mejor la invariabilidad de sus
propiedades y relaciones caracteristicas. Pero, por otro
lado, la identidad fuera de ser temporal y transitoria, es
una categoria contradictoria, pues ademds de la invaria-
bilidad ya sefialada, supone la existencia de diferencias
y cambios que, por ejemplo, en nuestro caso de la figura
1.1, nos permitirfan distinguir los estados de las figuras
después de las rotaciones y traslaciones, si tales estados
no fueran idénticos.

En la realidad todo esti sujeto al cambio permanente,
pero esto no niega la posibilidad de la identidad sino
que apenas la hace relativa. Entre el cambio y la
estabilidad de las propiedades y relaciones de los objetos
sobre los que yacen, la simetria asi entendida, es una
categoria contradictoria que implica simultdneamente
la existencia de algo invariante, y a la vez algo en cambio,
en movimiento, inseparables lo uno de lo otro. Esta in-
terpretacion es la que ha permitido a Ovchinikov
(Ovchinskov, N. E, 1966, p. 204), definir la simetria en su
sentido més amplio, como “la unidad de la conservacion
y el cambio”. En esta definicién, por conservacién no
solamente ha de entenderse la de las magnitudes fisicas
que luego de determinadas transformaciones permane-
cen invariantes, y que por cierto siempre estan asociadas
con algtn tipo de simetria, sino también los aspectos
invariantes de cada objeto en cuanto a su conformacion,
propiedades y relaciones.

La simetria es una regularidad de la naturaleza, en la

cual la conservacién de las cosas, de sus propiedades o
de sus relaciones, se encuentra en intima relacién con




los cambios correspondientes. La simetria representa la
unidad de la conservacién y el cambio por cuanto ella
implica simultdneamente la identidad o invariacién,
aunque relativa, del objeto como también el movimiento
o cambio del mismo. Esta idea sustentada no solamente
en el campo de las simetrias geométricas, enriquece el
concepto de simetria y lo hace aplicable a diversos cam-
pos del conocimiento de la naturaleza, de la l6gica y de
las matemdticas.

En el conocimiento del mundo material se ha puesto
mayor atencién al movimiento, al cambio permanente
de los objetos, a la aparicién de fenémenos, a su repeti-
cién o desaparicién o sustitucién por otros y quiza se ha
descuidado un tanto la permanencia, la estabilidad y la
invarianza de los mismos, sin lo cual el conocimiento
seriaimposible. Los mayores logros de la ciencia, las leyes
mas universales de la fisica, estdn representadas en el
descubrimiento de invariantes, en las leyes o principios
de conservacién, asociados siempre a nuevos tipos de
simetria. Asi, la simetria se convierte en un criterio
metodolégico muy importante para la profundizacién
en el conocimiento de la naturaleza.

Mayor alcance ha encontrado el concepto de sime-
tria dentro de las matemadticas y sus aplicaciones en la
fisica y otras ciencias, donde igualmente tiene validez
su contenido. Por ejemplo, la posicién de un objeto geo-
métrico puede representarse con la ayuda de nimeros,
los cuales tienen sentido en un sistema de coordenadas.
En efecto, una serie de nimeros X,, X,,... X puede
caracterizar no solamente un objeto, una figura, sino
también sus relaciones con el sistema. Es bien sabido
que si el mismo objeto se representa en otro sistema, se
obtendrén otros nimeros X’,, X',,... X’ , con los cuales al
igual que con los del primer sistema, se pueden construir
las funciones, expresiones matematicas f(X,, X,,... X ) y
X', X',,... X’ ) que caracterizan el objeto en cuestién

en cada uno de los sistemas de referencia. El principio de
identidad o invariacién del objeto se expresa precisa-
mente en Ja igualdad de las dos caracteristicas:

X, X,... X)) = X, X,... X)) (1)

En este caso el cambio de sistema de referencia es
equivalente a una transformacién, importante problema
matemético que podemos interpretar como un movi-
miento que se realiza sobre el objeto. La igualdad de las
funciones caracteristicas representa la invariabilidad
del objeto, que no tenia por qué cambiar en sf por el sélo
hecho de cambiar de sistema de referencia. Si existen
varias transformaciones posibles, es decir, varios con-
juntos diferentes de nimeros X, X,,... X, que satisfagan
entre si la condicién (1), entonces tendremos un objeto
de determinada simetria, la cual, como quedd dicho, sélo
se evidencia mediante el movimiento o cambio y la iden-
tidad o invariacién del objeto, luego de cada movimien-
to realizado.

Anslogamente una funcién matemética puede repre-
sentar objetos de la mas variada indole, abstracta oreal,
y si ella estd sujeta a la existencia de invariantes, de
leyes de conservacién, entonces siempre estard asociada
a algidn tipo de simetrfa. En fisica la conservacién dela
energfa, del impulso, del momento angular, de la carga
eléctrica de las particulas, la estabilidad de algunas pro-
piedades de las particulas elementales de materia,
siempre estan relacionadas con algdn tipo de simetria
(Feynman, R., 1965). Igualmente en la naturaleza, cual-
quier tipo de simetria debe corresponder a algiin tipo de
conservacion.

La teorfa de grupos es la rama de las matematicas més
relacionada con invariantes y simetrias. En ella en
calidad de elementos se pueden tomar nimeros, trans-
formaciones, propiedades o cualquier otro objeto. Un




conjunto de elementos conforma un grupo siempre que
cumplan los conocidos postulados de la unidad. asocia-
tividad y de los elementos inversos.

Analizar las transformaciones, dentro de la teoria de
grupos, permite una operatividad metodoldgica para
evidenciar nuevos tipos de simetrias, en contraposicion
a la evidencia de la observacién empirica Y puramente
geométrica de la naturaleza con la que se comenzé a
formar laidea de la simetria. Se pueden analizar diversas
transformaciones, no solamente en espacios tridimen-
sionales sino en el espacio-tiempo o en espacios de mayor
dimensionalidad. Resulta edificante el estudio de los
principales logros de la ciencia relacionados con
invariantes y simetrias, algunos de los cuales han repre-
sentado verdaderas revoluciones cientificas. Ya mencio-
namos algunas leyes de conservacién en la fisica, a las
que hay que sumar la teoria de la relatividad, la mecanica
cudntica y nuevos tipos de simetrias que parecen tener
relacién con la estabilidad de la materia altamente
organizada.

Eugene Wigner, ganador del Premio Nobel de Fisica
en 1963 y gran aportante a las ideas de simetria y sus
aplicaciones en la teoria de particulas elementales,
distingue tres categorias en las ciencias naturales, Segfil"l
su orden de subordinacién: los sucesos, las leyes natu-
rales y los principios de simetria. Con esta afirmacién
de Wigner, queremos resaltar la importancia que se con-
cede a la simetria en el desarrollo de la ciencia contem-
poranea. La historia del concepto de simetria ha ido
paralela con la profundizacién que el hombre paulati-
namente logra del conocimiento de la naturaleza.

Con el dnimo de relievar en esta breve exposicién la
trascendencia de la simetria, hemos utilizado con el
mismo sentido palabras no completamente equivalen-
tes como identidad, invariacién, conservacién, lo que no
puede absolutizarse siempre. Como que diferenciamos
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dos tipos de simetria: uno que podria llamarse tedrico o
matemadtico y otro, el de la simetria de ciertos objetos
reales, que se puede evidenciar empiricamente median-
te las formas de movimiento, como las anteriormente
analizadas. Pero las dos caben bien dentro de la
definicién generalizada de simetria como la unidad del
cambio y la conservacién o invariacion del objeto,
cualidad o relacién en que se sustenta dicha simetria. Si
se trata de un objeto tedrico, abstracto o matemadtico, la
simetria se evidencia por la existencia de unas transfor-
maciones y los invariantes que a ellas corresponden. 51
en cambio se trata de objetos de la naturaleza, cosas o
propiedades de las mismas, entonces la simetria se
manifiesta como un reflejo de la estructura de tales
objetos, explicita mediante formas concretas de movi-
miento de los mismos, que los dejan indistinguibles del
estado inicial, bien sea en cuanto a su posicion, a sus
propiedades o a sus relaciones. Asi, la conservacién, la
invariacién se apoya en el principio general de la sime-
trfa. La simetria es una regularidad de la naturaleza y se
explicita en el conocimiento. Sin embargoen la realidad
del objeto, que suele ser mas compleja que su idealiza-
cién o modelo, la simetria se manifiesta como una
aproximacion. En ella no existe una verdadera simetria
o asimetria. Por ejemplo, los cristales reales mas perfec-
tos, siempre poseen impurezas y defectos que los
inclinan de la simetria ideal del grupo que les corres-
ponde. En la naturaleza se observan casos en que la si-
metria se infringe extremadamente. Asi. la simetria de
la carga eléctrica en nuestro mundo real se infringe en
el sentido de que él esta construido fundamentalmente
de electrones, mientras que los positrones son una
rareza. La materia viva, el ADN, la albimina y otras,
suelen ser internamente asimétricas, aspecto este al que
se le atribuye gran importancia en los procesos de
intercambio de sustancias e informacién y se considera
como condicién indispensable para la aparicién y
evolucion de la vida (Bluudell, T. L, 1976, cap. 19), eleva-
disima forma de organizacién de la materia. En general,

1




alaumentar el grado de organizacién o en cuanto mas se
profundice en la elementaridad de la materia tanto méas
disminuye su simetricidad (Varnshtein, B. K., 1979, T. I,
p. 160-162, 225-228).

La disimetria observada por L. Pasteur es un aspecto
de la infraccién de la simetria. Esta idea fue luego desa-
rrollada por P. Curie, quien entiende por disimetria la
ausencia de unos u otros elementos de simetria. Pero el
nimero de elementos de simetria ausentes en un
determinado caso puede ser muy alto, por lo que en la
prictica se opera no con la disimetria sino con la sime-
tria de los objetos.

Un cambio en la simetria de un objeto, y este cambio
puede consistir en la ausencia de algunos de sus elemen-
tos iniciales, no necesariamente debe interpretarse como
la tendencia a su desaparicién. En una concepcién més
general de la simetria, que suponga miultiples formas de
su manifestacién, la desimetrizacién debe suponer no
solamente la desaparicién de unos elementos de sime-
tria, sino la aparicién de otras de sus formas. Por este
camino se va a la idea de una compensacion de la sime-
tria enla naturaleza, a su conservacién y a la permanente
expectativa por encontrar nuevas expresiones y nuevas
formas de movimiento de la materia asociadas con ellas,
en la unidad de cambios e invariaciones tanto externos
como internos de los objetos.

1.2 La Estructura

La estructura es segtin una definicién, “la conexién
y relacién reciprocas, estables, sujetas a ley, entre las
partesy elementos de un todo, de un sistema” (Rosesnthial,
M., 1965). La estructura de los objetos permanece invari-
able a pesar de las modificaciones o cambios a que sus
partes constituyentes y los objetos mismos estan some-
tidos permanentemente. Es decir, el cambio permanente
de unos elementos, por ejemplo, no siempre modifica el

fundamento, la organizacién de las cosas, sus propieda-
des, aunque si puede ir acumulando la potencialidad de
su transformacién radical, de la conversion de un objeto
en una estructura diferente.

Esta transformacion suele ocurrir en forma de saltos
de calidad, o por lo menos de procesos supremamente
mas rapidos que el proceso de acumulacién de los
cambios tanto en las partes como en los objetos. La es-
tabilidad de la estructura de un objeto en el tiempo,
garantiza la estabilidad de las propiedades y atributos
del objeto, que visto de otra manera es un sistema con
cierta estabilidad, o estabilidad relativa. La estabilidad
y las propiedades fisicas de muchas fases cristalinasy su
conversién mutua, como en el caso del cuarzo, el carbono
y otros, cuyas transiciones dependen de pardmetros
termodindmicos, son ejemplos ilustrativos de esta
afirmacion.

La naturaleza se nos manifiesta en diferentes domi-
nios o formas estructurales: las nebulosas, los sistemas
solares, la tierra, la corteza terrestre, los minerales, los
4tonomos, las particulas fundamentales. Estos y muchos
otros sistemas, incluyendo los sociales, son objeto de la
investigacion del hombre, gracias a que son sistemas
que cuentan con una estructura relativamente estable,
lo que a su vez permite que en determinado momento
de la teoria puedan tomarse como elementos indivisi-
bles. No obstante, al estudiar las propiedades de cada
uno de ellos, es necesario encontrar la relacion de tales
propiedades con la estructura del objeto. Por ejemplo,
los &tomos, que al ser propuestos por Demdcrito en la
antigiiedad se consideraron indivisibles, también lo fue-
ron asi al revivirse la teorfa atémica por Dalton en el
siglo XIX, pero muy pronto se prescindié de tal indivi-
sibilidad con la teoria atémico-molecular formulada por
Avogadro y Ampere (Dalton, J., 1976, p. 18, 29), pues al
conocer mejor las propiedades del dtomo se evidencio
su estructura compleja. El niicleo atémico es hoy un




objeto de investigacién cuya estructura ha resultado
dificil de explicar, un sistema de elementos materiales
del que todavia no se ha podido formular una teoria
suficientemente plausible y coherente con los
experimentos.

En general no se ha llegado nunca a uno o unos
cuantos objetos simples a partir de los cuales se pueda
edificar la naturaleza (lo serdn los quarks=). Por esto se
afirma que cada objeto siempre es un sistema y para
diferenciar estos sistemas de los sistemas conceptuales,
con frecuencia se los denomina estructuras. En cualquier
estructura se pueden definir diversos sistemas de
elementos y de los nexos existentes entre ellos, lo que
permite conocer algunos aspectos de la misma. La
estructura es pues, la forma como se organizan los
sistemas de elementos, para tal efecto considerados
indivisibles y discretos, manifestando estabilidad e
invariabilidad en el tiempo. Una estructura en la realidad
no estd aislada, sino que se interrelaciona con otras
dando lugar a diferentes niveles de calidad en la mate-
ria. La estructura representa el aspecto invariante de un
sistema estacionario.

El anélisis de la estructura de un objeto debe
establecer claramente sus elementos, las relaciones y
nexos entre los mismos, las leyes que permiten la
existencia y funcionamiento del objeto como sistema
estable, la unidad del mismo objeto, es decir, su
conservacion a pesar de los procesos de cambio internos
y externos a que esta sometido y que de hecho va
acumulando.

Como elemento de un sistema, puede tomarse cual-
quier objeto indivisible, dentro de la estructura dada, en
partes de la misma calidad. Si se trata de la estructura
elemental de la materia, entonces sus elementos son
particulas discretas con caracteristicas también discretas.
La indivisibilidad y la discresién son caracteristicas

fundamentales de los elementos de una estructura. Debe
recordarse que no cualquier parte de un objeto estruc-
tural puede considerarse como su elemento. El elemento
sf es una parte de la estructura perc que la define de
alguna manera fundamental; por lo tanto, la determina-
cién de los elementos de una estructura no es casual.

Los elementos dentro de un sistema estacionario se
interrelacionan, mantienen nexos entre si. Clarificar
el cardcter de tales nexos constituye un aspecto Impor-
tante del conocimientoy de la estructura misma. El nexo
tiene lugar entre dos 0 mds cosas y precisamente donde
no hay homogeneidad de las mismas, en donde hay in-
continuidad o diferencia en cuanto a propiedades o
relaciones. Los nexos entre los elementos de un sistema
pueden ser de indole diversa, pero suponen siempre
movimientos, o bien internos del sistema que determi-
nan los nexos estructurales, o bien movimientos del
sistema con respecto a otros, lo que da origen a la for-
macién y transformacion de las estructuras y al estable-
cimiento de nexos de tipo genético.

Las estructuras pues, se forman en sistemas es‘tacio—
narios y estos sistemas son portadores de algtin tipo de
simetria. Por tal razén, como lo sefiala Ovchinikov “tiene
gran significado la investigacion de la simetria inter.na
de un sistema estacionario. Esta investigacion permite
evidenciar los elementos potenciales de futuras estruc-
turas, predecir la aparicién de algunas formaciones que
la naturaleza puede convertir de posibles en reales, s0-
lamente en un discurrir infinito del tiempo.” (Oveltini-
bov, N.E, 1965, p. 292).

La estabilidad de una estructura, formada en un
sistema estacionario, est4 relacionada con la invariabi-
lidad de sus elementos y de los nexos entre ellos, a pesar
de los movimientos estructurales. Es decir, esa estabili-
dad de la estructura, la invariabilidad de los elementos
v de los nexos, tienen relacion con un determinado tipo




de simetria del sistema. Un cambio en los nexos estruc-
turales conlleva a un nuevo tipo de simetria del sistema
estacionario. La aparicién de nuevos nexos estructura-
les supone en el objeto una forma de simetria mas gene-
ralizada que implica una mayor multiplicidad en las
formas de movimiento. Como ya lo indicamos, la con-
cepcién mds amplia de simetria es la que la interpreta
como la unidad del cambio y la invariabilidad del objeto
enque se sustenta.

Al estudiar sistemas complejos, el concepto de
estructura se hace sinénimo de organizacion, y la con-
servacién o invariacién de la misma depende de la asi-
milacién informativa que esos sistemas puedan tener
en la interaccién con su ambiente, para introducir los
correctivos necesarios.

Mateméticamente, la estructura es un concepto
abstracto, generalizada con otros como el de conjunto y
el de funcién, que satisfacen determinadas condiciones
como las de reflectividad, antisimetricidad, transitividad,
que, en tltimas, no son otra cosa que la indivisibilidad,
laidentidad y la trasponibilidad o indistinguibilidad de
los elementos del sistema, caracteristicas estas que
permiten o suponen movimientos internos (estructura-
les) del sistema (mateméaticamente son transformacio-
nes) que, sin embargo lo conservan, lo dejan invariable.
La estructura es pues una categoria que en el conoci-
miento no solamente implica la forma, sino también el
contenido del objeto dado.

Al destacar, aunque muy breve y limitadamente, la
importancia del concepto de estructura en la naturaleza,
queremos finalmente subrayar la estrecha relacién de
este con el de simetria. La simetria ha encontrado sus
expresiones concretas no solamente en la geometria, sino
también en las leyes de la fisica, en la biologia, en otros
campos de la ciencia y en general se la considera una
peculiaridad universal de todas las manifestaciones
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concretas de la naturaleza. Precisamente este aspecto
de universalidad de la simetria, asociada desde luego a la
gran diversidad posible de movimientos de la materia,
es la que se expresa en la definicién generalizada que
hemos acogido. Esta misma idea es la que dia a dia se
somete a prueba, a nuestro entender con €éxito, en los
campos fronterizos de la ciencia contemporédnea. “Sila
estructura es el aspecto invariable de un sistema, enton-
ces la simetria es una de las maneras de evidenciar la
estructura del sistema dado”. Este pensamiento tomado
del ya citado Ovchinikov, sefala el valioso caracter
heuristico y metodolégico que tiene la simetria para la
ciencia actual.

Cuando en la investigacién se busca conocer
sistemas reales, las estructuras se suelen dividir en
espaciales, temporales y espacio-temporales. Para los
fines que nos hemos propuesto en esta obra, en adelante
solo trataremos de estructuras espaciales: los cristales
interpretados como un ordenamiento geométrico tridi-
mensional, y las formas de movimientos de sus corres-
pondientes elementos. Estos movimientos no seran otros
que rotaciones, reflexiones, traslaciones y combinacio-
nes entre éstos.
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SISTEMAS DE SIMETRIACRISTALINA

2.1 Naturaleza de los Cristales

Los cristales son cuerpos sélidos homogéneos
formados por elementos quimicos en compuestos o
mezclas isomérficas, que en condiciones favorables
toman la forma de poliedros con caras planas, aristas,
4ngulos y vértices caracteristicos de cada material
cristalino.

Las formas geométricas de los cristales son determi-
nadas por la regularidad y la simetria con que se dispo-
nen los elementos (4tomos, iones o moléculas) en una
estructura espacial, cuya estabilidad depende fundamen-
talmente de la intensidad de las fuerzas electrostaticas
y moleculares que cohesionan entre si tales elementos,
como también de pardmetros termodindmicos.

Ademés de la regularidad geométrica de los elemen-
tos que constituyen los cristales, éstos poseen diversas
propiedades fisicas que los caracterizan en cada especie
particular y cuyo conocimiento es el que ha permitido a
la cristalografia tener aplicaciones revolucionarias en
diversos campos de la técnica.
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La cristalograffa surgié como una parte integrante
de la mineralogia, necesaria para la caracterizacion de
piedras preciosas y minerales que en muchos casos
manifiestan las regularidades geométricas de los cristales
macroscopicamente visibles. Con la ayuda de métodos
modernos de andlisis de las estructuras cristalinas se
demuestra que practicamente todos los compuestos
quimicos sélidos, incluso inorgdnicos. tienen estructura
cristalina; de tal manera que la materia solida que
compone la corteza terrestre, ademds de muchos com-
puestos sintetizados por el hombre, son en su mayoria
cristales.

Entre las diversas propiedades fisicas de los cristales
sobresalen la elasticidad, el color, el brillo, ¢l grado de
dureza y de fragilidad, el grado de transparencia, el indice
de refraccién de la luz, la luminiscencia, el magnetismo,
la dielectricidad, piroelectricidad y piezoelectricidad,
los cambios de fase dependientes de parametros termo-
dindmicos, etc. De otra parte, se consideran propieda-
des comunes a todos los cristales la homogeneidad y la
anisotropia.

Por homogeneidad de los cristales se entiende el he-
cho de que en todo volumen ocupado por cada uno de
ellos se manifiestan cualidades fisicas o geométricas
iguales, siempre que estas se observen segin direcciones
correspondientes, paralelas dentro del cristal.

La anisotropia expresa la particularidad de que sus
propiedades fisicas y geométricas no sean idénticas en
lugares diferentes dentro del cristal, si se les observa
seglin direcciones no paralelas. Hay minerales, como la
cordierita, que en direcciones diferentes dentro del
mismo cristal manifiestan coloraciones distintas, o
como la distena que segn la direccion que se tome tiene
disimiles grados de dureza, resultados estos que se
explican por la anisotropia cristalina.

2.2 Red y Sistemas Cristalinos

Determinante en la estructura cristalina y sus pro-
piedades es el ordenamiento geométrico de sus compo-
nentes. No obstante, en los cristales reales siempre hay
imperfecciones, bien sea en sus caracteristicas macros-
copicas (ausencia de algunas caras, aristas, dngulos o
vértices, o en general de formas poliédricas), o bien,
defectos e impurezas en el ordenamiento espacial de
los motivos o reticulos. Sin embargo, la descripcion geo-
meétrica de los cristales, de sus formas y de la regularidad
espacial de sus elementos, se hace idealizando las
cualidades arriba senaladas, es decir, sobre modelos de
cristales idealmente perfectos.

Para describir el ordenamiento espacial de los atomos,
iones o moléculas, denominados en general motivos,

reticulos o nodos del cristal, es necesario seleccionar tres

direcciones no colineales que se intersecten mutuamen-
te en un solo punta 0, llamado origen de las coordenadas
XYZ, o también origen de los ejes cristalograficos I, IL'y
11T (Figura 2.1). Con respecto a estos ejes se ubican regu-
lar o periédicamente los reticulos, independientemen-
te de la clase y forma que tengan las particulas que
constituyen el cristal. La periodicidad de los reticulos a
lo largo de las direcciones seleccionadas hace que cuando

m(z)
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estas se prolonguen ilimitadamente, la totalidad del es-
pacio asi determinado pueda considerarse ocupado por
un nimero infinito de paralelepipedos iguales. Este con-
junto de reticulos y paralelepipedos en el espacio se
denomina red cristalina espacial o simplemente red es-
pacial. Las distancias iguales a lo largo de cada uno de los
ejes seleccionados se llaman periodos o parametros, a, b,
c respectivamente, mientras que los paralelepipedos se
denominan celdas de la red. Si los paralelepipedos satis-
facen ciertas condiciones especiales (véase nunteral €.3),
entonces se les denomina celdas elementales.

Una red espacial, como la que acaba de definirse,
comprende casos limites especiales que consideraremos
a continuacién. Por ejemplo, una red espacial unidimen-
sional esta constituida por una fila, la de los reticulos
ubicados sobre una recta. En este caso el equivalente de
la celda elemental estd representado por la distancia
minima entre dos reticulos de la fila. La red espacial
bidimensional esta limitada a un plano que se construye
sobre las posiciones de tres motivos que no se hallen
sobre una misma fila. Consecuentemente, el equivalente
de la celda de este espacio lo constituye un paralelogramo
construido sobre los ejes que definen el espacio y con
lados iguales a los pardmetros de cada una de las corres-
pondientes filas.

A través de cualquier reticulo de una red espacial
dada, siempre es posible construir una fila paralela a
cualquier otra fila de dicha red. Este principio elemental
es importante al seleccionar las direcciones de los ejes
cristalograficos, pues es conveniente que estos coincidan
respectivamente con las direcciones de tres filas de
reticulos y que a su vez se corten mutuamente en un
solo punto. Se acostumbra que el eje I o X esté dirigido
hacia el observador, el eje I1 0 Y hacia la derecha y el eje
IIT o Z sea en lo posible vertical. A partir del punto de
interseccién mutua cada eje tendra sentidos negativo y
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positivo. Este tltimo segmento de cada eje se diferencia
graficamente por su terminacién en forma de flecha.

m(z)
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figura 2.2

La posicién relativa entre los ejes seleccionados
estard perfectamente establecida si se determinan los
dngulos o, B, y Yentre los mismos (figura 2.2). La perio-
dicidad de los reticulos a lo largo de cada uno de los ejes,
es decir, los pardmetros a, b y ¢, pueden ser diferentes
entre si, como también los dngulos o, B, y v. Por tanto,
existen siete posibilidades de combinar diferentemente
las constantes cristalinas a, b, ¢, o, B y v, dando como
resultado siete sistemas de referencia acordes con las
redes espaciales de los cristales, los cuales se denominan
sistemas de simetria cristalina (tabla 2.1). Estos sistemas
también han sido denominados singonias, por algunos
autores.

tabla 2.4 Sistemas de¢ Simetria Cristalina

Sistema cristalino Caracteristicas de la Celda
Triclinico a#bh #¢, azxfzy29%0°

Monoclinico azb #c, a=y=90° B29°
Ortorrém bico a#b #£¢, a=p=y=9%°
Tetragonal a=b #c. a=p=y=9%°
Cuibico a= b-—' ¢ a=p=y=90°

Hexagonal a=b #¢c, a=p=9%°y=120°

Trigonal AR Rl e S

a=b=c¢ o=pf=y=2%"
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2.3 Ley de la Coustancia de los
Angulos Diedros de los Cristales

La primera ley de la cristalografia fue establecida en
1783 por Romé de Llsle (1736-1790). Es una ley empirica
formulada luego de la constatacion en multiples
observaciones del autor, del hecho ya planteado con
anterioridad por Nicolaus Steno (1638-1686). de que los
angulos entre caras correspondientes en los cristales de
una misma sustancia, son constantes.

La figura 2.3 representa algunos cristales de roca con
formas diferentes, pero que cumplen siempre con la ley
de la constancia de los dngulos diedros. como los
formados por las intersecciones de. las caras ab, be y ca.
Estos dibujos han sido tomados del libro de Romé de
Llsle Cristallographie (citados por Papov y Shafranovsky,
1972), obra en la que precisamente este autor concluye
la primera formulacién de la ley de los dngulos diedros y
hace numerosisimas consideraciones sobre las formas y
los procesos de formacion de los cristales en el reino
mineral.

Cada material al cristalizar encuentra un ambiente
fisico que condiciona la rapidez del crecimiento y la
forma exterior que pueda tomar el cristal, por lo que
pueden faltar o aparecer nuevas carasy aristas, pero los
dngulos diedros entre pares correspondientes de estas
son siempre constantes. Esta ley, aunque empirica, fue
por muchos afos el criterio mas cientifico de que
dispusieron los gemdlogos encargados de certificar la
purezay el tipo de muchas piedras preciosas originales y
los instrumentos mas difundidos para estos fines fueron
los goniémetros.

2.4 La Proyeccion Estereogrdfica
Como una consecuencia del descubrimiento de la

ley de la constancia de los dngulos diedros y las propie-
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dades de simetria macroscépicas caracteristicas de los
cristales. se hizo necesaria una forma de representar
graficamente estos elementos de tal manera que se pueda
establecer univocamente la magnitud de los dngulos
diedros, las direcciones o ejes significativos, las caras y
planos y en general, todos los elementos de simetria que
pueda poseer un cristal. Varios sistemas esquematicos
para dicha representacion en un plano se han propuesto,
pero el mas préctico y aceptado universalmente es el de
la llamada proyeccion estereografica, al cual nos referi-
reimos a continuacion.

Supongamos un cristal de forma poliédrica circuns-
crito por una esfera que llamaremos esfera de proyec-
cion (figura 2.4). El centro de la esfera serd el centro de
proyeccion y debe coincidir con un punto interior del
cristal.

Si cada cara del cristal se traslada paralelamente a st
misma, se encontrara una situacion en que cada una de
ellas es tangente a la esfera de proyeccién. Los puntos de
tangencia de las caras con la esfera de proyeccion se
denominan polos de las caras, y en general, estos se pue-
den hallar muy sencillamente si desde el centro de pro-
yeccion se trazan normales a cada una de las caras del
cristal. Las intersecciones de estas normales con la esfera
son precisamente los puntos polares.

Ahora supongamos que un plano horizontal P corta
por el centro la esfera de proyeccion (figura 2.5). La in-
terseccion de este plano de proyeccion con la esfera
define un circulo sobre el plano de proyeccion P, llamado
circulo de proyeccion, que es el drea definitiva donde se
han de representar las proyecciones estereogréficas de
las formas y elementos de simetria del cristal. El eje de
la esfera perpendicular al circulo de proyeccion, deno-
minado eje de proyeccion, fija dos puntos polares Ny S
(figura 2.6).
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figura 2.5
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El polo S se toma como punto de mira. En la misma
figura se muestra la proyeccion estercografica de una
cierta direccion A sobre el circulo de proyeccion. a, esel
polo o la interseccion de la direccion A con la esfera. Si
desde S se mira al punto a,, el vector que une estos dos
puntos intersectard el plano de proyeccion en el punto
a. Este punto a, representa exactamente la proyeccion
estereografica de la direccién A. Al generalizar esta ex-
periencia, se puede afirmar que la proyeccion estereo-
grafica de cualquier direccion en el espacio, da como
resultado un punto en el circulo de proyeccion.

La figura 2.7 muestra la proyeccion estereografica del
plano R sobre P. Si este plano se prolonga imaginaria-
mente sobre el lado superior del plano P hasta cortar la
esfera de proyeccién, entonces la interseccion demar-
card un gran arco sobre la esfera, del cual se han tomado
algunos puntos a,, b,, c,, d,. Al obtener desde S la pro-
yeccién estereogréfica de cada uno de ellos sobre el plano
de proyeccién, da como resultado respectivamente los
puntos a, b, ¢ y d. Si se tomaran muchos mas puntos
sobre el arco de interseccién del plano R con la esfera, se
evidenciaria un cono, cono de proyeccion con su vértice
en S, el cual intersectaria el plano de la proyeccion este-
reogréfica P, describiendo también un arco dentro del
circulo de proyeccién. En general, la proyeccion este-
reografica de los planos se representa por arcos sobre el
plano de proyeccion, o por rectas en el caso en que los

figura 2.7 s

planos a proyectar sean perpendiculares al plano P. Esta
particularidad de la proyeccion de planos hace incémoda
la proyeccién estereogréfica de las caras de los cristales,
por lo cual en lugar de éstas se toman tnicamente las
proyecciones de las normales a dichas caras. La proyec-
cién de la normal a un plano se llama proyeccion gno-
monica de ese plano.

Veamos un ejemplo: La figura 2.8a contiene un poli-
gono resultante de la interseccién de las caras A, B, G,
....H de un cristal, confinado dentro de una esfera de
proyeccién. Estas caras, para mayor sencillez, las supo-
nemos perpendiculares al plano de corte. De la figura se
hace evidente que el plano de corte coincide con el plano
del dibujo. A su vez este es perpendicular al plano de
proyeccién P. Los puntos a,, b, ¢, ... b son los polos
correspondientes a las caras dadas, mientras que los
puntos a, b, ¢, ... h son las proyecciones gnomonicas de
las caras del cristal en consideracién. Es importante
destacar, que si inicamente se dispusiera del punto de
mira S, la proyeccién de los polos ubicados en el hemis-
ferio sur se obtendrian por fuera del circulo de proyec-
cién (por ejemplo, el punto e’ en la figura 2.8a). Esta
situacién se obvia si se toma el polo N como punto de
mira sobre los polos a proyectar, similares a €. Para di-
ferenciar las proyecciones de las direcciones que se
intersectan con la esfera en el hemisferio norte de las
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que lo hacen en el hemisferio sur, las primeras se repre-
sentan en el circulo de proyeccion mediante un pequeno
circulo y las segundas con una cruz. En la froura 2.8b,
sobre el plano P se muestran las proyecciones gnoimoni-
cas de las caras consideradas en la figura 2.5 Por las par-
ticularidades del ejemplo seleccionado, (las caras son
normales al plano de corte), todas las caras han resulta

do proyectadas a lo largo de un diametro del circulo de
proyeccién. En el centro de este se tiene un circulo con
una cruz en su interior, pues con ¢l coinciden las pro-
yecciones de las caras D y H paralclas al plano P.

Es conveniente reiterar que el circulo de la fraura
2.8b representa la interseccion del plano P, perpendicu-
lar a la figura 2.8a, con la esfera de proyeccion,

2.5 Coordenadas Esféricas
y la Red de Vulf

En un sistema de coordenadas esféricas una direc-
cién en el espacio estd univocamente definida si se
conocen los correspondientes valores de las variables
angulares @ y p. Enla figura 2.9 se ha tomado arbitrana-
mente una direccién A en el espacio a partir de un punto
0 que es también el origen de un sistema de referencia
de coordenadas esféricas. Desde este punto se ha trazado
con un radio unitario una esfera sobre la que es facil
establecer Jos valores de @ y p de la direccion dada. Como
en el caso de las cartas geograficas, dichas coordenadas
angulares se denominan longitud y latitud. respectiva-
mente. La longitud se mide a lo largo de los paralelos, a
partir de un meridiano de referencia. En cambio, la
latitud en cristalografia se mide como la distancia angu-
lar desde un polo de la esfera, a lo largo del meridiano
que conduzca hasta el punto dado.

Es importaute que al hacer la proyecciéon estereo-
grafica de la direccién A, o de cualquier otro objeto, en
el circulo de proyeccién se puedan establecer con

precisién los valores de las coordenadas que le
corresponden. Por este motivo, para mediciones precisas,
dicho circulo se sustituye por una red especial. Varios
tipos de red han sido propuestos con este fin (red polar.
de Fiodorov, de Flint y otras), pero la que ha alcanzado
aceptacion y utilizacion universales es la red de Vulf,
que en realidad representa la proyeccion estereografica
de una serie de paralelos y meridianos, trazadas
sistematicamente sobre la esfera de proyeccion.

El principio para la construccién de una red de Vulf
se ilustra en la figura 2.10. Sobre una circunferencia
dividida. en este caso en intervalos de 30°, se trazan dos
didmetros perpendiculares entre si. Desde el punto 07 se
trazan rectas auxiliares hasta los otros puntos divisores
de ia circunferencia comprendidos entre 90° y 270% y
desde el punto de 90° sobre la circunferencia, hasta los
puntos divisores comprendidos entre 180° y 360°. En
esta forma las intersecciones de las lineas auxiliares
dividen los didmetros inicialmente trazados en segmen-
tos desiguales, a cada uno de los cuales correspondt’e un
intervalo angular de 30°. La proyeccion estereografica
de los meridianos de una esfera como la que muestra la
figura 2.5, se construye como arcos de circunferencias
trazados sobre tres puntos: los dos polos y el punto de
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interseccién correspondiente de una linea auxiliar y el

didmetro horizontal (véase figura 2.10). Andlogamente

se trazan los arcos de circunferencia que representan las ;
proyecciones de los paralelos, pero en esta ocasién un

puntoes la interseccién de la linea auxiliar trazada desde

0° con el didmetro vertical y los otros dos equidistan J
angularmente de los puntos de 90° o de 270", LA K

La verdadera red de Vulf es una malla de las proyec-
ciones estereogréficas de meridianos y paralelos entre =
los cuales median distancias de dos grados, trazados en / 3 7 7,
una circunferencia de diez centimetros de radio, como [1+
ladela figura 2.11, que ademds de ilustrar se puede utilizar "
en actividades practicas, tomando de ella una falsilla o .
calca en papel semitransparente. i

Labondad de esta dimensién para la red de Vulf queda ' - =
clara con un breve analisis de la figura 2.12. En ella la

direccién A es normal a una de las caras de un cristal i T L A r EEgumEEIS
cuyo corte vertical se muestra en el centro del dibujo. ’_& ) - :

Esta direccién o vector forma con el eje NS de la esfera ' .
de proyeccién, un dngulo o y define el polo de proyec- = - ' ST
cién a,. El vector Sa, establece univocamente sobre el ] . T -_\ T _ -f{: 11 11
circulo de proyeccion del plano P, el punto a de proyec- : ALY '

¢ién gnoménica de la cara dada. Es evidente de la figura T\ \ : -
figura 2.12 la relacién N : AL austi

Oa=Rtg—§l ‘ \ T

es decir, la distancia del centro 0 al punto de la proyec- 3X 3
cién a sobre el circulo de proyeccion, se halla multipli- ’ A \
cando la tangente de <% por el valor del radio R. Si este es R
igualal0 cm., entonces después de calcular la tangente
de (gx s6lo hay que correr la coma de los decimales yla :
Tespuesta estard dada en centimetros. De otro lado, 10 X 7 . z
cm. de radio para la red de Vulf permiten trabajar . Z

holgadamente y obtener un muy buen grado de " Red de Vaulf = \177;
exactitud, [igura 2,01

w—
s

=]
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Eje de lo zonc

figura 2.
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figura 2.1
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Antes de explicar la solucion de este problema, es
necesario decir que se denomina zona de un cristal a
cualquier conjunto de caras que se¢ hallen dispuestas
paralelamente entre si, o de otra mancra expresado,
dichas caras son paralelas a una direccidn o ¢je denomi-
nado eje de la zona. El cristal de la ficura 2. 14 tiene la
forma de un prisma hexagonal. El conjunto de sus seis
caras laterales son paralelas a una direccion que es la del
eje de la zona formada por las mismas caras. A su vez, las
normales tomadas a cada una de ellas desde el punto
central del cristal, yacen sobre un plano horizontal, de

tal manera que sus proyecciones estercogrificas serdn
puntos sobre el arco que representa la proyeccion este-
reogréfica del plano que las contiene. Es evidente que la
direccién a la que son paralelas todas las caras de una

zona, es perpendicular al plano que contiene las norma-
les de las mismas.

En términos cristalograficos, y por consiguiente,
también cuando se trata de proyecciones, se considera
conocida una zona si se establece completamente la di-
reccion a la que son paralelas las caras reales o posibles
de un cristal, es decir, si se conoce la direccion en el
espacio del eje de la zona.

Ahora veamos el problema propuesto. Supongamos
que A y B son las direcciones normales de dos caras de
una zona cristalina, cuyas coordenadas esféricas son
A—(135°,60°) y B—(225°, 60°). Sus proyecciones este-
reogréficas estdn dadas en la figura 2. 15 por los puntos a
y b respectivamente. Esta figura se supone lograda sobre
un papel auxiliar, siguiendo la metodologia expuesta en
el problema anterior. Una vez encontradas las proyec-
ciones a y b, se busca y se traza el meridiano de la red de
Vulf que contenga dichos puntos. El trazo de este meri-
diano representa la proyeccion estereografica del plano
perpendicular a las caras, en donde, como se anoté
anteriormente, yacen todas las normales a las caras de
la zona. Asi pues, los puntos de este arco o meridiano
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comprende no solamente las proyecciones gnomonicas
de caras reales como a y b, sino también un conjunto
infinito de caras posibles que podrian pertenecer a la
misma zona. Es bueno también anotar que cada cara de
un cristal pertenece, o puede hacerlo, amas de una zona
simultdneamente. Obsérvese lo anterior enla figura 2. 14,
teniendo en cuenta las caras hexagonales, bases del
prisma alli dado.

Encontrar la direccion del eje de la zona en conside-
racién es equivalente a hallar el polo del meridiano ya
trazado, o sca el punto de proyeccién de una direccion,
cquidistante angularmente en 90°, de todas las norma-
les contenidas en ¢l mencionado meridiano. Por lo tanto,
este punto polar o direccion de la zona se halla midiendo
90" a partir del punto de interseccion del meridiano con
un didmetro que lo bisecte. Asi se obtuvo el punto Pab
de la figura 2,15, Alli también con una linea punteada se
muestra otra zona a la que pertenecen las caras Ay C
cuyo poloes el punto Pac.

3) Medicion de los angulos entre dos direcciones y
entre dos arcos que se cortan.

Para medir el angulo entre dos direcciones arbitrarias
cuyas proyecciones esterograficas estan representadas
en la figura 2. 16a por los puntos a y b marcados como
siempre en una calca auxiliar, procedemos ast:

Concéntricamente sobre una red de Vulf, se gira la
calca hasta que los puntos a y b coincidan sobre un solo
meridiano; manteniéndose en esta posicion se mide a lo
largo del mismo meridiano la distancia angular que me-
dia entre los dos puntuos, contando el nimerode paralelos
comprendidos entreay b.

Los arcos Ly 11 de la figura 2. 160, son en realidad las
proyecciones estereogréficas de dos planos arbitralmen-
te orientados en el espacio, pero que desde luego ambos




cortan por el centro la esfera de proyeccion. El angulo
que media entre estos planos serd igual al angulo que
hay, entre los arcos que representan sus respectivas pro-
yecciones, y para su medida se gira la calca concéntrica-
mente sobre una red de Vulf, hasta que ¢l punto c de
corte entre los arcos coincida con el didmetro horizon-
tal. Este punto ahora se toma como polo y con respecto
a €l se halla el plano ecuatorial. es decir. se traza un
meridiano que diste 90°de c. y sobre éste s¢ mide la
distancia angular que hay entre las intersecciones a’ y b’
de los arcos dados y el nuevo meridiano.

111
ELEMENTOS DE SIMETRIA

El concepto de simetria fue analizado suficientemen-
te en el Capitulo 1. Alli se subrayd que para las estructu-
ras cristalinas los movimientos o elementos de simetria
estan limitados a cuatro tipos simples: el centro de sime-
tria o de inversién, el plano de simetria o reflexién, los
ejes de rotacién y las traslaciones. Ademads de esto deben
considerarse diversas combinaciones o interacciones
entre esos mismos elementos. Conviene también recor-
dar que la posibilidad de los movimientos de simetria,
aunque sean supuestos, se fundamentaen la existencia
o repeticion, dentro del objeto simétrico, de partes
iguales. Hablando mas exactamente, la existencia de
partes idénticas que, mediante los movimientos de sime-
tria se sustituyen unos por otros dejando ¢l objeto en
cuestion, idéntico a su estado y orientacién en el espa-
cio, anteriores al movimiento. Los elementos de sime-
tria son pues, conceptos geométricos auxiliares que de
alguna manera implican movimientos mediante los
cuales podemos determinar la simetria de un objeto.

La vida cotidiana nos confronta con multitud de

objetos finitos que poseen evidentes propiedades de
simetria macroscépica: la forma de los arboles, de las
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hojas y las flores; el cuerpo de los animales: la regulari-
dad de ciertos poligonos, de torres y piraimides. v muchos
mds; son objetos cuya simetria se pucde descubrir sin
emplear movimientos o elementos de traslacion. es decir
con la ayuda solamente de centros de inversion. planos
de reflexion, ejes de rotacién y sus correspondientes
combinaciones. Los movimientos que llevan mmplicitos
solamente estos elementos de simetria ticnen la parti-
cularidad de dejar inmoévil por lo menos un punto del
objeto, por lo que las simetrias cristalinas que no
contienen traslaciones se las denomina simetrias pun-
tuales y en general expresan la repeticion de partes
idénticas en el orden macroscépico del ohjeto. En
cambio las simetrias que implican traslaciones permiten
explicar el orden interno de estructuras infinitas,
constituidas por elementos que se repiten indefinida-
mente y con regularidad espacial.

3.1 El Centro de Simetria

El centro de simetria es un punto especial ubicado
dentro del objeto que lo posee. Su propiedad fundamen-
tal hace que para cualquier otro punto del objeto haya
otroigual, equivalente y equidistante del centro de sime-
tria, sobre la recta que los une a los tres.

Analiticamente, si en un sistema de coordenadas
XYZ el centro de Simetria se encuentra en el origen
del sistema, entonces el punto A(xyz) tendra un punto
equivalente para los mismos valores negativos A’(-x -y
-z). Este par de puntos estan relacionados mediante el
centro de simetria P(000), o punto C de la figira 3.1, que
Muestra como el punto de interseccion mutua de las
diagonales de un paralelogramo es un centro de simetria
que las divide en partes iguales y que hace a los puntos
A(xy) y A(-x-y) completamente equivalentes entre si.
Similarmente ocurre con cualquier otro par de puntos
equidistantes de C a lo largo de una recta como By B’, o
DyD.

? .
~A'tx,y) 18 < %
/ figura 3.1

!
4

En los poliedros que poseen centro de simetria las
caras siempre forman pares antiparalelos; esto es lo que
se ilustra en la figura 3.2, donde a uno de estos pares de
caras se le ha dibujado una flecha para destacar tal
antiparalelismo. Un objeto con simetria puntual no pue-
de poseer mas de un centro de simetria.

figura 3.2

El centro de inversién lo rcpresenta’remos
auxiliarmente con la letra C, mientras sistematizamos
las notaciones universalmente aceptadas, de Schoenflies
y la llamada notacién internacional de Hermann-
Mauguin*.

3.2 Planos de Simetria

El plano de simetria es el elemento que relat:l.ona
especularmente dos partes equivalentes de un objeto
simétrico. La relacién especular expresa el hecho de que
estas partes equivalentes estén ubicadas dentro del
objeto simétrico como una parte €n si y su correspon-
diente imagen reflejada en un espejo, de tal manera que
esta Gltima se superponga congruentemente sobre la
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segunda parte real. Asilo muestra la fioura 3.3, donde la
imagen de la mitad, sector ABCD, de un canalete. sobre
un espejo P vertical que lo divide, coincide congruen-
temente sobre la segunda parte invisible, posterior al
espejo, dando la impresién de que observamos en su
totalidad el canalete.

figura 3.3

De igual manera la imagen de la segunda parte,
reflejada sobre el mismo espejo, que suponemos de doble
faz y suficientemente delgado, debe superponerse con-
gruentemente sobre la primera parte. Como se anotd en
el Capitulo I, los objetos que son idénticos topologi-
camente, pero que no son sustituibles indistinguible-
mente el uno por el otro y en cambio pueden ubicarse
respecto de un plano de simetria como el objeto y su
imagen, se llaman enantiomorfos.

La figura 3.4 muestra la construcciéon geométrica de
laimagen a partir del objeto, sobre un plano de simetria.

ficura 3.4

-

A la izquierda del plano P se encuentra el objeto, de
cuyo contorno se han destacado los puntos A, B, C. La
imagen de estos puntos respectivamente se encontrard
tomando la normal desde cada uno de ellos hasta el espejo
y siguiendo esta recta, a una distancia igual pero del
otro lado del espejo, se hallardn los puntos virtuales A,
B’y C’; imagenes de los primeros. Analogamente se pue-
de proceder con todos los puntos del espacio ocupado
por el objeto, hasta encontrar una imagen idéntica y
enantiomorfa del mismo.

En las figuras 3.5a, b, ¢, d, e v f se observan formas
geométricas que poseen planos de simetria cuya huella
se ha trazado con lineas gruesas. El romboy el rectangulo
poseen dos planos de simetria que se cortan entre s
perpendicularmente. Por contraste el paralelogramo de
la figura 3.5a, a pesar de su sencillez, “elegancia” y
armonia, no posee planos de reflexién. Un paralelepi-
pedo de tipo ladrillo tiene tres planos de simetria mu-
tuamente perpendiculares, mientras que a un cubo le
corresponden nueve: cinco verticales, uno horizontal y
cuatro inclinados a 45°.

figura 3.5
3.3 Ejes de Rotacién

Los ejes de rotacion son los elementos de simetria
que permiten, mediante giros de determinado dngulo,




que las partes idénticas de un objeto se sustituyan mu-
tuamente, dejandolo indistinguible en ¢l espacio. del
estado anterior al movimiento. Asi pues. los ¢jes de ro
tacion son las lineas rectas alrededor de las cuales se
repiten convenientemente partes idénticas de una figura
u objeto.

Representaremos inicialmente los ejes de simetria
rotacional con las letras L, donde n es el niimero entero
que indica el orden del eje, es decir, el nimero de veces
que se repite un motivo alrededor del eje mientras se
realiza una rotacion de 360°. De tal manera. resulta muy
importante saber en cada caso cudl es el angulo minimo
de rotacion o, necesario para que partes equivalentes de
un objeto con simetria rotacional se sustituyan unas
por otras. Entonces n se definird como

360°

n= )
(¢]

Hay objetos que permiten innumerables valores de
n, comenzando desde n=1 hasta n=eo, es decir cual-
quier dngulo de rotacién alrededor de un eje deja el objeto
indistinguible; tal es el caso de una esfera que gire alre-
dedor de cualquiera de sus didmetros o de un cono que
lo haga alrededor de su eje principal. En el primer caso
tenemos un nimero infinito de ejes Les, mientras que
en el segundo sélo existe un eje Leo, de orden infinito.
Por el contrario, en las estructuras cristalinas, donde es
Necesario considerar la discresion microscépica y la re-
gularidad espacial de la estructura, solamente son posi-
bles los ejes L, L, L, L,yL, Esta particularidad ma-
croscépica de los cristales no es casual y tiene relacién
con la presencia de otro elemento de simetria como es
el de las traslaciones a lo largo de determinadas direc-
ciones solamente. De tal manera quelos ejes L, y los de
orden n mayor que 6 no son consistentes con la simetria
traslacional de los cristales reales. Veamos esta inconsis-
tencia en el caso de un eje L.

n
I

La freura 3.6 comprende un pentdgono regular cuyos
vértices son equidistantes v, a su vez. los mds cercanos
motivos del punto 0 de una supuesta estructura cristalina
plana. Podemos entonces esperar que por el punto 0 pase
un eje L, perpendicular al plano del dibujo. Pero por per-
tenecer todos estos seis motivos a una red plana
cristalina, esta siempre ha de poderse dividir en algin
tipo de paralelogramos en cuyos vértices se encuentren
reticulos de la red. De esta manera, al colocar varios de
los mismos paralclogramos consecutivamente resultaran
filas reticulares que bien pueden ser tomadas en calidad
de ejes cristalograficos.

En la figura 3.6 se ha construido uno de tales parale-
logramos tomando como base dos lados del pentdgonoy
cuya dimension a la vez servird de periodo de las filas
que se establecerdn a lo largo de las direcciones C,Cz'y
C,C, respectivamente. Sin embargo, esta construccion
como se evidencia en el dibujo, exige que a traveés del
motivo C, exista una fila paralela con C,C, con un
periodo igual al de esta, lo que hace necesaria la existen-
cia de otro motivo en el punto C_, pues la distancia en-
tre C, y C, es mayor que CC:.la introduccion del nuevo
reticulo C_hace que los puntos C,, C,,....C, no sean los
mads cercanos al del punto 0 como se supuso inicialmente
y ademds genera nuevos tipos de espaciamientos lineales
enlared como C_C.y C, C, quedifierende C,C, y G, C,
respectivamente. Por esta razén no se satisface la

figura 3.6




freura 3.8

simetria traslacional propia del ordenamiento micros-
copico de los cristales, que exige tener a lo largo de cada
una de las filas un solo tipo de espaciamiento entre los
motivos, un solo tipo de periodo.

La figura 3.7 tiene por objeto ilustrar el modo de
operacion de los diversos ejes cristalograficos de rota-
cién simple. En calidad de motivo aqui s¢ ha tomado
una pequeia bandera de doble faz: blanco v negio.

Hay objetos simétricos que simultaneamente pueden
tener mas de un eje de un mismo orden n. Tal es el caso
de los poliedros representados en la figura 3.8. No obs-
tante, no existen simetrias puntuales en las que un po-
liedro o cualquier objeto en general tenga mas de un eje
de rotacion de sexto orden.

3.4 Ejes de Inversion
y Ejes de Rotacion Impropios

Podria catalogarseles como elementos de simetria
complementarios de los anteriores, pues aunque su pre-
sencia es real en los sistemas cristalograficos. su modo
de operacién se puede interpretar como el resultado de
la combinacién simultdnea de diferentes elementos de
simetria.

Se llama eje de inversion de orden n a la combina-
cién simultdnea de la rotacion de un motivo o parte
equivalente de un objeto, en un angulo o = 3?10"' alrede-
dor de una linea recta dada, con reflexiones en un punto
central, tal como lo indica la figura 3.9, y mas explici-
tamente en el segundo caso, L,, donde se ha dibujado en
punteado la posicién que ocuparia el motive con la
simple rotacién de 180° para luego ser reflejado en el
centro de simetria. Como esta combinacion es simulta-
nea, el resultado final es igual a una reflexién en un
plano de simetria P. En los demds casos L de la figura
3.9a, no se han hecho consideraciones de este tipo de

interpretacion. Es decir, los ejes de inversion que auxi-
liarmente representaremos como L, tienen una accion
equivalente a la operacién simultdnea de un eje de rota-
cién Ly un centro de simetria C. En cambio las combina-
ciones simultdneas de rotaciones en angulos o = %(%
alrededor de la linea recta de un eje dado, con reflexiones
en un plano de simetria P perpendicular a dicha recta, se
llama eje de rotacion impropia y lo representaremos con
las letras S , donde n como en todos los casos de ejes
cristalograficos sélo puede tomar los valores 1,2,3,466
(Ver fraura 3.90).

S /
[ .

e S
= )

frenra 3.9

Es necesario puntualizar, que a pesar de que la inter-
pretacion de estos elementos de simetria se hace como
una combinacidn de ejes de rotacién L, con centros Co
planos P de simetria, no es obligatoria la existencia
particular en el cristal de ejes simples L y de planos P.




Por esta razén se habla de la combinacion simultdnea,
pues los puntos equivalentes sélo se alcanzan con este
tipo de combinacién para que estos cjes se¢ puedan
considerar como elementos independicntes de simetria.

En las columnas primera y segunda de la ro 0 3.1 se
indica la equivalencia en elementos de simetria comu-
nes seglin nuestra notacién auxiliar, de los ¢jes de in-
version y de los de rotacion impropias respectivamente.
La tercera columna muestra la completa equivalencia
que existe entre estas dos modalidades de ¢jes de sime-
tria. Esta es la causa por la cual algunos autores tienen
preferencia por una u otra de estas denominaciones,
cosa que también puede traer confusion en los recien
iniciados en el tema. En lo sucesivo, nos referiremos
exclusivamente a los ejes de inversion L. aue son los
mas usados en la nomenclatura eristalografica de
Hermann-Mauguin.

tabla 3.1 Equivalencia cutree los cpos

los efes de rotacion tmprropiin

Ejes de inversian Ejes de rotacion Reiacion entre ejes

Ly impropia 3, L.y§S,

'_
el
w

£
=
y

Destacamos la particularidad del eje L, senalado con
una flecha sobre el signo de igualdad en la primera co-
lumnadelatabla 3.1. Esta flecha significa que la existen-
cia de un eje de inversién de cuarto orden siempre
implica la presencia de un eje doble de rotacion L., sin
embargo la presencia de este tltimo no obligatoriamente
requiere la presencia del eje L. Esta circunstancia con
frecuencia dificulta ¢l descubrimiento de los ejes de
inversion de cuarto orden en los cristales.

La figeera 3. 10 ilustra el modo de operacion de un eje
L, sobre la base de un tetraedro tetragonal, que es un
poliedro de cuatro caras iguales con forma de tridngulos
isésceles. LL es la recta alrededor de la cual pueden
ocurrir las rotaciones e implica siempre un eje de segundo
orden L.. Simultdneamente esta recta, para este €aso, es
un eje L, que opera asi: mediante rotacién de 90° el
tridangulo ABD toma la posicion A'B'D’, luego cada
punto se refleja en un punto central 0 (centro de sime-
tria). con lo cual el tridngulo A’'B'D’ debe coincidir con-
gruentemente con el tridngulo BDE. Por ejemplo, me-
diante reflexién en el punto central 0, el punto A’ pasa
al punto D; B’ al E y asi sucesivamente. De esta manera
el tetraedro, después de estas operaciones ocupa una
posicién indistinguible de la que tenia inicialmente,
claro esta, si la totalidad de sus puntos integrantes han
sido sometidos al mismo tipo de procedimiento.

3.5 Notacién y Representacion Grafica
de los Elententos de Simetria

Hasta ahora se han representado los clementos df‘.
simetria con simbolos que hemos llamado auiniares., ast:
P para los planos de simetrfa; C para el centro de stne-
tria; L, paralos ejes de rotacién y L, paralos eje.s'mde-
pendientes de inversién (L, y L,). La utilizacion c%e
esta notacién auxiliar, que todavia emplearemos mas
adelante, fue completada por Bravais (1871 1863) y en
nuestro caso tiene un cardcter puramente didécticq,
permite expresar explicitamente la cantidad y tip
elementos de simetria contenidos en una determinada
clase cristalina. No obstante, esta notacion no es utilizada
por los especialistas en la literatura cientifica.

pues
o de

Existen dos tipos de notacién cristalografica de los
elementos de simetria universalmente aceptados:‘la
notacién propuesta por Arthur Moritz Schoenflies
(1853-1928) y la llamada notacion internacional que
propusieron Charles Mauguin (1878-1958) y Carl
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Hermann (1898 - 1961), que son las utilizadas en el
lenguaje cientifico. La primera es preferida por los fisicos
en las descripciones y estudio de las diversas propieda-
des fisicas de los cristales, mientras que la segunda
resulta mas adecuada para los tratamientos cristalograd-
ficos de objetos, especialmente cuando se hacen no so-
lamente al nivel de las simetrias macroscopicas sino que
han de llevarse hasta las simetrias espaciales propias de
la estructura microscépica del objeto. Las dos notaciones
tienen la particularidad, en el caso de combinaciones
de diversos elementos de simetria, de expresar un mini-
mo de tales elementos, apenas ¢l suficiente para poder
deducir los demds que estén presentes en ¢l conjunto
mediante el conocimiento de las sencillas leyes de
combinacién que en el siguiente pardgrafo expondre-
mos brevemente. No obstante, las marcadas preferen-
cias en su utilizacién, cada uno de los dos sistemas men-
cionados de notacién es suficientemente coherente para
ser utilizado en cualquier problema de cristalografia.

La tabla 3.2 contiene los simbolos de los clementos
de simetria hasta ahora considerados en cada sistema de
notacién y se muestra la representacion grifica de los
mismos con respecto a un plano de proyeccion hori-
zontal. En la dltima columna de la tabla se indica el
nimero de puntos simétricamente idénticos o equiva-
lentes ubicados adecuadamente en un objeto simétrico
para que el elemento de simetria dado tenga lugar.
[nversamente, puede interpretarse como el total de
puntos generados cuando a un punto inicial se le aplican
todos los movimientos simétricos que implica el ele-
mento de simetria dado.

En la notacién internacional de Hermann-Mauguin
el plano de simetria se representa con la letra minuscula
m y los ejes de rotacién con los nimeros 1, 2, 3, 4 y 6,
segtn el orden de rotacion del eje dado, pues como ya se
senalo, estos son los tinicos érdenes de rotacion de los
ejes permitidos en cristalografia. Para los ejes de inver-
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sién se utilizan los mismos niimeros pero con un signo
menos (-) superpuesto a cada uno de ellos. Como se pue-
de observar en la rabla 3.2 el centro de simetria en este
sistema de notacién es equivalente al eje de inversion
de primer orden 1.

En la notacién de Schoenflies se emplea la letra
maytscula C, para representar los ejes de rotacion, donde
el subindice n puede tomar los valores 1, 2, 3, 4 6 6 del
orden de la rotacion. Con la letra i se representa el cen-
tro de simetria y algunas veces es utilizada como
subindice auxiliar para diferenciar los ejes de rotacién
propia de los de rotacién impropia, Por ejemplo, S, = C,,
6 C,, = S,. Nosotros, consecuentemente con lo explicado

tallla 3.2 Simboelos v representacidn grifica de los
elementos de simerria puntual en los diferentes
sistemas de notacion.

Elementos Notacisn Notacién Notacidn Representacion Numero
de . de de i de
Simetria ouxiliar Hermann-Mauguin Schoenflies grdfica puntos repetidos
Centre c T L o 2
Plano P m G (6h,Gv) 2
L1 1 C |
Ejes Le 2 o (] 2
de
Rotacidn '|_3 3 Cs A 3
Le 4 Ca & 4
Le 6 Ce @ 6
Liy T Se= L o 2
Liz Z=m S,= G | 2
Ejes = = :
de Lis 3=347 Se=Cstl 0 6
Inversidn
Lla 3 Sa & 4
Lig &2 Sy =C3h 7\ 6
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con motivodelatabla 3.1, utilizaremos exclusivamente
como simbolo para los ejes de inversion en la nomen-
clatura de Schoenflies S_. Los planos de simetria se re-
presentan con la letra griega 6 distinguiendo, segin la
orientacién que se le dé al cristal, los planos horizontales
9, y los planos verticales &

En el dltimo renglén de la talla 3.2 se destaca la
existencia de un eje 3 perpendicular a un plano m, lo
que es equivalente al eje de inversion 6. En la notacién
de Hermann-Mauguin en general un eje de orden n que
es perpendicular a un plano se representa por la relacién
n/m, mientras que en la notacién de Schoenflies esto
mismo se representa por C_,.

Los elementos de simetria se pueden representar en
las proyecciones estereogréficas con los simbolismos
gréficos contenidos en la tabla 3.2, especialmente cuando
los planos y ejes son perpendiculares al plano de pro-
yeccién. Sin embargo, su aplicacion no es dificil en los
casos en que estos elementos de simetria tienen otra
orientacién, como en el ejemplo siguiente.

La figura 3.11a muestra un poliedro en forma de la-
drillo, que contiene 3 planos P, 3 e¢jes L, y un centro de

figura 3.11
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simetria C. Estos elementos deben ser proyectados en
una red de Vulf cuyo esquema esté representado por el
circulo de la figura 3. 11b. En la figura 3.11c se muestra el
mismo espacio de Vulf con los elementos de simetria ya
proyectados. Se supone que para esta proyeccion se ha
orientado el cristal de tal manera que el plano de pro-
yeccién, es decir, que la red de Vulf coincida con el plano
P horizontal. En la proyeccién de la figura 3.11c el centro
de simetria C se ha representado como se indic en la
tabla 3.2, pero como en la proyeccion de los elementos
caracteristicos de la simetria macroscépica de los
cristales es facil que ésta se confunda con la proyeccion
de otros elementos, se suele subrayar la presencia del
centro de simetria escribiendo una letra C en el centro
de la proyeccién. Sin embargo, en la representacion
grafica de grupos espaciales solamente se utiliza la con-
vencién grafica contenida en la tabla 3.2 para el centro
de simetria (Ver Capitulo VIII).

3.6 Combinacion de los Elementos
de Simetria

Es curioso que en los objetos macroscépicos en que
se descubren por lo menos dos elementos diferentes de
simetria de los que hemos considerado hasta ahora (cen-
tro, planos y ejes de simetria), siempre se encontrara un
tercero que podra interpretarse como resultante de la
combinacién de los dos ya conocidos. Si el objeto es
suficientemente simétrico, puede tener mas de tres ele-
mentos de simetria y entonces al conocer dos deellosy
descubrir un tercero, éste no obligatoriamente ha de ser
el resultado de la combinacién de los dos primeros, pero
en todo caso lo serd de la combinacién de dos de los
elementos de simetria de tal objeto. En tal caso la accion
del tercer elemento es igual a la accién de los otros dos
en conjunto. La explicacién y demostracion exacta de
esta propiedad de la simetria es dada por la teoria mate-
matica de grupos, cuyos conceptos fundamentales son
los de punto y ntimero (ver por ¢f. Faure R., e1.1969).




Como lo indicamos en el Capitulo I, los elementos
de simetria y los puntos equivalentes son conceptos que
parecieran estar mds relacionados con la geometria y su
forma mas sencilla de operacién, que con el movimien-
to. Pero esta misma forma de operacion puede interpre-
tarse mediante el andlisis matematico como la transfor-
macion de una funcién. Este tipo de correspondencia
entre la geometria y la matemadtica se denomina iso-
morfismo, el cual permite ver las dos como diversas
interpretaciones de una misma realidad. Nos limitare-
mos pues, a sefalar los principales resultados de la com-
binacién o interaccién de los elementos de simetria ya
considerados, con la ayuda de una serie de teoremas y de
reglas faciles de comprender, pero que son de gran
utilidad practica.

Teorema 1

La linea de interseccion de dos planos de simetria
siempre coincidird con un eje de rotacién simple, cuyo
angulo elemental de giro o. = T’i% es el doble del angulo
comprendido entre los mismos planos. La accién de este
eje es equivalente a la suma de las acciones de los dos

planos.
Demostracién

Los planos P, y P, de la figura 3.12 son perpendicula-
res al plano del dibujo y se intersectan bajo un dngulo
B en el punto 0. Un punto arbitrario A del motivo M,
mediante reflexién en el plano P, se reproduce en A,
de la imagen M, del motivo inicial, la cual a su vez se
refleja en el plano P,. Finalmente, la accién combinada
de los dos planos de simetria reproduce el punto A en
A, ytodo el motivo M en M. R es el radio con el que se
ha trazado un arco auxiliar desde el punto 0 de inter-
seccién de los planos, pasando por los puntos A consi-
derados. Esta claro que la distancia sobre la normal
desde A al plano P, esigual a la distancia a lo largo de la

Iy
4=

normal desde A| a P,. Andlogamente, los puntos A, y
A, son equidistantes con respecto al plano P, En con-
secuencia los tridngulos rectdngulos An 0y A n,0son
iguales, como también lo son entre si los tridngulos
Amn,0 y A,n,0. No es dificil ahora establecer que
efectivamente la rotacién del punto A en un dngulo o
alrededor del punto 0 tiene una accién equivalente a la
suma de las acciones de los planos P, y P,. De otro lado,
de la construccién geométrica de la figura 3.12 son
evidentes las siguientes igualdades entre dngulos:

ZAOn, = ZAOn,

£ZAOn, = LA, On,

ZAOn, + ZAOn,= 4B

Lo, = 2ZA0n, + 2ZA0n, = Z2B

que confirman la aseveracién del teorema, segtin la cual
el angulo o debe ser el doble de .

fignra 3.12

Teorema 2 (Teorema de Fuler)

Si dos ejes de simetria se intersectan en un punto,
entonces siempre existird un tercer eje, cuya accion sera
equivalente a la accién combinada de los dos primeros.
Ademds este tercer eje pasara por el mismo punto en que
se intersectan los primeros.

ry
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Demostracién

La figura 3.13 nos permite una demostracion
simplificada. En ella se representa un prisma tetrago-
nal en el cual ciertamente se tienen dos ejes dobles de
rotacién: L, y 12, los cuales se intersectan en el punto
0. De conformidad con el teorema 1, estos ejes pueden
ser interpretados como resultantes de las intersecciones
de los planos P, y P, con P,, bajo angulos de 90°.
Debemos encontrar un tercer eje de simetria L. que
pase por el punto 0 y que tenga una accion equivalente
a las de L y L} sumadas. Observemos la accién
consecutiva de estos ejes sobre el punto A : el eje L}
reproduce A, en A,y este punto a su vez, bajo la accién
de L, se repite finalmente en A,. De tal manera la
combinacién de los ejes da por resultado la repeticién
de A en A, 0en A, siseinvierte el orden de operacién
de los ejes: primero L y después L, Pero este mismo
efecto se logra mediante una rotacion alrededor del
eje L = L, que también se intersecta con los ejes
iniciales en el punto 0. Elorden n = 4 y .= 90°, en este
caso estan determinados por el angulo 3 entre los planos
P,y P, que en un prisma tetragonal es de 45°. Al invertir

] Ln=Lg4

N NS ) P

1

L,

figura 3.13

el orden de operacién de L, y L;, el sentido del nuevo
eje también cambia y entonces el punto A, pasanoa
A, sinoaA,

Teorema 3

Si se tiene un centro de simetria C y un eje de rota-
cién de orden par L, , entonces existe un plano de sime-
tria P perpendicular al eje dado que lo intersecta en el
punto C.

Demostracion

Anotemos inicialmente que todo eje de rotacién de
orden par siempre lleva implicito un eje doble L,, por lo
que nos referiremos solamente a éste.

En aras de la sencillez hemos tomado en calidad de
motivo una comilla plana de doble faz (blanco y negro),
que inicialmente coincide con el plano del dibujo XY
en la posicién 1 de la figura 3. 14a. Por la accién del cen-
tro de simetria C el motivo pasa a la posicién 2 sobre el
mismo plano XY pero cambiando de faz. La consiguiente
accién de un eje L, que coincida con el eje Y (figura
3.14b), traslada el motivo de la posicién 2 a la 3 cambiando
nuevamente de faz. Sin embargo el resultado de estas
operaciones, en cualquier secuencia, siempre son equi-
valentes a la operacién Gnica de un tercer elemento, un
plano de simetria P horizontal XZ, es decir, un plano
perpendicular a L, con el que se intersecta en el punto C
(figura 3.14¢). Los angulos senalados con flechas
contrapuestas en cada una de las figuras 3.14 son iguales;
de ellas se deduce la igualdad en la figura 3.14¢ de las
distancias de 1y 3 a n que es la condicién que siempre
cumplen el objeto y su imagen en un plano de simetria
especular P. En consecuencia, el conjunto total de ele-
mentos de este sistema de simetrias por lo menos sera
L, P C. (P, significaqueel planoP es perpendiculér al
L, ). Generalizando se puede afirmar que si al analizar

Ny
N

figura 3.14




la simetria puntual de un cristal encontramos dos de
estos tres elementos, entonces siempre existird el tercero,
sin importar cudles de ellos se tomen inicialmente.

Ademds de los principios de interaccion entre los
elementos de simetria contenidos en los teoremas
anteriores, enunciaremos algunas reglas de utilidad
practica, y que en realidad son resultantes de los mismos
teoremas.

Regla 1 (Consecuencia del Teorema de Euler)

Sien un cristal existen un eje de rotacién de orden n
(L) y un eje doble de rotaciéon L, perpendicular al
primero, entonces es posible hallar n ejes dobles (nL,),
dispuestos convenientemente y que cumplen con la
misma condicién de perpendicularidad al primero en
un mismo punto. La figura 3.15 ilustra esta afirmacioén.
En la primera figura, un prisma trigonal en el que se
tiene un eje de rotacién L, al cual se le ha encontrado
un eje perpendicular L,. La figura 3,150 indica las tres
posibilidades equivalentes en este prisma, para trazar
ejes dobles de simetria perpendiculares a L.

Las
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Regla 2 (Cousecuencia del Teorema 1)

Si en un cristal existe un eje de orden n (L) y un
plano de simetria P que coincide paralelamente con
dicho eje L , entonces deben existir en total n planos P
que cumplen la misma condicién de coincidencia con el
eje de rotacion dado (figura 3.16).

figura 3,16

Regla 3

Si un plano de simetria P coincide con un eje de
inversién de orden par L cuyo dngulo de rotacion es
a=3% osi perpendicularmente al mismo eje existe un
eje doble de rotacién L,, entonces en cualquiera de los
casos habré n/2 planos paralelosa Ly simultdneamente
otros tantos ejes L, perpendiculares al mismo, ubicados
por medio de los planos. Entre tanto el dngulo que separa

los ejes L, de los planos P es
B=90°- &

El romboedro de la figura 3.17a ciertamente tiene un
eje de inversién de orden 6, sobre él se pueden hallar
ejes dobles y planos de simetria como se muestra en la
parte b de la misma figura. En la parte c se observa la
proyeccién estereogréafica de este grupo de elementos
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de simetria y en ella se aprecian mejor las orientaciones
mutuas de los planos y ejes.

Finalmente, anotamos que existen argumentos
suficientes para demostrar que en los cristales reales los
ejes de simetria, o bien coinciden con filas de reticulos
de la red, o bien son paralelos a ellas. Andlogamente
puede afirmarse que las normales a todo plano de
simetria también son paralelas o coinciden con filas de
reticulos de la red. v A
Los GRUPOS DE SIMETRIA
CRISTALINA

4.1 Sistemas de Puntos
Simiétricamente Equivalentes

Los aspectos tedricas de la simetria desarrollados en
el capitulo anterior tienen como obijetos de aplicacion
inmediata figuras finitas macroscGpicas, compuestas de
partes supuestamente idénticas que se repiten con algupa
regularidad dentro del objeto. De esta realidad material
es que se pasa a la abstraccién, en la que en ltimas, cada
parte o cada elemento estructural del objeto lo inter-
pretamos como un punto y al objeto mismo como un
conjunto de puntos dispuestos ordenadamente en el
espacio.

figura 3.17

Sin embargo, debe recordarse que el concepto de
punto cristalografico no siempre coincide con el de pun-
to matematico. En un determinado espacio continuo 0
discreto, existe un nimero infinito de puntos mate-
maticos siempre de una misma clase, indistinguibles
entre si; mientras que en los espacios cristalograficos,
que generalmente son discretos, pueden existir simul-
taneamente conjuntos de puntos de diferentes clases,
distinguibles los de una clase de los de otra.
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La cristalografia en general estudia no solamente la
disposicion espacial y las relaciones geométricas entre
los puntos o elementos de un objeto, sino también las
consecuencias de un determinado ordenamiento o
disposicién de los mismos y de las relaciones y nexos
existentes entre ellos, es decir, las propiedades fisicas de
los cristales. Por eso muchas veces la abstraccion de pun-
to cristalografico conlleva caracteristicas de volumen,
de orientacién, de carga, de masa, de forma o de cual-
quier otra, segtin el caso que se tenga.

La figura 4.1b representa la proyeccion estereografi-
ca de los elementos correspondientes a la simetria de la
pirdmide tetragonal de la figura 4. 1a. Son cuatro planos
P verticales que se intersectan a lo largo de una recta,
separados por dngulos de 45°, cuya accién segtin el primer
teorema de combinacién es equivalente alade un eje L,
coincidente con la linea de interseccion de los planos,
con el eje de la pirdimide, en nuestro caso. El punto A es
un punto arbitrario sobre una de las caras de la pirdmide,
el cual se proyecta estereograficamente como el punto
1 enla figura 4.1b. Pero este, con la accion de los elemen-
tos de simetria, se reproduce en el objeto dando un total
de ocho puntos simétricamente equivalentes. Si por
ejemplo, la pirdmide se rota 90° alrededor del eje L,,
ésta, lo mismo que su proyeccién, tomard una posicién
indistinguible de la que tenia antes de la rotacién, pues
se supone que entre estos puntos equivalentes tampoco
se puede hacer distincion.

figura 4.1

El conjunto de todos los puntos que se generan me-
diante la accion de un elemento de simetria, o de un
grupo de ellos, a partir de un punto dado, se llama siste-
ma de puntos o posiciones simétricamente equivalentes.

4.2 Grupos de Simetria Puntual

La totalidad de los elementos de simetria que reflejan
o caracterizan una determinada distribucién de puntos
en un espacio, en este caso puntos cristalogréficos, se
denomina grupo de simetria.

Cuando en el conjunto de los elementos de simetria
que caracterizan una cierta distribucién, no hay trasla-
ciones a lo largo de alguna direccién del espacio, habra
entonces por lo menos un punto en ese espacio que per-
manecerd inmovil a pesar de las rotaciones, inversiones
y reflexiones que implican los dem4s elementos de sime-
tria que tienen lugar en dicho ordenamiento de puntos.
Los grupos de simetria que cumplen con esta condicion
se llaman grupos puntuales de simetria.

Los grupos de simetria puntual son el resultado de
las distintas combinaciones o interacciones posibles
entre los elementos de simetria macroscépica y cuyos
principios fundamentales de combinacién analizamos
ya en el pardgrafo 3.8. El nimero de los grupos de sime-
tria puntual en cristales resulta limitado, como conse-
cuencia de las limitaciones implicitas en el tipo de los
elementos de simetria en consideracién. Por ejemplo,
solo son permitidos ejes de rotacién de orden 1,2, 3, 4,
6 6. También por el carcter excluyente que algunos ele-
mentos de simetria tienen sobre otros, como el existente
entre losejes Ly L.

De otra parte, los grupos de simetria puntual pueden
ser analizados en abstracto como entes matematicos.
En el primer capitulo ya sefialamos cémo la teorfa




matemaética de grupos es la mas relacionada con los
problemas de invariantes y simetrias.

Un conjunto de puntos equivalentes lo podemos
interpretar como la repeticion idéntica de un punto
por la accién individual o combinada de un conjunto
(grupo) de elementos de simetria. Pero ese mismo
conjunto de puntos equivalentes se puede interpretar
como el resultado de distintas combinaciones de unos
valores excepcionales de las coordenadas espaciales
XY Z , paralos cuales una determinada funcion F de
tales coordenadas tiene un mismo valor, es decir, el valor
de tal funcién en esos lugares es invariante:

E (XIYIZI) =F (XZYZZE) vk (XnYnZn)

En el primer caso, el conjunto de puntos equivalen-
tes se confirma mediante movimientos, aunque sean
imaginarios, por tratamientos geométricos. En el segun-
do, mediante tratamientos puramente matemadticos,
transformaciones invariantes de la funcién. Los dos
procedimientos son maneras diferentes de abstraer una
misma realidad. Esta correspondencia entre la geometria
y el anélisis matematico se llama isomorfismo.

En matematicas se da una definicion estricta de lo
que es un grupo. Segln estas “se denomina grupo al
conjunto G de objetos matematicos, de elementos
diferenciables unos de otros, que cumplen los llamados
axiomas de agrupacion” (Madelung, E., 1968). Si el
nimero de elementos es finito o infinito, el conjunto
conformar, respectivamente, grupos finitos o infinitos.

Axiomas de agrupacién
1. Existe una ley de composicion, también llamada ley

de cierre, segiin la cual, a cada par de elementosa y b
del conjunto G, dispuestos en un orden determinado,
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corresponde un elemento ¢ del grupo G. En tal caso
se utihiza la igualdad simbdélica

c=ab

que se denomina el producto de los elementosay b.
En general los elementos ab y ba son diferentes.
(Compérese el contenido de este axioma con el de
los teoremas de combinacion del pardgrafo 3.7).

2. Existe una ley de asociacion, segin la cual para

cualesquiera que sean los elementos a, b, c del grupo
G, siempre tiene lugar la igualdad

(ab) c=a (bc) = abc.

3. Existe un elemento e del grupo G tal, que para cual-

quier otro elemento a del mismo grupo ha de
cumplirse la igualdad

at=da

dicho elemento e se llama la unidad del grupo.

4. Cualquicra que sea el elemento a del grupo G, existe

un elemento a'! dependiente de a, para el cual tiene
lugar la igualdad

ala=e

Al elemento a! se le da el nombre de elemento
inverso de a.

Cuando en el producto de cualesquiera dos elemen-
tos a, b de un grupo G existe una ley conmutativa tal

que satisface la igualdad

ab=ba




entonces el grupo G se llama abellano.

El producto de elementos de los grupos de simetria
cristalina generalmente no es conmutativo.

Las propiedades de un grupo dado de elementos de
simetria suele analizarse en las llamadas tablas de
multiplicacién, en las que cada renglén y cada columna
corresponde a uno de los elementos de simetria que
constituyen el grupo, incluyendo el elemento unitario.

Ejemplos

1. Consideremos el grupo de rotaciones en el sentido
indicado por la flecha, del tridngulo equildtero de la
figura 4.1c alrededor del punto 0, que en realidad es el
punto de interseccién del plano del tridngulo con
un eje L, . Una rotacién de 120°, (o= 360°/3 =120")
en la direccién indicada, transpone los vértices del
tridngulo de A—B, B—»Cy C—A simultdneamente,
dejdndolo indistinguible de su posicién inicial, claro
estd, si no se tienen en cuenta las denominaciones
dadas a los vértices con las letras A, By C.

Llamemos a esto la transformacién a, la cual se pue-
de representar asi:

_(ABC
ATkBie A&

Dentro del paréntesis en el renglén superior estdn
los nombres de los vértices y en el inferior se indi-
can las posiciones a donde cada uno de ellos, respec-
tivamente, se traspone mediante la operacién de ro-
tacién en 120°. También es posible que el tridngulo
ocupe una posicién indistinguible de la inicial, me-
diante una rotacién de 240° en el mismo sentido de
la anterior, o de 120° en el sentido contrario. Esta
transformacién la llamaremos b y se representa de la
siguiente manera:

66

ABIKC
bl .

CAB
Una tercera transformacion consiste en una rotacion
de 360", lo que es equivalente a una rotacién de cero
grados, es decir, los vértices A, B y C permanecen
inmoviles. Esta es una transformacién unitaria por lo
que la identificaremos como e:

_(ABC
““\ABC

Estas son las tres unicas transformaciones, rotacio-
nes, que dejan el tridngulo en cuestidn, invariante.
Ellas conforman un grupo de tercer orden, que
expresa la simetria de la figura en las condiciones
dadas. a, by e son pues, los elementos de simetria de
este grupo que laconicamente podemos llamar L; en
nuestra nomenclatura auxiliar, C, segin Schoenflies
o simplemente 3 en la nomenclatura de Hermann-
Mauguin. La tabla 4. 1 esla tabla de multiplicacién de
los elementos de este grupo, cuya construccion se
explica a continuacion.

talla 4.1 [

a ee=elea=aleb=Db

|
10 IR —— I
|
|

ab=2ge

b be=b|ba=e bb =a

En los cuadros sombreados se disponen los elemen-
tos segin los renglones y columnas que les
corresponden. En los cuadros blancos se colocan los
elementos correspondientes a los productos en €l
orden indicado. Asi ba = e es el resultado de una
rotacion de 120° seguida de otra de 240° para un to-
tal de 360° que es e. Andlogamente pero en orden

—
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inverso, primero 240° y luego 1207, en este caso se
obtiene el mismo resultado ab = e. En la ralhi 4.1,
con un sentido didactico, en los cuadros blancos
hemos incluido los productos y el elemento
resultante, pero en general en ellos se colocan sola-
mente los resultados.

2. la figura 4.2 representa los elementos de simetria

contenidos en la figura 3.150, vistos a lo largo del eje

L.. El conjunto de elementos de simetria consta de

L; y 3L,. El grupo de simetria correspondiente

constaré de los elementos e, a y b analizados en el

ejemplo anterior, que van implicitos en L.. a los

que hay que agregar los tres ejes dobles de rotacién,

£ los cuales diferenciaremos como L, , 1. y L. La

figura 4.2 tabla 4.2 contiene los resultados de las interacciones
o productos posibles entre dichos elementos.

tabla 4.2 Multiplicacién de los elementos wfe simctria

correspondicutes a la figura 4.2

Veamos en detalle los casos de los productos
sombreados en el centro de la talla 4.2 teniendo para
ello la ayuda de la figura 4.2.

a. El producto L)b debe ser el resultado de una rotacién
de 240° alrededor del eje L en el sentido indicado en
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la figura, seguida de otra rotacion de 180° alrededor
de L: lo cual es equivalente a una rotacién de 180°
alrededor del eje L., es decir Lib = L, .

Ciertamente. ¢l motivo A dela Frgira 4.2, que es una
comilla plana de doble faz, mediante la accién del
elemento b se transpone a la posicién E y luego por
el efecto del elemento L, el motivo E se trasladaala
posicion D: pero este mismo resultado se obtiene
con una rotacién de 180° alrededor del eje doble L,
que traslada el motivo A directamente a D. Sustitu-
ciones similares ocurren simultdneamente con los
demas motivos B. C. ...F. dejando el sistema de puntos
equivalentes en una disposicién indistinguible dela
inicial.

b. El producto L L! da como resultado una rotacién de
360° alrededor de L, . lo que es igual a la unidad e.

c. Mediante el producto L. L; el motivo C se trasladaa
D inicialmente yluego a A. Pero el mismo resultado
se obtiene haciendo girar el motivo C 240° alrede-
dorde L, en el sentido de la flecha, operacién que ya
hemos simbolizado como el elemento de simetria b.

Similarmente a lo hecho en estos ejemplos, se pue-
de proceder con los elementos de simetria de la figura
3.160 y muchos més casos. No obstante la comodidad
de este tratamiento simbdlico de los grupos, preferimos
retornar al trabajo directo con los elementos de sime-
tria geométrica, pues seguramente asi el material sera
mds accesible a una mayor cantidad de personas
interesadas en el tema.

4.3 Direcciones Unitarias
v Grados de Simetria

Se denomina direccién unitaria de un cristal aquella
que es tnica, que no se repite dentro de €él, ni siquiera
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figura 4.3

mediante la accién de los elementos de simetria. Las
direcciones que se repiten en un cristal mediante la
aplicacion de elementos de simetria. se llaman direccio-
nes simétricamente equivalentes.

Esimportante conocer la cantidad y la manera como

las direcciones unitarias pueden estar orientadas con
respecto a los elementos de simetria en los cristales.

a.

&

Con respecto a los centros de simetria. Un centrode
simetria puede estar ubicado. por ejemplo. ¢n la mitad
del segmento DD (figura 4.3a). que representa la ori-
entacién de una direccién unitaria, sin que se genere
ninguna otra direccién. Esta ubicaciéon del centro de
simetria hace que las mitades del segmento se
sustituyan mutuamente manteniendo inmodifica-
ble su orientacion.

Una direccién unitaria, para que lo contintie siendo
en presencia de un plano de simetria P, debe. o bien
ser paralela al plano y coincidir con ¢l, o ser perpen-
dicular al mismo. Por el contrario, una supuesta
direccién unitaria DD inclinada con respecto a un
plano P como se muestra en la frigura 4.30, genera por
reflexién una direccién diferente D’D’, también
inclinada y simétricamente equivalente con la
inicial. En la figura, el segmento n representa la nor-
mal al plano P.

D, La D4 Dy

D, D
L8
\\:\\\.i"ﬁﬂ
N ¢ 4L,
A
i )
Fa ; Ij3
D; Dy Ls D2 D
c d.
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c. Las direcciones unitarias con respecto a los ejes de
rotacion de orden n deben ser coincidentes con estos;
silo fueran inclinadas, inmediatamente se generarian
n direcciones también inclinadas y simétricamente
equivalentes. En la figura 4.3¢ se ha supuesto que
D,D,, la gran diagonal de un prisma tetragonal, es
una direccion unitaria. Pero esta es una direccion
inclinada respecto al eje central L, de dicho prisma.
Esta disposicion permite la generacién de tres

direcciones mads, simétricamente equivalentes con
D,D,, obtenidas mediante la rotacién de D, D, con
dngulos de 90° alrededor de L,. De tal manera se
tienen como resultado final las cuatro grandes
diagonales del prisma mencionado, las cuales son
simétricamente equivalentes pero no unitarias. Si
ademds de lo anterior, el eje L coincide con un plano
de simetria P, entonces una direccion inclinada con
relacion a L puede repetirse 2n veces.

Las direcciones que son perpendiculares a ejes de
rotacién L en general generan n direcciones simétrica-
mente equivalentes, con la excepcion de los ejes dobles
L,, los cuales, como la evidencia la figura 4.3, al realizar
una rotacién de 180° sobre el segmento DD que repre-
senta la direccién dada, lo dejan con la orientacion inicial.

El nimero de direcciones unitarias en un cristal esta
relacionado con la presencia o ausencia de elementos de
simetria y con el tipo de estos, cuando los hay. Un cristal,
un cuerpo en general, que no posee ningtin elemento de
simetria, o que posee solamente un centro de inversion,
tiene un nimero infinito de direcciones unitarias, pues
cualesquiera dos 0 més de ellas nunca se podrédn relacio-
nar entre si o repetir en el espacio con la ayuda de ese
elemento. Tales direcciones nunca seran simétricamente
equivalentes y los objetos que las poseen son
completamente asimétricos o de muy baja simetria. Un
cristal con forma de ladrillo cuyo conjunto de elemen-
tos de simetria puntual esta constituido por 3L,3PC,
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tiene tres direcciones unitarias, que coinciden respecti-
vamente con los tres ejes L,.

El cubo es un poliedro altamente simétrico, con
muchos ejes, planos y centro de simetria. Por esta causa,
cualquier direccién que presumamos unitaria, siempre
encontrard otras simétricamente equivalentes a la ini-
cial. En el sistema ciibico no hay direcciones unitarias.

Una posicién intermedia entre los cristales que
tienen varias o muchas direcciones unitarias y los que
no poseen ni una sola, la ocupan los cristales que
solamente tienen una, como los prismas y piramides
trigonales, tetragonales y hexagonales en los que la
direccién unitaria coincide con los ejes L., L, v Ly,
respectivamente.

La particularidad de los cristales de poseer varias,
una o ninguna direccién unitaria, ha dado lugar a la
diferenciacién de tres grados o categorias de la simetria
cristalina: baja, intermedia y alta, entre las cuales se
distribuyen los siete sistemas cristalinos de relaciones
axiales y angulares de la tabla 1.1, asi:

a. Cristales de baja simetria. Se caracterizan por no tener
ejes de rotacién de orden superior a dos y pueden
tener varias direcciones unitarias. A esta categoria
de simetria pertenecen los sistemas triclinico,
monoclinico y ortorrémbico.

b. Cristales de simetria intermedia. Poseen una sola di-
reccion unitaria que coincide con el unico eje de
orden superior a dos, el cual también se denomina
eje principal del cristal. A esta categoria pertenecen
los sistemas trigonal (L), tetragonal (L,6 L)) y hexa-
gonal (Ly 6 L,).

c. Para cristales de alta simetria su caracteristica es no
poseer direcciones unitarias y tener méas de un eje de

orden superior a dos. Estd constituida esta categoria
dnicamente por los cristales del sistema ctbico.

Los sistemas cristalinos de la tabla 1.1 se diferencian
ademads por los diversos elementos de simetria que pue-
den tener lugar en cada uno de ellos. La combinacién de
tales elementos da como resultado un total, para todos los
sistemas, de 32 grupos puntuales de simetria cristalina.

4.4 Deduccion de los Grupos Puntuales
de Simetria Cristalina

Por primera vez los 32 grupos de simetria puntual
fueron deducidos teéricamente por Hessel J. E. C. (1796-
1872) y posteriormente con mayor sencillez por Galodin
(1869), Zonke (1879), Curie, Schoenflies, Vulf y otros
(Shafranovsky, I, 1980, T. I1.) La metodologia utilizada
fue siempre la de agregar a unos elementos de simetria,
otros que produjeran un efecto similar al del elemento
inicial, cosa que no es diferente del contenido del primer
axioma de agrupacion de los elementos de un grupo.

Los 32 grupos puntuales de los sistemas cristalinos,
se distribuyen en siete clases de simetria (no confundir
este concepto, ni con los grados de simetria que son
tres, ni con los siete sistemas cristalinos): primitiva, cen-
tral, planar, axial, planoaxial, inversoprimitiva €
inversoplanar. (talbla 4.3).

Grupos de simetria puntual con direcciones
unitarias

Suele tomarse como primer criterio para la
distribucién de los grupos de esta tabla, la presencia 0
ausencia de direcciones unitarias en los cristales. Luego
de establecida la presencia de por lo menos una direc-
cién unitaria, esta ha de combinarse sucesivamente con
otros elementos y en esta forma se van generando las
nuevas clases de simetria.




tabla 4.3 Elementos de los 32 erupos de somctria

a la que pertenecen estos grupos tan sencillos se
cristalina

a. Grupos de simetria puntual con direcciones unita-

rias exclusivamente

Ya sefialamos que una direccién unitaria debe
coincidir con un tnico eje de orden permitido L_, lo
cual solamente es posible en los sistemas de simetrfa
baja e intermedia, con excepcién del sistema orto-
rrémbico, que no tiene un tinico eje de rotacién de
orden 2, sino tres a la vez. De esta manera, y conse-
cuentemente con lo analizado en el numieral 3.3, en
cuanto a los tipos de ejes de rotacién permitidos en
cristalografia, se obtienen cinco grupos cuyos con-
juntos de elementos de simetria en cada caso consta
simplemente de un eje de rotacién de orden diferen-
te: Ly, Ly, Ly, L, y L (tabla 4.3). La clase de simetria
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denomina primitiva.
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centro de simetria C con ejes de rotacion de orden
par, genera automaticamente un plano perpendicu-
lar al eje L, correspondiente (figura 4.4¢), que.Io
intersecta exactamente en el punto donde se ubica
el centro de simetria. Teniendo en cuenta que el eje

figura 4.4
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L, pricticamente no complementa la simetria del
conjunto, se suprime y definitivamente estos gru-
pos se expresan como C, L,PC, L,C, L ,PC y L PC
respectivamente en nuestra nomenclatura auxiliar,
que permite dar en forma explicita todos los elemen-
tos que conforman los grupos. Como la caracteristica
comin de estos nuevos grupos es la de poscer centro
de simetria, la clase a la que pertenecen se ha llamado
central.

No hay unanimidad de los tratadistas en cuanto a
algunos grupos en la tabla 4.3. Asi por ejemplo, en el
sistema monoclinico, el grupo L, con frecuencia es
colocado en la clase axial y el grupo L,PC en la clase
planoaxial. Cosa similar ocurre con otros grupos
cuyas posiciones dudosas en la tabla las hemos
indicado con letras grises.

El autor propone el ordenamiento mostrado en las
tablas 4.3 y 4.4, considerandolo conveniente atn por
razones nemotécnicas. Asi, en la clase primitiva los
ejes L_ son elementos tnicos del grupo; en la clase
central no puede haber mds de un plano, que ademds
debe ser perpendicular a la direccién unitaria; en la
clase axial siempre hay mas de un eje y en la
planoaxial, més de un eje y mads de un plano.

c. Simetria planar

A cada una de las direcciones unitarias iniciales se
agrega un plano de simetria P paralelo y coincidente
can ellas, como lo muestra la figura 4.4d. Entonces,
en concordancia con la regla 2 del pardgrafo 3.7, segiin
el orden n del eje L_existente como direccién unita-
ria, habra no solamente un plano sino n, que cumplen
con la condicién de paralelismo y coincidencia con
relacién a la direccién unitaria dada, la cual también
puede interpretarse como eje de interseccion mutua
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de los n planos P. Se obtienen asi cinco grupos de la
clase planar: P, L,2P, L.,3P, L 4P y L 6P.

Merece una explicacion la ubicacion de los primeros
grupos de esta clase en la rabla 4.3. El grupo P es el
resultado de la interaccién de L, con un plano
paralelo y coincidente P: L,P = P que correspondera
al sistema triclinico. Sin embargo, la existencia de
esta simetria planar requiere unas relaciones axiales
y angulares diferentes, que son precisamente las del
sistema monoclinico. Andlogamente la combinacion
L,2P no es posible en el sistema monoclinico sino en
el ortorrémbico.

d. Simetria axial

Si perpendicularmente a cualquier eje L de una
direccion unitaria se da un eje doble de rotacién L,
(figura 4.4¢), entonces se generan cuatro grupos que
contienen solamente ejes de rotacién 3L,, Ly3L,,
L4L, y L 6L,, que conforman la clase axial.

e. Simetria planoaxial

Es la resultante cuando las direcciones unitarias se
combinan simultdneamente con un centro de sime-
tria y un plano coincidente con la direccién. Por
razones ya explicadas, los ejes de rotacién de orden
par que corresponden a las direcciones unitarias, en
este tipo de combinacién, ademas de los n planos
paralelos P, contienen otro adicional que es perpen-
dicular al eje dado. Esquemaéticamente esta combi-
nacién para obtener los grupos planoaxiales la
representamos asi:

L, + P, + C=3L,3PC

Li+P +C= L;3L,3PC
L4 + PH +C= L44L25PC
Ly # B + C=L6L,7PC

~
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El grupo L,PC que hemos ubicado en la clase cen-
tral, también puede obtenerse con una combinacién
similar

L1 + P” +C= LZPC
f. Simetria inversoprimitiva

Esta constituida por dos grupos cuyo Gnico elemen-
to de simetria es un eje de inversién en cada caso.
Podria esperarse un mayor niimero de estos grupos,
pero como lo indica la primera columna de la tabla
3.1, la equivalencia de los ejes de inversién en
términos de conjuntos de elementos finitos de si-
metria, deja solamente dos posibilidades de conjun-
tos que hasta este momento no hayamos obtenido
en las clases ya analizadas:

L, 21,

La flecha indica que la equivalencia ésta apenas es
unidireccional, es decir, que L,, siempre implica L,,
pero que no todo L, conlleva un eje L,. Finalmente,

L = LiL,

8. Simetria inversoplanar

Se logran los grupos de esta clase combinando cada
uno de los grupos de la simetria inversoprimitiva
con un plano P coincidente con el respectivo eje de
inversién. Estas combinaciones no representan
dificultad si se tienen en cuenta las equivalencias ya
citadas en la columna primera de la tabia 3.1 y en el
contenido de la tercera regla de combinacién. Como
€n casos anteriores, escribimos estas operaciones as:

Ly (L) + P, = L,2L,2P
Le(=LP)) + P, = L,3L,4P
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Enla franra 4.5 un tetraedro tetragonal, explica bien
la posibilidad de los dos ejes perpendicularesa L, en
el primer grupo. cuando se asume la presencia de un
plano P paralelo y coincidente con el eje de inver-
sién. Conforme lo establecido por la segunda regla
de combinacion. habra un total de dos planos que
llenan las mismas condiciones por medio de los cuales
ademas aparecen dos ejes dobles de rotacién como lo
prevé la tercera regla.

La figura 4.54 muestra la disposicién de los elemen-
tos de simetria ¢n el tetraedro tetragonal, el mismo
con el que en principio se explicé el modo de
operacion de un eje L. La figura 4.5b contiene la
proyeccién estereogréfica de los mismos elementos
y en la figura 4.5¢ se da un ejemplo concreto, ajeno
ya a la idea inicial del tetraedro de la operacién de
los elementos de simetria de este grupo sobre la
comilla A de doble faz que nos sirve de motivo. Cier-
tamente el motivo que inicialmente ocupa la, osicién
A, porlaaccién de L llega a la posicion B a través de
A’. Luego por reflexién en el plano P ocupa final-
mente el lugar C. Pero esta misma operacién se ob-
tiene mediante la rotacién alrededor de L,, uno de
los ejes dobles perpendiculares a L, que resultan
de la multiplicacién PL,, y que traslada directa-
mente de la posicién A a C.

figura 4.5




La figura 4.6 ilustra andlogamente al caso anterior. la
disposicién y proyeccién estereogréfica de los ele-
mentos de simetria del grupo L ;3L,3P. Esto se hace
sobre la base de los elementos de simetria de un prisma
trigonal, pero que sin embargo en conjunto confor-
man el grupo inversoplanar del sistema hexagonal.

figura 4.6

a. b.

Grupos de simetria puntual sin direcciones
unitarias

Los cristales con alto grado de simetria carecen de
direcciones unitarias, pues cualquier dircccién que se
elija siempre encontrar4 un elemento de simetria que
evidenciar4 la presencia de otras simétricamente equi-
valentes. Esta particularidad del alto grado de simetria
en cristales, estd completamente reflcjada en la simetria
de algunos poliedros regulares: El tetraedro, limitado par
cuatro tridngulos equildteros iguales; el hexaedro (cubo),
que tiene seis caras cuadradas iguales y, el octaedro. con
ocho tridngulos equildteros también iguales.

a. Simetria cibica primitiva
Para la distribucién de los grupos de alta simetria en

sus correspondientes clases, se procede en forma casi
similar a la de las categorias inferiores. Solo que como

aqui no es posible hallar un eje Gnico, una direccién
unitaria, se suele tomar como criterio de partida la
minima cantidad de ejes posibles en un tetraedro
cubico, esto es, 3L,4L . Este conjunto de elementos
cumple las condiciones de un grupoy. se asigna como
la clase primitiva para el sistema cubico.

uv-, LI 1 ) 4 =
3 igura 3.
2, fig 3.7

La figura 4.7 explica la relacién existente entre un
tetraedro regular, como el que se ha tomado para
definir la clase primitiva cdbica, y un cubo en el que
el primero estd inscrito; en ella es ficil encontrar las
orientaciones de todos los ejes de este grupo.

b. Simetria ctuibica central

Sial grupo de simetria cibica primitiva se agrega un
centro de Simetria C, entonces de acuerdo con las
normas de combinacién, se obtiene un nuevo grupo
finito y cerrado, que contiene ademds tres planos P
perpendiculares respectivamente, a los tres ejes de
rotacién L,

3LyAL, + C = 3L,4L,3PC
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figura 4.8

figura 4.9

La figura 4.8 muestra la disposicion de estos elemen-
tos. El centro de simetria en este dibujo estd repre-
sentado en asociacién con los ejes de tercer orden,
como ejes L ;. De ella se evidencian las tres posibles
representaciones en la nomenclatura internacional,
como se sefialaen latabla 4.5.

¢. Simetria cubica planar

Se obtiene de la multiplicacién de cada uno de los
ejes L del grupo tetraédrico inicial con planos P
coincidentes con ellos. En estas condiciones cada
eje L resulta ser la recta de la mutua interseccion de
tres planos similares entre los cuales median dngu-
los de 120°. En total resultan seis planos diferentes
que cortan en diagonal todas las caras del cubo
tomado como referencia para la orientacién de los
ejes de la clase primitiva (figura 4.9), los cuales
también estdn cortando en diversas direcciones el
tetraedro que hemos supuesto inscrito dentro de
dicho cubo.

NS

Al comparar la relacion que hay entre un eje L, y dos
planos perpendiculares que cortan un tetraedro a lo
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largo de dicho eje, como se mostré en la figura 4.5,
serd facil comprender que ahora cuando no tenemos
direcciones unitarias, en el tetraedro regular cortado
por seis planos, habra tres direcciones mutuamente
perpendiculares, simétricamente equivalentes me-
diante la acci6n de cualquiera de los ejes Ly, a lolargo
de las cuales los planos por pares se cortan en
condiciones exactamente iguales a las de la figura
4.5. Es decir, estamos en una situacién en la que los
ejes dobles de rotacién L,, que hacen parte del grupo
de simetria primitiva, deben sustituirse por ejes de
inversion L. En conclusién el grupo planar de alta
simetria se obtiene también sobre la base de la
minima simetria de un tetraedro regular y tiene trece
elementos (figura 4.9):

3L,,4L,6P
d. Simetria cuibica axial

El anélisis de las tres clases anteriores de simetria
clbica se fundamentd en las diferentes combinacio-
nes de los elementos finitos de simetria en un
tetraedro regular. Esta es la causa para que en lano-
tacién de Schoenflies, como lo explicaremos mas
adelante con mayores detalles, estos grupos se repre-
sentan por una T en primer lugar, que significa que
estamos ante una simetrfa derivada de la de un
tetraedro regular. En cambio las otras dos clases del
sistema ctibico, en esa misma notacién, se represen-
tan en primer lugar con la letra maytscula O, que las
relaciona con la simetria de un octaedro regular.

En verdad la clase de simetria ctbica axial contiene
en conjunto la maxima cantidad de ejes posibles en
este sistema, es decir, 3L 4L,6L,. Estos elementos se
pueden relacionar con la simetria de un octaedro
inscrito dentro de un cubo en la forma como se in-
dica en la figura 4.10. Con respecto a este mismo cubo
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figura 4.10




figura 4.14

la orientacién y disposicion de tales elementos se
muestra en la figura 4.11, lo cual se representa sim-
plemente como el grupo O en la notacién de Schoen-
tlies (tabla 4.5).

e. Simetria ctbica planoaxial

Se obtiene haciendo interactuar el grupo axial ante-
rior con un centro de simetria. El resultado es facil
de preveer. Como en el grupo axial en total existen
nueve ejes independientes de orden par, de acuerdo
con el teorema 3 del pardgrafo 3.7, cuando cada uno
de ellos se multiplica con el centro de simetria re-
produce un plano perpendicular al mismo, que desde
luego pertenece al nuevo grupo. Asi pues, el grupo
planoaxial ctibico representa la maxima simetria po-
sible en un cristal y contiene los siguientes elementos:

3L,4L,6L,9PC

o sea, veintitrés elementos finitos de simetria, que
se orientan con relacién al cubo de referencia en la
forma indicada en la figura 4.12.

Dado que los grupos de simetria ctibica puntual se
han relacionado con tetraedros y octaedros regulares, es
importante recordar la relacién dimensional y de ori-
entacién mutua entre éstos y un hexaedro (cubo) tomado
como referencia (figuras 4.7 y 4.10). lgualmente, es
necesario clarificar la relacién entre el tetraedro y el
octaedro que es la que se muestra en la figura 4.13, en el
trasfondo del cubo mencionado. La figura 4. 14 represen-
ta un cuadrante de la proyeccién estereogréfica de la
totalidad de planos y ejes posibles en el grupo plano-
axial del sistema ctibico cristalino. Allf se indican los
dngulos que median entre los diferentes ejes de rota-
cién, validos para todos los grupos de alta simetria.
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4.5 Nomenclatura de los Grupos
de Simetria Puntual

Existen varios sistemas de notacién de los grupos de
simetrias, pero de todos ellos dos han tenido aceptacion
universal y amplia utilizacién. Estas son las llamadas
nomenclaturas de Schoenflies y de Hermann-Mauguin,
esta tltima también se conoce con el nombre de no-
menclatura internacional. En latalla 3.2 ya se explico
cémo se representan los elementos de simetria en cada
uno de estos sistemas. Las notaciones respectivas han
de ser pues consecuentes con esas representaciones de
los elementos. De otro lado, estas tienen la virtud de con-
tener, para cada grupo, una informacién muy concisa
acerca de los elementos de simetria, pero que es sufi-
ciente para que a partir de ella, univocamente se puedan
deducir, apoyados en los principios de combinacién, los
demds elementos que componen el grupo. Por ejemplo,
el grupo axial cibico, con nuestra representacion auxi-
liar ha incluido toda la férmula de simetria 3L,4L.6L,,
mientras que en la notacién de Schoenflies se represen-
ta por una O y en la notacién de Hermann-Mauguin
por el conjunto de nlimeros 432. Veamos cudles son los
mds importantes criterios y normas que rigen cada una
de estas representaciones.

Notacién de Schoenflies

a. Los ejes de rotacién propia se representan con una C.
Por tanto los grupos de simetria baja e intermedia de
la clase primitiva, consecuentemente con la tabla
3.2, se representan por C,, donde n indica el orden de
rotacion de los ejes respectivos. En la tabla 4.3 1a
notacién de Schoenflies correspondiente a cada
grupo, la hemos incluido en el dngulo inferior derecho
de cada posicion. Para el grupo ciibico de la clase primi-
tiva se utiliza la letra T (tetraédrico) y recuerda que
este grupo contiene la minima cantidad de elemen-
tos de simetria en este sistema, que es precisamente
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el conjunto de ejes de rotacién posibles en un
tetraedro regular (figura 4.7).

b. Existen otros grupos con ejes que se representan por
C,p- La h (de horizontal) en este caso significa que
perpendicularmente al eje de rotacién C,, hay un
plano de simetria, que en esta notacién se represen-
ta por §,. Sin embargo hay algunas particularidades.
Cuando n=1, la combinacién de elementos C,+
8, = §,. Este grupo resultante se suele representar por
C,. Debe recordarse que los grupos de simetria cen-
tral C,, con ejes de orden par, implican ademés de C,,
y 8, , un centro de simetria i, que no se explicita
especialmente en la nomenclatura de Schoenflies,
mientras que para los grupos triclinico y trigonal de
la misma clase de simetria central si se hace, pera en
ellos no existe el plano horizontal

De igual manera el grupo cibico central (figira 4.8),
se representa por Ty, lo que significa que perpendicu-
larmente a cada eje C, de la simetria tetraédrica
primitiva hay un plano de simetria 8, que implica la
presencia de un centro de simetria i, dibujado adecua-
damente en la figura mencionada, sobre los ejes L.

<. La propiedad de interaccién entre ejes y planos de
simetria expresada en la regla 3 del pardgrafo 3.7 se
refleja en los grupos genéricos C,, Ungrupodeestos
tiene un eje C_ y n planos de simetria d, (verticales)
que se intersectan a lo largo del eje indicado. Para
n=1 se obtiene sencillamente el plano vertical §,, el
cual nuevamente se representa por C_; por esta razén
enlatabla 4.3 este grupo ha sido incluido por el autor
en la clase planar, a la que pertenecen los demis
gruposC_ .

86

El grupo cubico planar en este sistema de notacién
se representa por T, la d (diagonal) indica que en
este grupo los planos que cortan en diagonal las ca-
ras del cubo de referencia (figura 4.9), convierten los
ejes C, de la simetria tetraédrica primitiva en ejes de
rotacién impropia S,

&

Los ejes de rotacién impropia (tabla 3.1), generan
grupos cuyos respectivos elementos son los propios
ejes S (tabla 3.2), sin embargo algunos de ellos tienen
equivalencia con otros, por lo cual en la tabla 4.3 se
mantiene solamente el grupo S, ya que

S,=8, =C,
S,=i =C,
Sy=Cs+ 8, =Cy,
Ss=Cs+i =C,

e. Para los grupos de simetria baja e intermedia que
poseen més de un eje de rotacién, Schoenflies utiliz6
las notaciones D, D_, y D, ,. Los grupos D, tienenn
ejes de simetria perpendiculares a un eje C, (Regla 1
de combinacién). En cambio las grupos D,;,, ademds
de los contenidos de los grupos D, tienen un plano
de simetria §, perpendicular al eje C,,. Con frecuencia
se utiliza el simbolo V cuyos significados son los
siguientes: V=D, es una combinacién de tres ejes G,
mutuamente perpendiculares (rémbico axial);
V,,=D,,, es un conjunto de tres ejes C, mutuamente
perpendiculares con un plano perpendicular a cada
uno de ellos (rémbico planoaxial); y V4= Dy €s €l
conjunto de tres ejes C, mutuamente perpendicu-
lares y planos diagonales (tetragonal inversoplanar).

En general un grupo D, posee un eje C,, n ejes C;

perpendiculares a C_, y n planos verticales que bisectan
los dngulos mediadores entre los ejes C,.
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El grupo cibico axial se representa por la letra O
(octaédrico), que como fue explicado contiene el con-
junto de todos los ejes de rotacién que pueden tener lugar
en un octaedro regular (figuras 4.10y 4.1 1), en tanto que el
grupo planoaxial se expresa mediante O, y que debe in-
terpretarse en el sentido de que perpendicularmente a
cada unode los ejes C,, explicito o implicito, hay un plano
de simetria 3, que lo intersecta en el centro de simetria
obligado C,.

Notacién internacional o de Hermann-Mauguin

Los simbolos utilizados en este sistema de notacién
para representar los elementos de simetria ya fueron
indicados con motivo de la construccién de la tabla 3.2.
Esta es la notacién preferida de los cristalégrafos, pues
tiene algunas ventajas practicas especialmente para
describir los grupos espaciales, es decir cuando se
consideran ademads de los elementos de simetria puntual,
los que implican traslaciones. Fuera de lo anterior, la
notacién de Hermann-Mauguin permite orientar los
elementos de simetria con respecto a los ejes cristalo-
gréaficos de cada sistema.

Los criterios fundamentales que han de tenerse en
cuenta para descifrar esta notacién, que en la tabla 4.3
hemos colocado en el dngulo superior derecho de cada
grupo, se exponen a continuacion.

a. Para los sistemas triclinico y monoclinico cuya
simetria es baja, es suficiente una posicién o compo-
nente que se refiere a la direccién unitaria, tomada
como orientacién principal. Para los otros sistemas
de simetria baja e intermedia es suficiente una
posicién solamente para las clases primitiva, central
e inversoprimitiva. De tal manera, en la notacién
internacional los grupos de simetria primitiva de las
dos primeras categorias se representan por los
ndmeros 1, 2, 3, 4 y 6 respectivamente; mientras que

88

g

C.

para los mismos sistemas en la clase central lo hacen
las expresiones 1. 2. 3, 4 y S El grupo monoclinico
planar queda simbolizado con la letra m y los inver-
soprimitivos tetragonal y hexagonal por 4 y 6. Las
fracciones del tipo L en general significan que existe
un plano m perpendicular al eje de orden n; cuando
n es niimero par esta expresién lleva implicito un
centro de simetria.

En el sistema ortorrémbico los ejes cristalograficos
son ortogonales entre si y se utilizan en la simboli-
zacion de grupos hasta tres componentes (posicio-
nes). El grupo representado como mm2 significa que
tiene un plano m perpendicular al eje cristalogréfico
X (primera posicién), otro perpendicular a Y y un
eje 2 paralelo a Z. Podemos concluir entre tanto, que
la posicién de un plano m en esta nomenclatura,
sirve para indicar la direccién de la normal a dicho
plano de simetria. Por consiguiente, cuando se
utilizan las tres posiciones en el sistema ortorrém-
bico, estas estan referidas a los ejes cristalogréficos
del sistema. Con frecuencia esta simbolizacién de
los grupos puntuales se abrevia. Por ejemplo, para el
grupo mencionado se puede escribir simplemente
mm, pues la presencia del eje 2 se ha de inferir como
resultante de la interseccién de los planos. Anéloga-
mente los grupos 222 y mmm abreviadamente se
pueden expresar como 22 y % m respectivamente.

Para el sistema trigonal son suficientes dos posiciones.
La primera indica que el eje 3 6 3 es paralelo al eje
cristalografico Z, y la segunda, el tipo de elementos,
planos o ejes, equivalentes que se distribuyen
alrededor del eje unitario, con intermediaciones de
60° 0 120°. La referencia de estos elementos con los
demis ejes cristalograficos se aclara en el pardgrafo
5.7 que trata de la orientacién de los cristales.
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d.En el sistema hexagonal también pueden ser utiliza-
das las tres posiciones. Las dos primeras tienen el
mismo significado que en el sistema trigonal y la
tercera se refiere a las direcciones perpendiculares al
eje unitario 3 6 3, que bisectan los &ngulos de 120° o
60° establecidos por la segunda posicién. Por ejem-
plo, el grupo & mm comprende los siguientes e-
lementos de simetria: un eje 6 con un plano m per-
pendicularaél (5 dela primera posicion), tres planos
m que se cortan mutuamente a lo largo del eje 6
separados por dngulos de 120° y orientados conve-
nientemente con relacién a los ejes cristalograficos
usados para este sistema (m de la segunda posicién),
y tres planos interpuestos equidistantemente entre
los tres primeros (m de la tercera posicién). Es evidente
que para estos grupos puntuales la informacién
contenida en la tercera posicién no es indispensable
y puede utilizarse abreviadamente, limitandose a las
dos primeras posiciones, o sea S m para el ejemplo
que hemos considerado. Sin embargo, cuando se trate
de los grupos espaciales, los cuales se derivan de los
grupos de simetria puntual, serd indispensable re-
cordar el significado de todas las posiciones de la
nomenclatura internacional.
e. Para el sistema tetragonal también se hace coincidir
la primera componente con el eje cristalografico Z y
por tanto ella es ocupada siempre por un 4 6 4 del eje
de simetria correspondiente a un grupo dado. Una
segunda posicién en la nomenclatura, sefiala el tipo
de elementos que son perpendiculares (planos), o
paralelos (ejes) a los ejes cristalogrédficos X y Y,
elementos estos que siempre resultan iguales en este
sistema. La tercera posicién se refiere a los elemen-
tos que caracterizan direcciones perpendiculares a
los ejes 4 6 4, es decir, direcciones paralelas al plano
XY, pero que ademés estdn orientados a 45° con
relacién a los mismos ejes X y Y. Nuestro amable
lector ha de estar ya en capacidad de interpretar cual-
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quier grupo de este sistema, por ejemplo el
inversoplanar 42m, el cual abreviadamente a veces
representan como 4m, o el planoaxial 2 mm queen
forma mas explicita con frecuencia lo escriben asi:
4 2 2 Confronte su interpretacion con latabla 4.4.

£. En el sistema ctibico los grupos de simetria puntual
contienen los elementos propios de tetraedros u
octaedros regulares, pero relacionados siempre con
un cubo de referencia. Por esta razén, de las tres posi-
ciones utilizadas en la nomenclatura de Hermann-
Mauguin, la segunda siempre es un tres, que
representa los cuatro ejes 3 dirigidos a lo largo de las
grandes diagonales del cubo. La primera componen-
te se refiere a los elementos (planos o ejes) que se
pueden caracterizar a lo largo de los ejes cristalogra-
ficos del sistema, y la tercera da informacién sobre
los elementos dirigidos segtin las diagonales de las
caras del cubo. A manera de ejemplo, el grupo 3m
corresponde a la figura 4.9, donde se puede apreciar
claramente la disposicién de todos los elementos con
relacién al cubo de referencia.

4.6 Proyeccion Estercogrdfica
de los Grupos Puntuales

Un complemento de gran utilidad para la compren-
sién de los grupos de simetria cristalina, es la proyec-
cién estereografica del conjunto de elementos que
compone cada uno de ellos. Dicha proyeccion se hace
generalmente procurando que los ejes que corresponden
a las direcciones unitarias se orienten perpendicular-
mente al circulo de proyeccién. Cuando no hay direc-
ciones unitarias, como en el sistema ctibico, entonces se
busca uno de los ejes 4 6 4, y en ausencia de ellos, uneje
doble de rotacién, que coincida con la normal al cfrculo
de proyeccién. Asi se ha construido la tabla 4.4 de pro-
yecciones estereograficas de los 32 grupos puntuales de
simetrias cristalinas, la cual estd en completa corres-




pondencia con la de los grupos que hemos propuesto en
latabla 4.3.

No obstante lo dicho en cuanto a la orientacion de los
ejes con relacién al circulo de proyeccién estereografica,
la excepcién la constituye el sistema monoclinico, en el
cual por convencién universal, el Gnico eje posible se
proyecta horizontalmente, es decir, se orienta siempre de
tal manera que sea paralelo al plano de proyeccién; en
cambio el Gnico plano de simetria posible en los grupos
de este sistema se orienta siempre perpendicularmente al
citado plano proyeccion (tabla 4.4).

De otro lado, en el proceso histérico del desarrollo
de la cristalografia a cada uno de los grupos puntuales se
les han dado diversos nombres de igual manera que se
han propuesto diferentes tipos de nomenclatura. La que
hasta ahora hemos llamado inicialmente nomenclatura
auxiliar, en realidad propuesta por Bravais, perfeccio-
nada por Paul von Groth (1843-1927) a finales del siglo
XIX, y tiene la virtud, como ya lo hemos comprobado,
de incluir explicitamente en una formula todos los e-
lementos de simetria. El mismo investigador junto con
otros de su época dio a los grupos puntuales los nombres
que hemos insertado en la tabla 4.5. Estas denominacio-
nes estdn intimamente relacionadas con los poliedros
que se pueden obtener en cada grupo cuando se da una
cara de forma y orientacién adecuadas, la cual luego se
reproduce simétricamente mediante la operacién con
todos los elementos del grupo. El nimero méximo de
caras simétricamente equivalentes que pueda tener un
poliedro en un grupo dado de simetria, se llama orden
del grupo. De tal manera que la tabla 4.5 contiene, como
sintesis de este capitulo, la distribucién de los grupos
segln los sistemas cristalinos, las nomenclaturas de los
mismos seglin Groth, Hermann-Mauguin y Schoenflies;
el orden de los grupos y la denominacién de los mismos

en una de las formas més utilizadas y también propuesta
por Groth.
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talbla 4.4 Provecaron cstercogriifica de los 32 grupos

puntuales
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tabla 4.5 Los 32 grupos dc simctria cristalina:

simbolizacién, orden y denominacion
Sgam| SERe |mantun) Seanes |“Sne | TG

g L ! C 1 Monogdrnico

E C T C=S, 2 Pinacordal

8 L 2 C, 2 Diédrico axia!

"é P m C.=Cy, 2 Diedrnico inaxia!

g L,PC _% Ca 4 Prnsmatico

g L,2P 2mm, mm2 mm| C,, 4 Rombopiramidat

§ 3L, 222 22| D, =V 4 Rombotetraedrico

5 3L,3PC %%% mmmy{ Dy, =V, 8 Rombobipiramidal
Ly 3 C, 3 Trigonopiramidai

_ L.C 3 Cy = Sg 6 Romboedrico

g L3P 3m Ca 6 Ditrigonopiramidal

= L,3L,3PC 3-% 3m| p,, 12 Ditrigonoescalenoédrico
L3L2 32 D, 6 Trigonotrapezoédrico
L, 4 C, 4 Tetragonopiramidal
L,PC i%' Ci 8 Tetragonobipiramidal

E L,4P 4amm am| ¢, 8 Ditetragonopiramidal

% L4L2 422 42| D, 8 Tetragonotrapezoédrico

fg L4L,5PC % Jgﬁ% (inmm Dan 16 Ditetragonobipiramidal
Ly 3 S, 4 Tetragonotetraédrico
L, 2L2P 42m Dy = Vg4 Tetragonoescalenoédrico
Lg 6 Ce 6 Hexagonopiramidal
L,PC % Cen 12 Hexagonobipiramidal

F:] LeSP 6mm 6m| C,, 12 Dihexagonopiramidal

§’ Le6L, 622 62| Dg 12 Hexagonotrapezoédrico

L] LBL,7PC §22 Smm|op, 24 Dihexagonobipiramidal
Lg=L,P 3 Can 6 Trigonobipiramidal
Lig3L,3P = L,3L4P| Bm2, 62m Dan 12 Ditrigonobipiramidal
3L,4L, 23 T 12 Tritetraédrico
3L,4L,PC r—%—? m3,m3 T, 24 Didodecaédrico

% 3L,4L,6P 43m Ty 24 Hexatetraédrico

3 3L,4L46L, 432 0 24 Trioctaédrico
3L,4L,6L,9PC m3m Oy, 48 Hexaoctaédrico
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SO ¥ N
MoORFoLOGiA DE LOS CRISTALES
E INDICEsS CRISTALOGRAFICOS

Los mejores cristales naturales tienen la propiedad
de tomar la forma de poliedros y para cada elemento o
compuesto quimico en estado cristalino poliedral, los
angulos comprendidos entre caras correspondientes es
constante, lo que constituye una caracterfstica que
permite su identificacién. Sin embargo el aspecto gene-
ral de los cristales de un mismo material puede variar
enormemente, pues sobre este influyen fuertemente el
ambiente fisico y termodindmico, que rodea al cristal
durante el proceso de su formacién. En tales circuns-
tancias las diferencias principales entre los cristales de
una fase cristalina serdn exclusivamente de su formay
un andlisis, por ejemplo mediante difractometrfa de
rayos X, ha de encontrar la estructura de todos ellos
practicamente igual.

El concepto de forma para la caracterizacién ma-
croscépica de los cristales es importante y ella no esta
desvinculada de la simetria puntual.

Se distinguen dos tipos de formas poliédricas en los

cristales. Uno, el de los cristales que ademds de su estruc-
tura apropiada, tuvieron condiciones de crecimiento tan
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favorables que estan limitados solamente por caras simé-
tricamente equivalentes e iguales. El segundo tipo de
formas, es el de los cristales poliédricos limitados exter-
namente por diferentes tipos de caras simétricas y a veces
asimétricas independientes. Un cristal con la forma de
un cubo tiene solamente caras (cuadradas) iguales y es
un buen ejemplo del primer tipo de formas. y otro cristal
de aspecto prismético (posee por lo menos dos tipos de
caras diferentes), es un ejemplo del segundo tipo de
formas cristalinas. En el primer caso las formas se deno-
minan simples y en el segundo combinadas.

5.1 Formas Simples

La forma simple se puede definir de otra manera,
teniendo en cuenta el grupo puntual al que pertenece,
como el conjunto de caras que se obtienen a partir de un
plano reticular cristalografico dado, (cara real o posible
del cristal) sobre el que se aplican todos los movimien-
tos u operaciones de simetria caracteristicos de alguno
de los grupos puntuales de simetria cristalina. Tales ca-
ras resultantes formaran unas con otras, aristas a lo largo
de las rectas de interseccién entre las mismas. Es pues
suficiente conocer una cara y los elementos de simetria
del grupo a que pertenece el cristal, para que un poliedro
regular pueda ser construido.

Puede darse el caso particular de que el grupo carezca
de elementos de simetria que puedan relacionar una
cara con otra, es decir, que el orden del grupo sea igual a
uno o que la posicién del plano inicial no permita su
repeticion; en este caso la forma simple consta de una
sola cara que se llama monoedro (figura 5.1b).

Cuando el conjunto de caras de una forma simple no
encierra completamente el espacio ocupado por el cristal,
se dice que la forma es abierta, como en el caso de los
prismas cuyas bases no se obtienen por operaciones de
simetria a partir de las caras laterales. Por el contrario,

cuando la forma encierra totalmente el espacio del
cristal, la forma es cerrada. Tal es el caso de los tetraedros,
bipirdmides y otras més.

™
N

fignra 5.1

Las formas simples de los cristales también se clasi-
fican segtin la posicién que tengan sus caras con relacion
alos ejes y planos de simetrfa. Una forma se denomina
comun o de posicién general, si sus caras estén inclinadas
respecto a todos los elementos axiales o planares, y par-
ticular o de posicién particular, en el caso en que las
caras sean perpendiculares o paralelas por lomenosaun
eje o plano de simetria. A cada grupo puntual de simetria
corresponde una forma simple comin y generalmente
varias formas simples particulares. No obstante en el
sistema clbico hay excepciones de formas comunes que
tienen caras de posicién particular, por ejemplo, perpen-
diculares a algin eje de simetria. Para este sistema crista-
logréfico la forma simple comiin, o general, se define
como aquella en que sus caras forman, con elementos de
simetria iguales, dngulos diferentes.

52 Formas Simples de Baja Simetria

En los sistemas cristalinos de baja simetrfa son
posibles solamente siete tipos de formas simples. Enel
sistema triclinico encontramos uno para la clase primi-
tiva, ausente de elementos de simetria significativos,
razén por la que los cristales a ella pertenecientes estan
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limitados Gnicamente por caras monoédricas. La otra
forma simple de este sistema tiene posibilidad en el
grupo central, cuyo tnico elemento es un centro de sime-
tria, por medio del cual pueden relacionarse dos caras
iguales dispuestas antiparalelamente. Esta forma se
denomina pinacoide (figura 3.2). En estos casos la forma
siempre es comun, pues no hay ni ejes ni planos a los
que las caras puedan ser paralelas o perpendiculares. Una
pinacoide puede ser generada por un eje binario de
rotacién o por un plano de simetria como forma simple
particular. En ese caso las caras son simplemente
paralelas y no antiparalelas.

Estas formas, no obstante la bajisima simetria de los
grupos con que las hemos asociado, como formas simples
comunes, pueden tener lugar como formas simples parti-
culares en cristales pertenecientes a todos los sistemas
con excepcidn del ciibico, en donde en general las formas
simples de los grupos con grados de simetria baja e inter-
media en su totalidad no encuentran lugar.

La figura 5.1a muestra el aspecto de un cristal de
4cido de estroncio sorpresivamente carente de elemen-
tos de simetria, por lo que su poliedro estd compuesto
exclusivamente por monoedros. En la parte b de la figu-
ra se indica la posibilidad del monoedro como forma
particular en el grupo 3 de simetria. La figura 5.1c con-
tiene la exterioridad de un cristal de sulfato de cobre
encerrado solamente por pinacoides generadas en un
centro de simetria, Gnico elemento de su grupo.

En el sistema monoclinico las formas simples
comunes son el prisma rémbico y los diedros que como
seilustra en las figuras 5.2a y 5.2b, son de dos tipos: axial
e inaxial. El prisma rémbico es la forma simple y abierta
compuesta por cuatro caras paralelas alternadamente y
cuya seccién transversal es siempre un rombo (figura5.2c).
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Q .
Diedro  ania! Diedro inaxial Prismo rombico

b

figura 5.2

Finalmente entre los sistemas de baja simetria, en
el ortorrémbico, encontramos como formas simples

comunes el tetraedro, la piramide y la bipiramide
ortorrombicos.

El tetraedro rémbico es una forma cerrada de cuatro
caras iguales no paralelas, cada una de las cuales es un
tridngulo escaleno. Cualquier seccién transversal que
del mismo se haga da como resultado un rombo.

Existen dos modificaciones de tetraedros rémbicos,
que aunque estdn constituidas por caras iguales, tales
modificaciones no coinciden congruentemente la una
con la otra, pero en cambio se relacionan entre s
enantiomdrficamente, es decir, como un objeto y su
imagen especular.

La generacién de tetraedros rémbicos enantiomér-
ficos puede interpretarse como un fenémeno de
disminucién de simetria (figura 5,3), partiendo de una
bipirdmide rémbica, cuyo grupo puntual mmm se halla
proyectado estereograficamente debajo de ella, se toman
las caras sombreadas y con ellas se construye el tetraedro
de la derecha, para lo cual hay que organizarlas en el
orden mostrado en la figura. Anélogamente se procede
con las caras blancas para obtener el tetraedro de la
izquierda. De tal manera los nuevos poliedros se ubican
en un grupo de menor simetria, 222, que el de la
bipirdmide inicial. Obsérvese en la figura la correlacién
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figura 5.3

enantiomérfica en las proyecciones estercogréficas de
los tetraedros resultantes. Alli mismo se muestran las
proyecciones de las caras del tetraedro derecho antes y
después de la disminucién de simetria.

La piramide roémbica es una forma simple comuny
abierta constituida por cuatro caras triangulares de lados
desiguales que confluyen en un solo vértice dejando
abierta su base de forma rémbica. La bipirimide rémbica
esta compuesta por dos pirdmides iguales a la anterior
unidas y correlacionadas en sus bases mediante un plano
especular de simetria. En latabla 5, 1 hemos condensado
las principales caracteristicas de las formas simples de
los sistemas cristalinos de baja simetria, incluyendo las
proyecciones estereograficas de las mismas.
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tabla 5.1 Formas cristalinas simples en los sistemas de

baja simetria

_
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|
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5.3 Formas Simples
de Simetria Intermedia

De las siete formas comunes existentes en los
sistemas de baja simetria solamente el monoedro y la
pinacoide tienen posibilidad, en los sistemas de simetria
intermedia, como formas particulares. En la tabla 5.2 se
han ordenado las formas comunes simples que
corresponden a esta categoria de simetria. Estas poseen
caracteristicas afines que permiten analizar algunas de
ellas simultdneamente.

En primer lugar estén las series de formas prismaticas,
piramidales y bipiramidales en los sistemas trigonal, tet-
ragonal y hexagonal, cuyas secciones transversales,
perpendiculares a los ejes de rotacién 3, 4 y 6 respecti-
vamente, representan un tridngulo equildtero, un
cuadrado y un hexdgono regular; figuras estas mostradas
en la primera columnade latabla 5.2. Se obtienen asi las
nueve formas simples dibujadas en las filas correspon-
dientes a las figuras antes mencionadas. De las series de
formas anteriores de esta categoria se derivan otras simi-
lares, con la dnica diferencia, que cada cara de las ante-
riores se divide en dos no obligatoriamente iguales, pero
manteniendo las mismas caracteristicas de inclinacién
o paralelismo con respecto a los elementos de simetria,
de las formas originales. Asi es como se obtienen las
series de prismas ditrigonal, ditetragonal y dihexagonal;
las piramides ditrigonal, ditetragonal y dihexagonal y
las bipiramides ditrigonal, ditetragonal y dihexagonal,
otras nueve formas simples faciles de recordar, colocadas
correspondientemente en la tabla 5.2. Destaquemos fi-
nalmente que todas las formas prismaticas son particu-
lares, mientras que las pirdmides y bipirdmides son formas
comunes en algunos casos y en otros particulares.

El conjunto de formas simples de los sistemas de
simetria intermedia se completa con otras siete, todas
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tabla 5.2 Formas simples de simetria intermedia
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comunes y cerradas. El romboedro esta relacionado con
el sistema trigonal, su Unico elemento de simetria es el
eje deinversién 6, que es equivalente a un eje 3 de rota-
cién y un centro de simetria C; consta de seis caras
rémbicas iguales, una de las cuales, lo mismo que la pro-
yeccién estereogréfica de la forma se muestran en la
tabla 5.2.

El tetraedro tetragonal esta constituido por cuatro
tridngulos isésceles iguales que encierran un espacio y
se relacionan simétricamente mediante un eje de
inversién 4 y dos ejes 2 de rotacién perpendiculares al
primero. Su seccién transversal siempre es un rectdngulo
y en casos particulares esta puede resultar cuadrada, si
se toma exactamente en la mitad de su altura.

Los escalenoedros trigonal y tetragonal. El primero,
como el romboedro anterior tiene como direccién
unitaria un eje 6 pero ademds de ello dos ejes 2 de rota-
cién perpendiculares al primero. Es una forma de 12
caras iguales opuestas alternadamente, que se obtienen
si en una bipirdmide trigonal cada una de sus caras se
sustituye por dos tridngulos escalenos colocados
diédricamente con una arista comun. Por esta razén lo
denominan escalenoedro trigonal. En cuanto al
escalenoedro tetragonal, esta es una forma de ocho ca-
ras triangulares escalenas que pertenece al grupo puntual
42m. Se obtiene por un procedimiento similar al ante-
rior pero tomando como base un tetraedro tetragonal.

Los trapezoedros trigonal, tetragonal y hexagonal son
formas cerradas y enantiomérficas, es decir, existen en
modificaciones derecha e izquierda cuyas caras iguales
en cada caso son trapecios.

En total en los sistemas de simetria intermedia en-
contramos 25 nuevas formas cristalinas simples, ademas
del monoedroy el pinacoide ya conocidos en los sistemas
de baja categoria, en cuanto a su grado de simetrfa.
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5.4 Formas Simples de Alta Simetria

En el sistema cubico todas las formas simples son
nuevas. No tiene lugar ninguna de las formas analizadas
en los sistemas de simetria baja e intermedia. Si bien se
habla del tetraedro cubico, este es muy diferente del
tetragonal y del rémbico. Ademds, todas las formas
simples ciibicas son cerradas.

Las denominaciones de las formas altamente
simétricas estan relacionadas con las formas més
sencillas que las originan que son el tetraedro, el hexaedro
ocuboy el octaedro regulares. Otro criterio importante
es el nimero de caras que posee la figura. Enlatabla 5.3
se exponen las 15 formas cubicas originadas en los tres
poliedros regulares mencionados; se muestra también
el contorno geométrico de las correspondientes caras y
la proyeccidn estereografica de los elementos de simetria
y de todas las caras de cada forma. Con un nimeroen el
dngulo superior derecho de cada posicién se indica la
cantidad total de caras. Para simplificar los dibujos de
las proyecciones estereograficas de las formas cibicas
se ha suprimido en ellas la representacién del centro de
simetria, cuando este tiene lugar.

Las caras de un tetraedro o de un octaedro regulares,
que son tridngulos equildteros, pueden deformarse
convenientemente hasta obtener de cada una de ellas
tres caras también triangulares pero que ahora serdn
isésceles. Las formas resultantes se denominan trigén-
tritetraedro y trigon-trioctaedro, con 12 y 24 caras res-
pectivamente. Obsérvese que estos nombres describen
muy bien la génesis de estas formas. Anslogamente se
procede con cada una de las seis caras del cubo, para
obtener no tres sino cuatro caras triangulares dando lugar
al trigbn-tetrahexaedro, con frecuencia llamado simple-
mente tetrahexaedro, forma de 24 caras.
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tabla 5.3 Formas simples de alta simciria

- Sistema Ciubico -

TETRAEDRICAS OCTAEDRICAS HEXAEDRICAS
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También es posible obtener de cada cara del tetraedro

u octaedro iniciales tres caras que sean tetrdgonos, con
lados correspondientes iguales acoplados por pares, o
que de cada cara de un cubo se obtengan dos caras en
forma de rombo. Asi se generan el tetragon-tritetredro,
el tetragén-trioctaedro y el rombododecaedro. Sin mayor
dificultad ahora se podrén recordar y comprender las
demads formas ctibicas llamadas pentagén-tritetraedro,
pentagén-dodecaedro, el pentagén-didodecaedro o sim-
plemente didodecaedro, el hexatetraedro y el hexaoctae-
dro, este ultimo con 48 caras, la mayor cantidad de ellas
que puede tener un poliedro regular delimitado segiin
su simetria cristalina.

De todas las formas ciibicas solamente el pentagén-
tritetraedro, el didodecaedro, el hexatetraedro, el
pentagén-trioctaedro y el hexaedro son formas comu-
nes. Las demds resultan particulares y pueden tener
ocurrencia en diferentes grupos de este sistema crista-
lografico de simetria. Obsérvelo en las proyecciones
estereograficas de la tabla 5.3.

5.5 Formas Combinadas

Muy pocos de los cristales reales han tenido las
condiciones éptimas de crecimiento y un tamaifio
adecuado para que el espacio ocupado por ellos y su
simetria externa, su simetria macroscdpica, sean
caracterizados mediante una forma simple cerrada.
Como lo anotara Evgraf Stepanovich Fedorov (1853-
1919): “Mientras nos ocupemos de cristales perfectos,
estaremos en el campo de una de las ciencias de cardcter
matematico més exactas, la Cristalograffa Teérica. Pero
tratdndose de las imperfecciones en la formacién de
cristales, salimos de aquella ciencia para penetrar en otra
de carédcter mas o menos empirico” (citado por Ansheles,
O.M, 1952, p.111).
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figura 5.4

En la figura 2.3 mostramos diversos cristales de
cuarzo, cuya variedad de aspecto es debida precisamen-
te a las condiciones fisicas en que se di6 su formacién.
Hoy sabemos que influyen notoriamente en estos
procesos las concentraciones de las soluciones o fundi-
dosy la cantidad de impurezas en ellos; los flujos de las
primeras para alimentar el crecimiento de las caras. La
velocidad de crecimiento de las caras puede depender
ademds de los flujos de alimentacién y de la estructura
interna del cristal en formacién. La figura 5.4 muestra
cémo un cristal hexagonal crecié simétricamente, pero
al variar la velocidad de crecimiento de algunas de las
caras simétricas la simetria externa se infringe. Estas
son, entre otras, las causas mds evidentes para que la
morfologfa de los cristales, atin de una misma sustancia,
no sea siempre igual.

Cuando un cristal de forma poliédrica tiene mas de
un conjunto de caras iguales relacionadas mediante
elementos de simetria, se dice que est4 limitado por una
combinacion de formas simples.

La descripcién morfolégica de los cristales es muy
importante en mineralogia y lo fue maés en el pasado
cuando la caracterizacién de un material cristalino natu-
ral se hacia a base de ella, la que a su vez se sustentaen la
ley de la constancia de los 4ngulos diedros entre caras
correspondientes.

Ya hemos sefialado c6mo los cristales concretos que
conllevan formas simples abiertas siempre representan
una combinacién. Por ejemplo, los cristales prismaticos
y los piramidales, adem4s de las caras simétricas laterales
que componen el prisma o la pirdmide, tienen caras dife-
rentes, monoedros o pinacoides, que les sirven de bases.
Veamos otro par de ejemplos tomados de la mineralogfa.
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1. El olivino - Sio (Mg,Fe),

Los cristales mejor formados presentan el aspecto de
lafigura 5.54, con simetria puntual ortorrémbica del tipo
mmm y morfolégicamente una combinacién compuesta
de tres pinacoides, de las que participan las caras 1 (100),
2 (010) y 3 (001) respectivamente, tres prismas
rémbicos, cuyos respectivos planos generatrices son los
correspondientes alas caras 4 (110), 5 (011) y 6 (101) ,
finalmente, la cara 7 (111) que genera una bipirdmide
rémbica. Entre paréntesis cerca del correspondiente
numeral de las caras, de acuerdo con la figura 5.5a, hemos
colocado los indices cristalogréficos de los planos gene-
ratrices de cada forma simple, cosa que seré considerada

figura 5.5

detalladamente en el préximo parégrafo.

2. El cuarzo - Si0,

El cuarzo de baja temperatura o cuarzo o se
encuentra en dos modificaciones enantiomorficas,
derecho e izquierdo (figura 5.6). Su morfologfa exterior
pertenece al grupo de simetria puntual trigonal axial
32, y constituye una combinacién de cinco formas
simples que a primera vista no son f4ciles de determinar.
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Estas son de acuerdo con la numeracién y las proyecciones
estereogréficas de la figura 5.6: 1 (1010) prisma hexago-
nal, 2 (1011) romboedro, 3 (0111) romboedro, 4 (1121)

figura 5.6

Cuarzo izquierdo Cuarzo derecho b.

bipirdmide trigonal y 5 (516 1) trapezoedro trigonal.
5.6 Simbolos Cristalogrificos

Los grupos puntuales son la clasificacién
metodoldgica y estricta de los diversos tipos de simetria
externa que pueden encontrarse en poliedros cristalinos.
El desarrollo teérico que condujo a la deduccion de los
grupos puntuales se fundamenté en muchisimas
observaciones y medidas que confirmaron las leyes mas
antiguas de la cristalografia geométrica: la ley de la
constancia de los 4ngulos diedros, formulada desde 1783
por Romé de Llsle (1736 - 1790), y la ley de los pardme-
tros racionales de René Just Haiiy (7743-1822).

Laley de los pardmetros racionales establece que la
ubicacién, con respecto al origen de los ejes cristalogra-
ficos, de las caras que pueden ser observadas en la
multiplicidad de cristales de una misma sustancia, se
puede caracterizar mediante ciertos nimeros enteros
que guardan entre si relaciones racionales. Esta ley
ademés explica en buena parte la simetria externa de los
cristales como resultante del ordenamiento interno de
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los motivos reticulares (d&tomos, iones 0 moléculas) que
lo componen. Las caras de cristales macroscopicos son
el resultado del ordenamiento bidimensional de tales
motivos. y aunque tedricamente la cantidad posible de
ordenamientos planares es infinita, en la practica son
relativamente pocos los que tienen lugar en los cristales
reales. Los mds frecuentes son los que poseen mayor
densidad de reticulos por unidad de 4rea y mayor estabi-
lidad segiin el principio de minima energia.

Tomemos, en calidad de ejes cristalograficos I, Il y
I1I, tres rectas no coplanares, que bien pueden ser tres
aristas de un cristal (figura 5.7). Entonces las distancias
OA,, OA,,...OA ,OB, OB, .. OB_,OC1,0C2,..0C
son respectivamente multiplos enteros de las distancias
o parametros elementales a, b y c. Un plano que corte
los ejes cristalogréficos a distancias a, by c del punto O,
sellamard plano unitario o cara unitaria, cuando se trate

de un poliedro debidamente orientado con respecto a
los ejes.

Az ! figura 5.7

Consideremos ahora dos planos (caras posibles) de
un cristal con inclinaciones arbitrarias respecto a los
ejes de coordenadas cristalograficas I, I y ITI. Sean estos
los planos A B,C,y A,B.C, de la figura 5.7. Las distancias
OA,, OB,, OC; , OA,, OB,, OC, son los pardmetros
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respectivos de los planos dados. La relacién entre para-
metros correspondientes de esos planos se puede escribir,
segln las indicaciones de la figura:

OA, OB, OC,
OA, OB,  OC,

=p:q:r (5.1)
donde p, q y r resultan ser nimeros enteros y general-

mente no muy grandes, del orden de diez.

Ciertamente la expresién (5.1) puede ser escrita de
la siguiente manera:

20A, 308, 20C, _
OA, "20B, 30C,

2—3—:—2'=12:9:4=p:q:r
2 3

0 sea que la relacién de los pardmetros de corte sobre
cada uno de los ejes cristalogréficos, de dos planos o
caras de un cristal es igual a la relacién entre nimeros
enteros y comparativamente pequenos.

Los simbolos de las caras o indices de Miller

La ley de los pardmetros racionales permite
caracterizar la ubicacién de cada cara o plano de un
cristal con respecto a los ejes de coordenadas, mediante
un conjunto de tres niimeros enteros p, q y r. Asf lo
propuso Christian S. Weiss (1780-1856) en 1818.

Siuna cara no corta uno o algunos ejes por estar muy
alejada, se traslada paralelamente a si misma hacia el
origen de coordenadas hasta que se produzca el corte.
Con este movimiento no se altera la relacion de sus paré-
metros con los del plano unitario a, b, c.

Pero William Miller (1801-1880) propuso en 1839 una

nomenclatura mas cémoda, que explicaremos con ayuda
delafigura 5.8.
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figura 5.8

La cara OA , OB, y OC, se toma como unidad, en-
tonces de acuerdo con la expresién (5.1)

OA, OB, OC,
OA, OB, OC,

La propuesta de Miller consistié en tomar como
indices para caracterizar el plano A B,C , nola relacién

de los nimeros enteros p:q:r, sino la relacién de sus
inversos:

L L1 _OA OB OC_, .. 52
OAX OBX OC)‘ oAx OBX OCX
OA, OB, OC,

Los niimeros h, k, 1 son siempre niimeros enteros
pequenos, son los llamados indices de Miller, que
caracterizan el plano del cristal A B C_conrelaciénala
cara unitaria A; B, C,, es decir con los pardmetros
elementales de la red a lo largo de los ejes X, Yy Z
respectivamente. Los indices de Miller generalmente se
escriben dentro de un paréntesis circular (hkl).

115




figura 5.9

Ejemplo: En la figura 5.9 la red plana A, B, C,. tiene
los siguientes parametros: OA, =2a, OB, = 3b, OC, = 5c.
Con respecto a ellos podemos encontrar los indices de
Miller (hkl) para la red plana A,B,C,. Efectivamente, de
acuerdo con lo indicado en el dibujo, se toma la siguiente
relacién, de la cual, luego de reducirla a comtn
denominador, se obtiene:

OA OB OC _2 3 ° 5. 9.10=(8910)

OA, OB, OC, "3 4 6

Elresultado de la relacién entre dos planos reticulares
con respecto a los ejes cristalogréficos obtenida en el
ejemplo anterior, lleva implicito otro plano, el que
corresponde a la cara unitaria que, contiene los indices
de Miller (111). Un ejercicio complementario ficil es el
de obtener los indices de Miller para la cara unitaria de
un cristal, a partir de la expresién (5.2). De esta misma
expresion se deduce el hecho de que los planos que son
paralelos a un eje de coordenadas cristalogréficas tiene
el indice correspondiente a dicho eje, igual a cero, pues
si por ejemplo un plano es paralelo al eje Y, este no ser4
cortado por el plano en cuestién en ninguna parte y por
lo tanto el segmento OB, de la expresién 5.2 seré igual a
infinito obteniéndose para el indice k la relacién
9B, - 0. En forma anéloga se puede demostrar que un
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plano que corta el eje X siendo paraleloalosejes Yy Z,
tiene el simbolo (100) y las que corten similarmente a
Y y Z se representaran por (010) y (001) respectiva-
mente como se indica en la figura 5.10. Las caras
pinacoidales con cada una de las anteriores, tendrin los
mismos nimeros como indices, pero en virtud de este
caso los cortes de los ejes se realizan en la parte negativa
del correspondiente eje; a los respectivos indices o
nimeros, se les coloca encima una rayita (signo menos).

Enlafigura 5. 10 los simbolos de tales caras estin escritos
punteadamente.

Con lo anterior, en forma brevisima hemos explicado
la interpretacién y la informacién que los indices de
Miller pueden contener acerca de la orientacién espacial
de cada uno de los posibles planos reticulares que limitan
exteriormente un cristal o que tienen lugar interna-
mente en forma de conjuntos o familias de planos
paralelos y equidistantes, a cada uno de los cuales
corresponden los mismos simbolos. Esto es posibleen la
realidad de todos los cristales gracias al ordenamiento
interno y a la simetria con que los motivos se organizan
espacialmente. No obstante, el proceso de indexacién
cristalogréfica en cada caso concreto, es materia de
ciertas técnicas ya tradicionales y otras mas modernas
con ayuda de la computacién.

Los indices de las aristas. Direcciones en un cristal

La arista de un cristal para el cual ya se han elegido
los ejes de coordenadas cristalogréficas, es equivalente
a una direccién que se elija en el espacio representado
por el sistema de coordenadas dado. Para comprobar lo
anterior es suficiente trasladar tal arista paralelamente
asf misma hasta que pase por el origen de las coordena-
das. Asi, para un punto arbitrario que seleccionemos
sobre esta direccién, se podran hallar los valores de sus
correspondientes coordenadas (X, Y, Z). Estos valores se
pueden relacionar respectivamente con los pardmetros
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de la arista, que son niimeros también enteros y relati-
vamente pequefios:
X -~
— r:s:t  (5.3)
a

-Y.Z-—
b ¢

La relacién (5.3) que expresa los indices de una
direccién o de una arista de un cristal, en esencia es la
misma (5.1) que da como resultado los mismos indices
de Weiss. Los indices de las aristas generalmente se
escriben dentro de un paréntesis rectangular [rst], y
como en el caso de los indices de Miller, no deben tener
multiplicadores comunes, sino que deben expresar la
relacién mds simple entre ellos.

Si a los indices de una cara (hkl) se les cambia el
signo, se obtendr4 otra cara (hkl) paralela y contrapues-
ta a la primera, por lo que las dos tendran una normal
comtn N, a la cual no tiene sentido cambiarle los
signos de los indices. Similarmente los simbolos o indices
[rst] y [T5E] representan una misma arista.

Cuando dos planos (h,k,1,) y (h,k,l,) se cortan entre
si, forman una arista [rst] que en realidad lo que
determina es la direccién de la zona a la que pertenecen
los planos dados. Se puede demostrar analiticamente
(vedse Fabregat, F. ], 1971) que entre estos tres conjuntos
de indices existe la siguiente relacién:

rsit=(kl-1k): (I k,~hlL): (hk-kh) (54)

Existe una regla nemotécnica que facilita obtener
los paréntesis del lado derecho de la ecuacién (5.4), que

son en verdad los valores de r,s y t. Consiste en cumplir
los siguientes pasos:
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a. Escribir doblemente los indices de cada uno de los
planos o caras:

1

h kI, h k
h, k, 1, h,

ll
2 2 12
b. Se suprimen la primera y la ltima columna de los
indices asi agrupados. y de tal manera se obtiene:
kl ll hl kl
k? 12 h’.’ k2

c. Con los indices de esta distribucién se realizan las
multiplicaciones cruzadas que se indican a
continuacién y se toma la diferencia de los productos
indicados, comenzando por la izquierda:

k, I, h, k
kz><lz><hz k,

(k1lz -lky): (llhz'hxlz) : (hk, - hk)

Con un procedimiento similar, a partir de los indices
de dos aristas se obtienen los indices de una cara
paralela a ellas (y que las contiene).

Sean las aristas [ r;s,t,] y [r, 5, t,], entonces

s, t, I, s |t

Lis 4, 0 S|

h:k:l=(st,-s,t,): (t,r;r,t;) : (18, - 1:Sy)
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5.7 Orientacién de los Cristales

La orientacién de los cristales consiste en la eleccion
de la cara unitaria y los ejes cristalograficos. Esta no es
una tarea trivial pues aunque la simetria puntual expresa
propiedades macroscépicas de los cristales, ella no esta
desligada del ordenamiento microscépico. Por ejemplo,
los ejes de simetria 2, 3, 4, 6, 4, 6 deben coincidir o ser
paralelos con filas reticulares de la red cristalina.
También puede afirmarse que las normales a los planos
de simetria m son paralelas a otras filas, las cuales pue-
den a su vez ser aristas reales o posibles del cristal.

De otra parte, para poder comparar o contraponer
los resultados de diferentes investigaciones cristalo-
gréficas de un mismo material cristalino, es necesario
tener normas para la seleccién correcta de los ejes cris-
talogréficos de los cristales, de tal manera que los ele-
mentos de simetria constituyan un grupo puntual co-
rrespondiente con los pardmetros de red del sistema al
que pertenece (ver tabla 1.1).

Como normas generales, los ejes cristalograficos de
un cristal deben ser paralelos a ejes de simetria o a las
normales de planos de simetria, si es que el nimero de
ejes de simetria no es suficiente; o paralelos a aristas del
c'ristal si no son suficientes ni los ejes ni los planos de
simetria. Los ejes X, Y y Z siempre deben ser conside-
rados en sus direcciones positivas y negativas a partir
del punta 0, origen del sistema de referencia cristalo-
grafica. Las direcciones positivas se eligen de tal manera
que al mirar desde el extremo positivo de Z, la rotacién
desde X hacia Y sea en contra de las manecillas del reloj.
liarg _los sistemas de simetrfa intermedia los ejes 3, 4, 6,
4, 6 se hacen coincidir con el eje Z. En la tabla 5.4
tomada de Vainshtein (1979, T. I), se indican las princi-
pales peculiaridades de la orientacién de los cristales en
cada uno de los siete sistemas cristalograficos.
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tabla

S.4 Orientacton Jde

los cristales

SISTEMAS CRISTALINOS

Triclinico

Ornientacion de los ejes

. Posicién de caras unitarias

Comeniatios

z

< a
\
' _,)»»-'y

gz Pry=9o0°

z

El eje Z setema paralelo al eje de
lazonamas desamolladay se
coloca verticalmente.

Monoclinico

4

) Teor
-3 N
D
,»”.
X
=c=y=90°

Orlorrombico

|

Tetragonal

Eleje Y se hace coincidircon el
Gnico eje L, o perpendicularmente
alplanom.

La orientacién de L, siempre es
horizontal.

El eje Z siempre coincide conun
eje doble de rotacién.

Eleje Z siempre se hace coincidir
conladirecciénunitariadeL oL,
y se crienta verticalmente.

Trigona!l y Hexagonal

Enla orientacién hexagonal el
cuarto eje se dirigira verticaimente
ydeberé coincidir o coneleje L, o
Ly L0l

La caratiene dos posibilidades de

orientacion: (0111)0(1121).

Clbico

Los ejes cristalogréficos se hacen
coincidir con los tres ejes L, 0 con
lostres L ,, 0 en ausencia de estos,
coincidiran contres ejes L.
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Merece un comentario especial la orientacién de los
cristales de los sistemas trigonal y hexagonal. En estos
sistemas se suelen elegir tres ejes horizontales I, IT 'y III
simétricamente distribuidos sobre el plano XZ perpen-
dicular a Z, separados por 4ngulos de 120°. Estos ejes
horizontales deben coincidir en direccién o con ejes 2
de rotaci6n doble, o con las normales de planos de sime-
tria m, o con aristas reales o posibles del cristal.

En la figura 5.11 se muestra la posicién de los ejes
horizontales el orden y la direccién que estos deben
tener. El circulo significa que los pardmetros elementales
alo largo de cada uno de estos ejes son iguales. Por esta
razén, en la correspondiente orientacién que se indica
en la tabla 5.4, el plano unitario corta los ejes cristalo-
graficos a distancias a_ y ¢, y ademés hay dos posibilida-
des para ubicar tales planos (unitarios). En la figura 5.11
estas dos posibilidades se han indicado con las lineas
punteadas PP, y P,P,.

figura 5.11

En el primer caso el plano unitario corta dos ejes
horizontales consecutivos en los puntos a_y a, respec-
tivamente, formando con ellos 4ngulos de 60°. En el
segundo caso el plano intersecta segmentos a_ iguales y
positivos de dos ejes entre los cuales hay un dngulo de
120°, y el tercer eje horizontal es cortado por el plano

exactamente a una distancia 92-9, negativa.
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Consecuentemente con la introduccién de un cuarto
eje auxiliar, para estos sistemas se introduce un cuarto
indice de Miller i, que siempre ocupa la tercera posicién.
Por ejemplo, los indices del plano unitario definido por
la linea PP, en la figura 5.11 seran: (1011) y los del
plano unitario trazado segin P,P, serdn (1121). En ge-
neral, para cualquier plano que intersecte los ejes X, Y,
U,Zenlospuntos A , A, A, A, respectivamente, debe
cumplirse la relacién antes considerada, es decir:

a, a a C

o o o

h:k:1:1= : : :
OA, OA, 6 OA, OA

donde a_y c_son los parimetros elementales de la red.
Una norma préctica indica que la suma algebraica de los
tres primeros indices de esta simbologfa cuadruple,
siempre debe ser igual a cero.

h+k+i=0 (55)

Ejemplo: El sulfato de litio y potasio LiK(SO,)
presenta en forma cristalina la morfologfa hexagonal
primitiva de la figura 5.12a, que es una combinacién de
formas simples. En la figura se indican con un niimero
las caras que conforman cada una de ellas. En la figura
5.12b se muestra la proyeccién estereogréfica del Gnico
elemento de simetria que constituye este grupo puntual
y también las de todas las caras. A la derecha se han
colocado los nombres de cada forma simple y los indices
de la cara principal de cada una de ellas, es decir, los dela
cara que en cada caso posee el mayor niimero de {ndices
positivos, a partir de la cual se puede generar toda la
forma simple mediante la accién de los elementos de
simetria.

Los indices de la dltima forma simple de la figura se

han dejado indicados en términos generales, ya que por
el tamafio de sus caras y el tipo de inclinacién hacen
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Monoedro (0001) .1.

Monoedro (00071) .2.

Prisma Hexagonal (1010} .3.
Piramide Hexagonal (107 1) .4.

Piramide Hexagonal (hkil) .5.

incierta en una primera observacion la determinacion
exacta de ellos. La precision en este caso se logrard me-
diante célculos y técnicas especiales de medicion.

1 (x}

a. b.

figura 5.12
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LA SIMETRIiA TRASLACIONAL

La red espacial cristalina est4 constituida, idealmen-
te, por la disposicidén perfectamente ordenada en el es-
pacio, de los reticulos o elementos que componen el
cristal. La idea de que los cristales estdn formados por
pequenas particulas, que son como los ladrillos con los
que se construyen los cuerpos cristalinos, no es nuevay
pertenece a los mismos fundadores de la cristalografia
como ciencia.

Christian Huyghens (1629-1695), para explicar las
propiedades épticas y morfoldgicas de la calcita, supuso
que esta estaba constituida por particulas elipsoidales
bien ordenadas romboédricamente.

La figura 6.1 es original de la obra Traité de Cristallo-
graphie de René Just Hatiy (1743-1822). Con ella el autor
explicaba la formacién de cristales romboédricos a partir
de “moléculas integrantes” que él suponfa tenfan en este
caso forma cibica y que ocupaban completamente el
espacio. Estas moléculas debfan ser muy pequeiias, tan
pequenas que si se dividiesen més all4 de su tamaiio, se
infringiria la naturaleza de la sustancia cristalina.
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Hatiy también utiliz6 el término estructura para
denominar los arreglos de “moléculas” y su ubicacién
relativa dentro de los cristales (Shafranovsky, 1. 1, 1978,
I’ I). Suponia ademds, que las “moléculas integrantes”
eran de tres tipos: tetraédricas (cuatro caras), prismas
trigonales (cinco caras) y ctbicas (seis caras). Esta
hipétesis explicaba satisfactoriamente el fenémeno de
exfoliacion, que es la forma caracteristica como muchos
cristales se fracturan dejando siempre dos superficies
planas paralelas. No obstante, otras propiedades fisicas
como la compresibilidad y la dilatacién de las cristales
contrariaban la idea de Hatly de un apilamiento
compacto de los poliedros elementales o “moléculas
integrantes”. Para obviar esta dificultad L. A. Seeber
(1793-1895), fisico aleman, propuso colocar en el centro
de las moléculas integrantes poliédricas, dtomos
esféricos. Las pequeiias dimensiones de estos y la
distancia entre aquellas, podian explicar los cambios que

se producen en los materiales cristalinos bajo la accién
de la presion o de variaciones de la temperatura .

Los anteriores fueron algunos de los momentos que
condujeron a la introduccién del concepto cristalogré-
fico de red espacial, el cual se atribuye a Seeber y que
finalmente L. Sohnchke (1842-1897) y P. H. Groth (1843-
1927) atianzaron como una generalizacién abstracta,
como un sistema de puntos en el espacio, llamados nodos.

6.1 Particularidades de la Red Espacial
de los Cristalcs

Con fundamento en la ciencia contemporanea, se
habla del estado cristalino. entendiéndose por este un
estado de equilibrio termodindmico de un cuerpo sélido.
Dado que una misma sustancia sélida, con una compo-
sicion quimica fija, puede tener diversos estados de
equilibrio termodindmico, se dice que dicha sustancia
puede encontrarse en diferentes fases cristalinas y a cada
una de ellas corresponde una estructura distinta o
polimérfica, que no es otra cosa que la manera como los
reticulos (dtomos, moléculas o iones) se organizan enel
espacio y se establecen los nexos y relaciones entre ellos,
en concordancia con las leyes fisicoquimicas que las
rigen, manteniéndose invariantes en cuanto a su forma
y propiedades para cada fase dada.

Para la cristalografia geométrica es importante la
estructura como ordenamiento espacial y las posibili-
dades de movimiento que su simetria conlleva. Desde
este punto de vista el andlisis de la estructura siempre
estd asociado con una red espacial como la que conside-
ramos en el nmumeral 2.2 del capitulo 1.

La figura 6.2 representa un segmento de una red es-
pacial infinita, la cual puede imaginarse como un gran
numero de planos reticulares dispuestos paralelamente
a iguales distancias entre ellos. De otra parte, como ya
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se observé en el segundo capitulo, una red espacial
también puede interpretarse como un espacio ocupado
completamente por paralelepipedos iguales en forma'y
tamano, cada uno de los cuales se puede caracterizar
por la dimensién de sus lados o pardmetros a, b. ¢, a lo
largo de tres ejes no colineales con un origen comtn, y
por los dngulos o, B y v,que se establecen entre los mis-
mos ejes. Sin embargo, en una misma red espacial es
posible construir diversos modelos de paralelepipedos
con los que se puede ocupar la totalidad del espacio. En
la misma figura 6.2 se destaca uno de estos paralelepipedos.

6.2 La Simetria Traslacional

Si se conocen la forma y las dimensiones a, b y ¢ de
un paralelepipedo de aquellos que pueden colmar
totalmente un espacio, entonces para la red espacial
constituida por ellos, que siempre se supone infinita,
los ejes cristalograficos X, Y y Z se pueden considerar
originados, por ejemplo, en cualquiera de los vértices
del paralelepipedo (figura 6.3). Ahora podemos observar
que los desplazamientos simples, o la combinacién de
estos, a lo largo de los mencionados ejes en distancias
iguales a multiplos enteros de b, a o ¢, respectivamente,

figura 6.3

dejan al paralelepipedo en general, o a cualquiera de sus
puntos en particular que se tomen como referencia ini-
cial, en una situacion indistinguible de la configuracién
original. En la figura 6.3 se indican algunos ejemplos
que ilustran esta afirmacion. Es suficiente recordar que
la red es infinita para comprender que todo el entorno
para cualquier objeto u observador, si le fuera posible,
seria idéntico al que se tenia antes del desplazamiento
indicado.

La propiedad fundamental que tienen algunos
desplazamientos o traslaciones de dejar una estructura
en un estado indistinguible del que poseia antes de tal
movimiento, es la misma que caracteriza a los elemen-
tos de simetria analizados en el capitulo tercero. De tal
manera concluimos que la traslacion, entendida como
el desplazamiento a lo largo de X, Y o Z en distancias
iguales a multiplos enterosdea,boc, respectivamente,
es un nuevo elemento de simetria, que se diferencia de
los anteriormente considerados, en que mediante su
operacion ninglin punto del espacio permanece inmévil,
mientras que con los primeros, por lo menos un punto
no se mueve. Esto explica por qué no hay sino 32 grupos
de simetria puntual, en cambio los grupos de simetria
espacial, como veremos posteriormente, son muchisimo
mas numerosos, pues son en realidad el resultado de las
diferentes combinaciones posibles de aquellos con los
desplazamientos que permite este nuevo elemento de
simetria.

6.3 Los Paralelepipedos de Bravais

Fue M. L. Frankenheim (/801-1869) quien en 1835
afirmé que solamente eran posibles 15 familias o tipos
de paralelepipedos, que distribuidos entre los siete
sistemas cristalograficos, permiten ocupar totalmente
el espacio y satisfacer a la vez los requerimientos que
imponen los elementos de simetria, incluida, claro esta,
la traslacién, Para esto, siempre es necesario considerar
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que el sistema de puntos equivalentes es ilimitado en
sus tres dimensiones, pues asi no cabe la posibilidad de
un punto especial de referencia privilegiada.

En 1850 el fisico, astrénomo, mineralogista y mate-
mético Augusto Bravais (1871-1863), publicé su “Memo-
ria sobre un sistema de puntos correctamente distri-
buidos sobre un plano o en el espacio” en la cual dedujo
con plena severidad matematica que solamente existian
catorce paralelepipedos, conocidos hoy con el nombre
de redes o celdas cristalinas de Bravais. las cuales se
diferencian entre si por su simetria. Mas tarde el mismo
Frankenheim aceptaria haberse equivocado al atribuir
tres tipos diferentes de celda al sistema monoclinico.

Vale anotar que con frecuencia se habla de la red
espacial de Bravais, por la que debe entenderse un sistema
infinito de puntos (nodos) como el de la figura 6.2,
generado por repeticién de un punto dado mediante el
grupo de desplazamientos finitos o traslaciones ya con-
siderados. No debe confundirse esta red de Bravais con
alguna de las 14 redes, que en realidad como ya lo
senalamos, y como se puede observar en la tabla 6.1, son
14 paralelepipedos o celdas con diferentes contenidos
de puntos y simetria. Es evidente que por repeticion
traslacional cada una de estas celdas puede generar una
red espacial de Bravais.

La seleccién de una celda de Bravais en un sistema
determinado de puntos estd intimamente relacionada
con la orientacién del cristal (ver numeral 5.7) respecto a
dicho sistema. Ademds los paralelepipedos de Bravais se
eligen de tal manera que satisfagan los siguientes
criterios:

1. Las constantes cristalogréficas de la celda elegida
deben corresponder a las de todo el sistema de la red.

tabla .1 Lo

9

fa paralelepipedos de Bravais

'm_\ lipo de
. ~- _celda
Sistema :

TRICLINICO

Simpla o
Primitiva

MONOCLINICO |

De bases C De cuerpo 1
ceniradas cenirado

De caras

| centradas

F

ROMBICO
-
TRIGONAL :
| 7
| £ - F
60k L1200
TETRAGONAL
! A200 A
I Pl i |
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Es decir, la simetria de la celda debe corresponder a
la de todo el sistema de puntos.

2. El namero de aristas iguales y el de dngulos rectos
entre las mismas aristas de la celda, debe tender al
méaximo posible.

3. Manteniendo las condiciones anteriores. el volumen
del paralelepipedo seleccionado debe ser minimo.

Si se satisfacen simultdneamente estos criterios, la
celda de Bravais se denomina celda elemental y sus
dimensionesa ,b_yc , parametros elementales.

o (4] o

Las 14 celdas de Bravais se dividen en cuatro tipos,
universalmente representados por letras maytsculas asi:

P Celdas primitivas, poseen reticulos de la red espacial
solamente en los vértices de su paralelepipedo.

C Celdas de bases centradas, que ademas de los reticulos
de una celda primitiva tienen dos mas, uno en el
centro de cada base o cara paralela al plano XY. Even-
tualmente, las caras centradas pueden ser las que son
paralelas al plano YZ 0 XZ y en tal caso la celda se
representa por las letras A y B respectivamente.

I Celdas de volumen o cuerpo centrado, en las cuales el
paralelepipedo ademas de los reticulos correspondi-
entes a una celda primitiva tiene uno més en el cen-
trode su cuerpo.

F Celdas de carag centradas, como su nombre lo dice,
enel centro de todas las caras del poliedro de Bravais
hay un reticulo, ademas de los ocho que corresponden
a una celda primitiva.
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Las catorce celdas asi tipificadas, se distribuyen en
los siete sistemas cristalograficos, como lo muestra la
tabla 6.1. Es conveniente precisar que la inica celda hexa-
gonal se representa como un prisma hexagonal de bases
centradas la cual puede también interpretarse como
integrado por tres prismas primitivas P, como la que se
muestra en contorno punteado en la tabla 6.1. De otra
parte, con alguna frecuencia la celda primitiva del sistema
trigonal se designa con la letra R (romboédrica). Esta
celda también puede describirse sobre los ejes de un
sistema hexagonal. para lo cual se toma de partida una
celda hexagonal doblemente centrada, como la de la
figura é.4a. para luego obtener el romboedro de la figura
6.4b. En la misma tabla se indica punteadamente una
celda hexagonal subdividida que recuerda esta interpre-
tacién de R.

o R N,
i gt -

LA

=
120° 60°

figura 6.4

A las celdas de Bravais también se les suele llamar
grupos traslacionales, pues cada una de ellas, en su
respectiva red espacial, define las direcciones y la
magnitud de los desplazamientos que le estin permitidos
a cada uno de los motivos o nodos que componen el
sistema correspondiente de puntos equivalentes. En las



celdas primitivas o de tipo P, las traslaciones solamente
son permitidas en las direcciones paralelas a los ejes cris-
talogréficos y en las distancias ya sefialadas como
multiplos enteros de los pardmetros elementales a , b,y
c,. En este caso una red infinita permanecera indistin-
guible de su estado inicial, después de un grupo
generalizado de traslaciones de este tipo, la cual puede
representarse como el vector T resultante de la suma de
sus componentes, (figura 6.3), que son las traslaciones
parciales a lo largo de los ejes cristalogréficos:

T= +m%, = 0%, = pT. (6.1)

siendo m, n y p, cero o nimeros enteros. positivos o
negativos.

Por las celdas primitivas de Bravais se diferencian
los siete sistemas cristalinos, pues ellas contienen la
informacién de los pardmetros elementales y de los 4n-
gulos o, By ¥ entre los ejes cristalograficos indicados
en la tabla 2.1. En una red espacial infinita construida a
partir de celdas primitivas, corresponde a cada nodo un
volumen igual al de la celda elemental, cosa que puede
ser comprobada mediante la realizacién de una
traslacion:

-

TL = 4% + 4T +4% (6.2)

luego de la cual el reticulo apareceré en el centro de
la celda inicial.

Las celdas de bases centradas suponen, ademaés de las
traslaciones que conllevan las celdas primitivas,
traslaciones en la direccién diagonal de sus caras
centradas con una componente traslacional:

T = 1% + 4% (6.3)
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Al volumen de las celdas elementales de este tipo,
corresponden dos nodos.

Las celdas del tipo I. también tienen una correspon-
dencia de dos nodos a su propio volumen, y el conjunto
de sus traslaciones est4 constituido por las traslaciones
de una celda primitiva de su sistema cristalografico mas
las que van en la direccion de una gran diagonal dentro

del cuerpo de su correspondiente paralelepipedo,
definidas por:

T, = 1T = 1T = 17T (6.4)

84 5 <

to—

Por ltimo, las celdas de tipo F en promedio, albergan
cuatro reticulos en su volumen y permiten traslaciones
complementarias de los nodos diagonalmente hasta el
centro de todas sus caras, y en cada caso la componente
de traslacién también es igual a la semisuma de dos vec-
tores, que dan para esta, tres posibilidades diferentes:

T=53% T=S%=% 6 T,-%:% (65

64 Las Redes Bidimensionales de Bravais

A manera de ejemplo, intentemos aplicar las trasla-
ciones posibles y los criterios expuestos en el numeral
anterior al caso de un espacio bidimensional, como el

del decorado (un embaldozado o el estampado de una
tela) de la figura 6.5a.

Es facil observar que la celda, en este caso un
paralelogramo como el de la figura 6.56, no depende del
punto que se tome como inicial. Ella expresa mas bien la
periodicidad con que se repite en el espacio un motivo,
independientemente de la complejidad de este. Precisa-
mente la repeticién periédica de un mismo motivo a lo
largo de una direccién, es el fundamento de una de las
principales propiedades del estado cristalino, su homo-
geneidad. Pero la homogeneidad de los cristales reales
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implica la equivalencia del motivo que se repite, no so-
lamente en el sentido geométrico sino también en
cuanto a sus relaciones fisicas. Esto significa que, por
ejemplo el punto A de la figura é.5a tiene un dmbito
completamente igual al del punto A’ y si en ellos se
colocaran 4tomos de la misma naturaleza, las fuerzas
que actuarfan, lo mismo que sus correspondientes
vecindarios deberédn ser idénticos.

figura 6.5

%}3”_'_935_‘ ‘
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BB a
o T

a. b.

Andlogamente los puntos B y B’ también son equi-
valentes lo mismo que cada par de puntos que se alcan-
cen mediante las traslaciones a o b que conlleva la celda
plana elegida (figura 6.5b), y que podemos asimilar a una
celda primitiva de Bravais para un espacio bidimensio-
nal. ;Cuéntos tipos de celdas de Bravais son posibles en
un espacio bidimensional?

Sobre el sistema de puntos de la figura 6.6 se han
trazado varios de los innumerables paralelogramos que
pueden tomarse como celdas. Estos se diferencian por la
forma y el tamafio. Las celdas A, B, y C tienen igual
tamafio (4rea), y se las puede llamar primitivas ya que
solamente poseen reticulos en los vértices, o por lo
menos se pueden hacer coincidir con estos como lo in-
dicala celda punteada B. En la figura igualmente se puede
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observar que al area de las celdas primitivas correspon-
de a un solo reticulo. La celda D en cambio tiene un drea
mayor que las anteriores y contiene un reticulo més que
aquellas. En general el nimero de reticulos complemen-
tarios indica cudntas veces es mayor una celda no primi-
tiva con respecto a esta Gltima, tratidndose claro estd de
un solo sistema de puntos equivalentes en un plano.

figura 6.6

Al seleccionar celdas primitivas, no todas resultan
igualmente cémodas para caracterizar la red. Por esto se
prefiere aquella que esté __g:onstruida sobre los vectores
minimos de traslacién |am,mls bminI y que su tamafio
sea el menor posible. Para el sistema de puntos conside-
rado en la figura 6.6 la celda bidimensional primitiva
(en general ella se representa con la letra mindscula p),
también llamada celda fundamental, de acuerdo con los
criterios anteriores, debe ser la sefialada con la letra A.

Pueden darse sistemas de puntos equivalentes de redes
planas en los que las filas reticulares se intersecten bajo
dngulos diferentes de 90° que varfan desde 60° en
adelante y los vectores de traslacién a y b pueden ser
iguales o desiguales entre sf. De la combinacién
cristalogréfica de estas variantes se ha concluido que
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solamente existen cinco tipos de celdas fundamentales
o equivalentes planos de Bravais (esta Gltima denomi-
nacidn es sugerencia del autor). para las redes espaciales
bidimensionales (figura 6.7). Estas celdas satisfacen co-
rrespondientemente las condiciones contenidas en la
tabla 6.2.

tabla 6.2 Equivalentes de Bravais cu ¢l ¢spuacio

bidimencional

Nombre Relacién de Parametros | Angulo entre Ejes
1. Red oblicua [al=1b ] ¥£90 2120 |
v IO CUN B
it | 13119 V-0
e | i | rew
5. Red hexagonal 2] = |]; [ v =120

Estas cinco redes tienen diferentes elementos de sime-
tria puntual que pueden comprobarse sobre la misma
figura 6.7 asi: para la red oblicua un eje 2 perpendicular
al plano; para la red ortorrémbica y ortorrémbica
centrada el grupo de elementos es el mm2; para la tetra-
gonal 4mm y para la hexagonal 6mm. Todos los ejes de

p| - P t Py 4
b Y ) w 3
e I
t e * 1
Rectangular Rectangular Centrada
........
a :
" &
|
T
Cuadrada Hexagonal
figura 6.7
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rotacién y los planos de simetria son siempre perpendi-
culares al plano de la red pues cualquier transforma-
cién u operacién que no mantenga la red sobre el plano
dado sera incompatible en este caso.

6.5 Efectos de la Traslacién Sobre los
Elementos Fiuitos de Simetria

La traslacién. lo hemos afirmado ya, es un elemento
de simetria cuya validez se sustenta en la periodicidad y
en la infinitud de la red. En el numeral 3.7 se analizaron
los efectos mutuos o de combinacién entre los elemen-
tos finitos de simetria. Tanto all4 como aqui, lo que pue-
de esperarse siempre es el cumplimiento del axioma de
la teoria de grupos, en el sentido de que el producto de
dos elementos de un grupo es un tercer elemento
también perteneciente al grupo y cuya accién suele ser
equivalente a las acciones sumadas de los elementos ge-
neradores. Veamos ahora los principales resultados de la

interaccién de la traslacién con los elementos finitos
de simetria.

L. Con el centro de simetria.

Sea T un determinado vector de traslacién, que
representa la distancia y la direccién en que debe
desplazarse un observador desde cualquier punto,
tomado dentro de la red espacial, para encontrar otro
punto simétricamente equivalente al anterior*. Cuando
se considera la combinacién de un centro de simetria C
con esta traslacion T, el resultado es la aparicién de un
nuevo centro de simetria sobre la misma linea de
desplazamiento pero exactamente a una distancia igual
a la mitad de la magnitud de la traslacién, es deciren el
punto % Esta aseveracién, como las sucesivas de este
numeral, la sustentaremos mediante la evidencia de mo-
delos graficos.
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figura 6.8

La figura 6.8 explica lo concerniente al centro de sime-
tria y la traslacién. Ciertamente, el motivo 1, un tridngulo
de doble faz, es simétricamente equivalente con 2, y
esta relacién se cumple a través del centro de simetria
C,. Luegode una traslacién T encontramos una relacién
idéntica a la anterior pero entre los motivos 1'y 2' cum-
plida por el centro de simetria C}. Pero de otra parte, los
motivos 2 y 1', como también 2'y | se corresponden,
respectivamente, como simétricamente equivalentes,
para lo cual se hace necesaria la existencia del centro de
simetria C,, ubicado exactamente en la mitad de T.

2. Con los ejes y planos de simetria

Las traslaciones de ejes, como también las de planos
de simetria, tienen dos posibilidades especiales, a las
que se puede reducir cualquier otra por eventual que
ella sea. Se trata de las traslaciones paralelas y perpendi-
culares a estos elementos finitos de simetria.

Una traslacién T perpendicular a un eje de simetria
de orden par (figura 6.9), genera en la mitad de la misma
un nuevo eje de simetria de orden 2. En la figura, el eje
L, relaciona los motivos a y b. Luego, mediante la tras-
lacién T se logra una configuracién idéntica alrededor
del eje L, pero las dos configuraciones resultan relacio-
nadas entre si mediante el nuevo ejeL;,. Andlogamente,

T
qir 4 N . N
alb a'{b’ .2 .2 02
N T L
L2n L2 L'2n
a. b.

figura 6.9
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una traslacion T perpendicular a un plano de simetria
m genera en la mitad de esta un nuevo plano m. Obsér-
vese la figura 6. 19, por ejemplo.

Como se establecié en el numeral 6.2, 1a existencia de
ejes de simetria estd definida por el tipo de celda de
Bravais que justamente se adecte con la red espacial.
Pero las celdas de Bravais implican la posibilidad de por
lo menos tres traslaciones. Por eso es conveniente
considerar las traslaciones de los ejes 3, 4 y 6, segiin las
direcciones perpendiculares, como lo exigen sus respec-
tivas celdas, lo que trae como consecuencia la aparicién
de un nuevo eje del correspondiente orden en el centro
del poligono base de cada celda. Las figuras 6,10 ilustran
esta situacién, pero requieren algunas observaciones.

La figura 6.10a es el resultado de las traslaciones
impuestas por las aristas de la base de una celda rectan-
gular, sobre un eje original 2, que genera otro eje2enel

centro del rectdngulo, lo mismo que en la mitad de las
indicadas traslaciones T.

I
o I
Q7 AQV O
¢ D \ o7
2/ b A,

c. d. figura 6.10
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Enlafigura 6.10b se ha tomado como base de la celda
trigonal un tridngulo equildtero que es igual a la mitad
de la base de una celda tomada en ejes hexagonales y
completada en lineas punteadas. En esta forma la
aplicacion de las traslaciones sobre un eje de rotacién 3
genera otro del mismo orden pero situado en el centro
del tridngulo inicial. Esta misma celda hexagonal. igual
a dos tridngulos equildteros como el anterior (comple-
mento punteado en la figura 6.10b) es, de otro lado. apenas
una tercera parte de una celda primitiva, mas no celda
de Bravais, cuya base es un hexdgono regular (figura
6.10d), en el centro del cual se reproduce otro eje 6, luego
de las traslaciones T que conlleva la base de la mencio-
nada celda primitiva. Adem4s, los ejes 4 y 6 llevan
implicitos ejes dobles de rotacién, lo que justifica la
aparicién de nuevos ejes 2 en la mitad de las correspon-
dientes traslaciones. Andlogamente un eje 6 implica
simultidneamente un eje 3, lo cual genera dos ejes 3
(resaltados en la figura) para una celda hexagonal esta si
de Bravais, o seis nuevos ejes de orden 3 para la totali-
dad de la celda de base hexagonal completado con lineas
punteadas en la figura 6.10d.

Es muy conveniente observar también los efectos de
la traslacién perpendicular a los ejes de inversién 3y 4.
A propésito de la tabla 3.2 anotamos que el eje de inver-
sién 3 es un elemento de simetria que ticne una accién
equivalente a la de un eje 3 méas la de un centro de sime-
tria 1y desde luego ha de tener lugar en redes es paciales
a las que corresponda una celda de Bravais posible de
describir en ejes hexagonales. La figrra 6.11a es la repre-
sentacién esquemdtica del eje 3 (perpendicular al plano
del dibujo, pero en general esta misma situacién se
representa solamente por el tridngulo negro con el circulo
blanco inscrito en él) y la figura 6.1 10 pone de manifiesto
que la traslacién en este caso actta separadamente sobre
3y 1 en concordancia con los efectos arriba analizados
para cada uno de estos elementos.

figura 6.11

Similarmente. como un eje de inversién 4 siempre
lleva implicito un eje doble de rotacién (mas no ala
inversa: un eje 2 no implica un eje 4), el resultado de las
traslaciones perpendiculares a él es lo que se muestraen
lafiguraé.12.

t 4 —

-

figura 6.12

6.6 Los Ejes Helicoidales

La combinacién de ejes de rotacién y traslaciones T
paralelas a estos dan como resultado los llamados ejes
helicoidales, mis numerosos en cantidad, pero como
aquellos, solamente pueden ser de orden nigual a2, 3,4
6 6. De igual manera que ¢n el caso del giro de tornillos,
al considerar ejes helicoidales ha de diferenciarse el
sentido izquierdo o derecho de las rotaciones.

Los ejes helicoidales de orden n tienen la particula-
ridad de acompanar la correspondiente rotacién a su
alrededor en un dngulo o = % con un desplazamiento
simultdneo t a lo largo del mismo eje, denominado el
paso del eje helicoidal. Al completarse una rotacién de
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360° alrededor de un eje helicoidal, la longitud total de
los n desplazamientos t tendrd que ser igual a la trasla-
cién total T o a un nimero entero de ellas, es decir

nt=sT (6.6)

donde ny s deben ser niimeros enteros tales que cumplan
con la condicién

n>s>1 (6.7)

Si a un eje helicoidal de orden n corresponde un
determinado s, entonces el valor del paso t en términos
del valor de la traslacién total T sera:

=sT (6.8)

y como s tiene valores entre 1 y n, serdn posibles n
valores diferentes del paso para ejes helicoidales.

Los ejes helicoidales se representan, como en el caso
de los ejes de rotacién simple, por el nimero de orden n,
pero seguido de un subindice que nos indicara el sentido
de la rotacién y la magnitud del paso. Por ejemplo, los
ejes helicoidales 4, y 4. tienen la misma magnitud de
paso pero se diferencian entre si por el sentido de la
rotacién: el segundo en el sentido del movimiento de
las manecillas del reloj y el primero en el sentido inverso
(figura 6.16). La interpretacién completa de la informa-
cién que conllevan este par de nimeros ha de quedar
clara, para todos los casos posibles, en los siguientes pa-
rrafos e ilustraciones de este numeral.

La figura 6.13a muestra un eje de rotacién doble, a lo
largo del cual, luego de una traslacién completa T en-
contramos una situacién idéntica a la inicial. La combi-
nacién simultédnea de estos dos elementos de simetria,
genera un eje helicoidal 2, cuya accién se indica en la
figura 6.13b. En la parte inferior de cada una de las figuras
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se muestra la representacién estereografica de los
motivos y de los ejes sobre un plano de proyeccién per-
pendicular a estos. Estas proyecciones permiten hallar
muy rapidamente la diferencia de efectos en los dos
casos. Una rotacion de 180° seguida de la traslacién T
en el primer caso, tratindose de una red infinita, dejan
los motivos nuevamente en la base de una celda (un
cubo en este caso) idéntica a la anterior, por lo que en su
proyeccion estereografica a los motivos no se les anota
nada, pues se supone que ellos estdn ubicados
exactamente en el plano de proyeccion, el cual a la vez
coincide con el plano de la base de la celda. En cambio,
para el eje helicoidal de la segunda figura su accién es
diferente: una rotacién de 180°, en cualquier sentido,
simultanea con una traslacién -, sobre el motivo que
inicialmente se encontraba al lado izquierdo y al nivel
del plano de proyeccion, lo deja univocamente del lado
derecho a una altura igual a la mitad de la de la celda. Por
eso al motivo de la derecha en la proyeccién se le anota

) que es la justificacion de la explicacién anterior, pues
se ha elevado con respecto al plano de proyeccién en la
mitad del pardmetro de la correspondiente traslacién T.

a. b.

figura 6.13
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Es conveniente anotar de una vez, que en este tipo
de proyecciones, como en las que tendremos mas
adelante para los grupos espaciales. las coordenadas en
la direccién perpendicular al plano de proyeccidn, para
un determinado punto, se dan en fracciones del corres-
pondiente pardmetro de la celda primitiva elemental de
Bravais, paralelo al eje de proyeccion. Es posible encon-
trar casos en que convenga considerar valores negativos
para estas coordenadas, cosa que se puede hacer sin
inconvenientes, solamente es necesario recordar que
ahora el motivo no se encontrara sobre el plano de pro-
yeccién sino por debajo de él, precisamente a una
distancia igual a la fraccién del parametro que se indique.
Para el caso de la figura 6,130, también seria valido
colocarle al motivo proyectado al lado derecho -

Subrayamos que para los ejes helicoidales de segundo
orden, el sentido de la rotacion de 180°, derecha o
izquierda, no cambian el resultado; los dos son equiva-
lentes e indistintamente se representan como 2,. No
ocurre lo mismo con los demds ejes helicoidales donde
hay que diferenciar el sentido del giro y tener en cuenta
la altura de la celda fundamental en términos de trasla-
ciones elementales.

Ejes helicoidales de tercer orden hay dos: el 3, con
giros de 120° segtin la ley de la mano derecha y €l 3, con
giros de igual magnitud pero en el sentido contrario. Su
forma de operacién se evidencia en las figuras 6.14,
donde para cada caso se han dispuesto nodos de
referencia en los vértices de prismas trigonales cuya
alturaesigual al parametro ¢, de una celda elemental. La
figura 6.14a presenta para la comparacién el funciona-
miento del eje de rotacién 3, mientras que las partes by
¢ de la misma, corresponden a la operacién de 3,y 3,. En
la parte inferior de cada figura de operacién se muestran
sus correspondientes proyecciones estercograficas
tomadas sobre el plano 001 de la celda prismatica
seleccionada.

l48

figura 6.14

En general en las proyecciones los ejes helicoidales,
con la excepcién de los de segundo orden, se represen-
tan con poligonos regulares aspados. El niimero de lados
del poligono, de la misma manera que lo indicamos a
proposito de la tabla 3.2, expresa el orden del eje y las

aspas indican que es helicoidal y ademés el sentido de la
rotacion.

La figura 6.15 tiene otra presentacion de los ejes 3,y
3, en la que se han dispuesto convenientemente uno

figura &.15

149



respecto del otro para evidenciar mas claramente la
relacién enantiomérfica existente entre los dos.

Sise comparan las rotaciones de los ejes 3, v 3, desde
otro punto de vista, se puede observar que ¢l ¢je 3, de
rotacién izquierda, se puede tomar también como de
rotacion derecha de 120 pero acompanada con un
desplazamiento traslacional no de una tercera parte de
T sinode dos tercios de la misma, que como ya anotamos
esigual ac; es decir, la unidad estructural senalada con
el nimero uno en la figura é.14¢c puede alcanzar la
posicién marcada con el nimero 3 mediante una rota-
cion derecha de 120° y una traslacion positiva de -%—T. A
la vez, teniendo en cuenta que las unidades estructura-
les 1 y 4 son completamente equivalentes, dentro de
una red infinita, podemos interpretar la posicion 3 de la
misma figura, como alcanzada a partir del reticulo 4
mediante una rotacién de 120° a la derecha, acompanada
simultdneamente de una traslacidn negativa de ; T. Por
esta razén algunos autores en lugar de nuestra ya
convenida nomenclatura para los ejes helicoidales
utilizan por ejemplo 3, y 3, = 3,. Estas pequeias varia-
ciones de interpretacion no dan nada nuevo en el caso
de los ejes helicoidales de tercer orden, donde al fin y al
cabo los dos casos pueden ser aplicados dentro de los
limites de una sola celda de altura igual a ¢, bien sea
como rotacién derecha y traslacion de } Tode 2 de
esa traslacién con rotacién izquierda. En cambio, para
los ejes de cuarto y sexto érdenes una argumentacion
como la anterior serd de gran utilidad.

Ciertamente, serd facil comprender los casos con-
templados en la figura 6.16, pues para los ejes de cuarto
orden 4, y 4, la situacién es andloga a la de los ejes de
tercer orden, sélo que aqui las rotaciones son derechas
en magnitud de 90° pero con traslaciones simultaneas
de-lTy 2 T=- 1T respectivamente. Estos dos movi-
mientos tienen trayectorias que se relacionan mutua-

mente como un objeto con su imagen especular o sea
que también son enantiomorfas entre si.

2y
/
42
1 /2
)
2

figura 6.1¢6

Por su parte al eje 4, corresponde una traslacién de
%T con giros de derecha e izquierda de 90°, ya que como
en el caso de los ejes 2, es indiferente el sentido de
rotacion para un resultado igual. Esta tiltima afirmaci6n
parece paradojica cuando se observa solamente un prisma
como el de la figura é.1éc, pero si pensamos en un espa-
cio infinito ocupado totalmente con celdas elementales
de forma prismatica tetragonal de alturaigualac,, en-
tenderemos que, gracias alos ejes helicoidales 4,, todas
ellas tendrdn en la mitad de sus aristas verticales una
unidad estructural sin que el sentido de la rotacién al-
tere el resultado, La otra particularidad del eje 4, consiste
en que en la direccién del eje son necesarias traslacio-
nes dobles de T para encontrar puntos equivalentes, es
decir se necesita una celda fundamental de doble altura
con relacién ala que inicialmente se haya podido tomar
como paralelepipedo de Bravais. Asi el punto 1 (figura
6.16c) en la direccion del eje tiene su homélogo equiva-
lente en el punto 5 o en cualquier otro lugar que diste
de €1 2nT, siendo n un nimero entero.
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La figura 6.17 contempla todos los casos de ejes
helicoidales de sexto orden. Los pares 6, 6., 6, y 6, man-
tienen cada uno su relacién enantiomorfica como en
los casos ya explicados. El eje 6. también resulta neutro
al sentido de la rotacién, como en los casos 2,y4,.Ob-
sérvese que este eje ademds de requerir una celda funda-
mental de altura igual a 3¢, cumple simultdneamente
con su funcién helicoidal, la de un eje triple de rotacion 3.

2{3 “"-1-’3 1;’2 .
() {(ak
1,’3M 2/3 1{‘2
c. d. e. £.

figura 6.17

6.7 Planos de Deslizamiento

Los planos de deslizamiento son los nuevos elemen-
tos de simetria resultantes de la combinacién simulta-
nea de planos de reflexion especular m (figuras 6.18b y
6.19 ) con traslaciones T paralelas a este mismo plano,

posibles o permitidas por la simetria de una determinada
red espacial.

Existen tres planos de deslizamiento, denominadas
planos de deslizamiento de tipo a, b y ¢, cuya accién
consiste en la reflexion en un plano m, coincidente con
el mismo plano de deslizamiento, y la combinacién si-
multdnea con una traslacién paralela, correspondiente-
mente, al eje X, Y 0 Z pero en una magnitud igual ala
mitad de la traslacién elemental T determinada por los
correspondientes pardmetros de la celda primitiva de
Bravais en dicha red (figura 6.18a). Es claro que por la
naturaleza de su operacién, los tres planos anteriores
son similares y las magnitudes de sus traslaciones pueden
ser iguales, como en el caso de celdas cubicas, o diferen-
tes para otros sistemas cristalogréficos. No obstante la
diferenciacion segin la direccién del desplazamiento,
es muy ttil para una mejor orientacién en el espacio, y
ademds facilita su diferenciacién cuando tales planos se
presentan graficamente, como su proyeccién.
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figura 6.21

figura 6.23

Efectivamente, cuando los planos son perpendicula-
res al plano de proyeccién se utilizan lineas interrum-
pidas para representar los planos de tipo a y b (figuras
6.20y 6.21) y una linea punteada para el plano c (figuras
6.22y 6.23b). En las figuras mencionadas precisamente
se muestran diversas combinaciones entre estos nuevos
elementos de simetria y sus efectos repetitivos o de
propagacién de un motivo, generalmente sefialado con
el niimero uno, el cual se toma como punto de partida.

En la figura 6.23a se muestra la ubicacién y
justificacién de planos de deslizamiento de tipo ay b,
verticales dentro de una celda ctibica elemental del cristal
de NaCl. En la parte b de la figura se explica una vez més
1a accién de un plano vertical del tipo c: el motivo que
inicialmente se encuentra sobre el plano del dibujo es
reflejado y desplazado simultdneamente a lo largo del
eje Z, que en este caso suponemos perpendicular al plano
de la pagina. Como resultado final el motivo inicial se
ubica al lado derecho del plano ¢ a una altura igual a
%Tc, traslacién que normalmente se simboliza con la
fraccién simplemente, como se ha indicado en la figura.
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Fuera de los anteriores, existen otros dos tipos de
planos de deslizamiento. El plano de tipo n, que es el
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que combina una reflexién con dos desplazamientos
simultdneos como los anteriores, paralelos a cualquier
par de ejes cristalograficos y al mismo plano de reflexién.
Es decir, un plano de deslizamiento de tipo n se obtiene
cuando la reflexion se combina con cualquiera de las
siguientes traslaciones:

- — — - —> — - -2 o d
t=5(T,+T). t =3 (T, +T)6 t =4(T,+T.)

o=

-
donde T,, :fh y 'T') son las traslaciones elementales en
las direcciones de X, Y y Z respectivamente. La figura
6.24 ilustra la operacién de un plano n sobre la base de
una celda de cristal del llamado hierro o que es ciibica de
cuerpo centrado. La unidad estructural 1 reflejada en el
plano n sufre una traslacién t = 4( "1_': +'I': ), conloque
el motivo alcanza una posicién equivalente, en el centro
delacelda, ala alturade -}2— como se indica en la figura.
Estos planos de deslizamiento, cuando son verticales
con respecto al plano del dibujo se representan por una
linea interrumpida de puntos y rayas.

Finalmente, los planos de deslizamiento de tipo d,
son caracteristicos, aunque no exclusivos, de la
estructura del diamante, tienen un modo de operacién
parecido al de los planos n, conllevan dos traslaciones
simultédneas, pero a diferencia de aquellos, las traslacio-
nes se hacen en una magnitud no de un medio en las
direcciones correspondientes, sino de un cuarto. O sea
que en los planos de deslizamiento de tipo d, la reflexién
se combina con una de las traslaciones siguientes:

t=3(T,+T,) t ={ (T, 4+T)6 t =4(T,+T.

Estos planos cuando son perpendiculares al plano
de una representacién gréfica, se dibujan con lfneas in-
terrumpidas consistentes en rayas, puntos y flechas,
donde estas dltimas indican la direccién en la que la
repeticién del motivo se hace con el crecimiento del
pardmetro. En la figura 6.25, el motivo inicial marcado
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figura 6.22
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figura 6.27

con el nimero 1, se encuentra al nivel del plano del
dibujo, pero por efecto de sucesivas opcraciones del
plano d se va elevando a alturas de —};— 5 y 3 final-
mente 1, este Gltimo es equivalente al punto inicial.

La figura 6.26 muestra una combinacién de planos m,
b, ny cy sus efectos. La figura 6.27 ilustra la proyeccién
de los planos m y d perpendiculares al plano 001 de una
celda cristalina de diamante. Los niimeros entre los
circulos indican el orden de ascenso de los motivos
reticulares segiin se estén relacionando con los ejes
helicoidales 4, 6 4.. Obsérvese que la disposicién anti-
paralela de los planos de tipo d genera ejes helicoidales
cuaternarios enantiomérficos, relacionados mediante
los planos m.

En el cuadro de la figura 6.28 se sintetizan las formas
convencionales de representacién gréfica de todos los
ejes y planos de simetria, no solamente para cuando
estdn orientados verticalmente sino para cualquier otra
posicién.
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figura .28 Simbelizacion grifica de los elementos

de simerria cristalina.
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*Por untdad estruciural o
menive puntual ne siempre debe
entenderse un pungo matemdtics,
s que puede ser el rericuls real
de la red con cierta extensin
material v ferma simérriea,
expresada esta Gltima mediange
grupes de elementes de simetriq

Jque no impliquen traslacién.

GRUPOS DE SIMETRIA
LONGITUDINAL Y PLANAR

7.1 Algunas Particularidades

Para la determinacién de los grupos cristalograficos
espaciales son factores fundamentales la simetria
puntual de la unidad estructural o motivo* y las trasla-
ciones permitidas en la correspondiente simetria de la
red infinita, constituida por motivos idénticos. Este
dltimo factor est4 contenido en el concepto geométrico
de celda de Bravais para el espacio tridimensional, o sus
equivalentes, en los subespacios de una y dos dimensiones.

Los grupos espaciales al incorporar la simetria tras-
lacional, necesariamente implican la infinitud de la red,
odicho en un sentido mas general, la infinitud y homo-
geneidad del espacio. De otra parte, el espacio puede ser
conceptualmente continuo o discreto, y en los dos casos,
en ¢l existe un nimero infinito de puntos simétrica-
mente equivalentes, sin embargo, para el primer caso de
un continuum de tales puntos, la magnitud de las trasla-
ciones puede variar indiscriminadamente desde T = 0,
hasta valores tan grandes como se quiera. Por el contrario,
en el segundo caso, no todos los puntos son simétrica-
mente equivalentes y por ello las traslaciones posibles
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son de magnitud finita, desde un valor minimo T_ =
k,. (constante en cada red espacial y en cada coordenada)
hasta cualquier valor de nimero entero multiplicado
por la misma constante k,, y esto no es otra cosa que la
periodicidad. propia ademds, de un espacio de homoge-
neidad discreta.

Suclen presentarse como ejemplos de mayor
evidencia. para un espacio continuo, el concepto de es-
pacio euclidiano vacio. y del espacio discreto, la
estructura de una sustancia cristalina, tomada en su in-
terpretacién microscépica, cuando se manifiestan su
naturaleza atémica y la condicién geométrica y fisica
de la discrecion material.

En cristalografia, es pues importante el espacio
discreto cuyo nimero p de dimensiones es igual a tres,
como maximo. De él pueden derivarse subespacios
bidimensionales, cuando p=2, y unidimensionales
cuando p=1. El espacio puede también caracterizarse
por el nimero s de dimensiones independientes que son
homogéneas y que por lo tanto permiten traslaciones.
Las cantidades p y s pueden relacionarse entre sf de tal
maneraquep s.

Si un espacio tridimensional es completamente
homogéneo (sin importar que su homogeneidad sea o
no, discreta), entonces s=3, es decir, permite traslacio-
nes en todas sus p dimensiones. También puede ocurrir
que este espacio en general no sea homogéneo, pero que
algunos de sus subespacios si lo sean, y entonces s=2 6
s=1 corresponden a la homogeneidad bidimensional o
planar y unidimensional o longitudinal, respectivamen-
te. Finalmente, cuando s=0 no hay lugar para ningin
tipo de traslacién, el espacio es completamente hetero-
géneo y la simetria sélo tiene lugar exclusivamente al
nivel del reticulo individual de cada punto del espacio.

Abstractamente representamos el conjunto de los
. ) . P
grupos de simetria en un espacio dado como G;. El
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nimero de estos puede ser infinito y variard segin los
valores que tomen pys. Enlatalila 7. I se indica el nimero
de grupos posibles para los casos de dimensionalidad y
grados de homogeneidad que nos interesan en cristalo-
grafia®. El procedimiento matematico de la deduccién
de estos grupos no lo hemos considerado dentro de los
objetivos de este manual; sin embargo, algunos comen-
tarios pueden ser dtiles para una mejor comprensién de
su significacion.

- : ; " :
tabla 7.1 Cantidad de grupos _'rr'-rm".ll-_;;.:,ru-.LuC segiin

la dimensionalidad v grados de  homogeneidad  del
espacio.
Dimensionalidad s: grados de homogeneidad
del espacio p ﬁ__ “1‘ T F—
3 230 | 80 75 | 32
2 - i 17 | 7 J‘ 10
1 — | = 2 | 2
-. |

Por ejemplo, en el espacio tridimensional, p = 3, un
motivo estructural también tridimensional, puede
caracterizarse por la presencia de uno o varios elemen-
tos de simetria y/o la combinacién mutua entre los mis-
mos. Pero si entre estos elementos de simetria no se
incluye ningin tipo de traslacién, s = 0, entonces las
diversas combinaciones posibles entre tales elementos
no superaré las 32 variantes de los grupos de simetria
puntual que ya conocemos para objetos tridimensio-
nales. Es decir, existen 32 grupos del tipo G;.

Siun motivo tridimensional dispone de homogenei-
dad espacial solamente en una dimensioén, s = 1, enton-
ces a lo largo de ella el espacio serd periédico (homoge-
neidad discreta), y en esta direccién la traslacién T=k,
osus multiplos, son posibles, mientras que en las otras no.
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La combinacion de esta traslacién con los 32 grupos de
simetria puntual da como resultado 75 grupos diferen-
tes del tipo G Son los llamados grupos cilindricos, o
también grupos espirales, que describen la simetria de
un espacio tridimensional en el cual un reticulo o motivo
puede repetirse periddicamente solamente en una de
sus dimensiones. Estos grupos son adecuados para la
descripcion de objetos alargados, como cadenas, varillas,
complejos moleculares poliméricos, etc., en los cuales
los elementos de simetria mas frecuentes son los ejes de
rotacion de diverso orden, ejes helicoidales, planos my
planos de deslizamiento paralelos a la direccién espa-
cial homogénea.

Similarmente, existe un conjunto de 80 grupos G
de simetria, grupos llamados foliares, que corresponden
a las posibilidades de motivos tridimensionales cuando
disponen de un espacio con doble periodicidad, como
paredes, pisos, telas, membranas, capas cristalinas a nivel

atoémico y molecular como ocurre en los filosilicatos y
el grafito,

Finalmente, cuando p=3 y s=3, tenemos los 230
grupos espaciales GJ que corresponden a las redes cris-
talinas tridimensionales, y que fueron deducidos por
Arthur Moritz Schoenflies (1853 - 1928) y por Evgraf
Stepanovich Fiédorov (/853 - 1919) independientemen-
te el uno del otro, en el comienzo de los afios 90 del siglo
XIX, grupos estos que son los que describen las simetrias
posibles para reticulos tridimensionales en el espacio
discreto y homogéneo en sus tres dimensiones. De ellos
nos ocuparemos mas detalladamente luego de analizar
los subespacios obtenidos, cuando p=2y p=1.

. . _— , ' !
7.2 Grupos de Simetria Unidimensional G, y G,

Inicialmente podemos considerar el conjunto espe-
V ‘ . - ]
cial consistente en un grupo de simetria G, que es la
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‘Esta invesstén coincide en este
case> particular con ung
reflexién en un plano m,
verperdicular al  mapve

lngitudinal, dividiéndsle on

des parees 1guales.

simetria de un punto matemdtico adimensional, sin
andlogo a si mismo en un espacio completamente
heterogéneo.

M4s interesante resulta considerar un espacio uni-
dimensional no homogéneo. Entonces los grupos de
simetria conforman el conjunto G, que serdn los grupos
cristalogréficos puntuales para tal espacio, pues los ele-
mentos de traslacién no son posibles. Supongamos que
el motivo puntual (local) es un segmento de cierta
longitud. Entonces en este espacio es posible una
operacién unitaria de simetria 1, que dejara el motivo
indistinguible de su situacién inicial, la cual consiste en
cualquier rotacién de 360° sobre el motivo. Pero ademas
de la anterior operaci6n, es también posible sobre este
motivo realizar una inversién 1 en su punto central*.
No habiendo mas operaciones de simetria posibles en
este subespacio, el conjunto G, consta de dos grupos
puntuales (tabla 7.1).

El conjunto G, también consta de dos grupos sola-
mente. Veamos su sentido. Se trata de un subespacio
unidimensional homogéneo y discreto. La discresion es
precisamente la causa de la periodicidad a lo largo de su
Unica dimensién y es la que hace que los puntos que
integran la recta de ese espacio no sean todos simétrica-
mente equivalentes entre si. Por tanto, para cada punto
Acelegido arbitrariamente sobre dicha recta (figura 7.1a),
se encontrard un punto simétricamente equivalente A/,
solamente después de avanzar una cierta distancia finita
T=2,alo largo de la recta. La repeticién continua de
esta operacién, da como resultado una recta infinita y
periédica de puntos, tal como se ilustra en un segmento
de ella en la figura 7.1b, la cual conforma un grupo
infinito de traslaciones unidimensionales. Es conve-
niente anotar que en _esta recta infinita, ademas de la
traslacién mimma? ason posibles muchas mas, las del
tipo T = na, donde n es un nimero entero, que pue-
den siempre interpretarse como productos sucesivos o
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interacciones entre el equivalente unidimensional de
la celda de Bravais,que es el pardmetro a en este caso, y
el elemento de traslacion T. Sobre los puntos simétri-
camente equivalentes de la recta mencionada, cabe otra
operacion de simetria, la de inversion en los centros de
simetria C (ficura 7. I¢), que constituye junto con las
traslaciones anteriores el conjunto G:.

>
o
>

figura 7.1
7.3 Los Grupos de Simetria de los Bordados

Un bordado puede mirarse como un motivo plano
de cierta extension, que se repite recurrentemente a lo
largo de una dimensién. Los bordados tienen mucho en
comuin con los grupos G, y G, pero también diferencias.
Vedmoslas rapidamente:

1) La simetria puntual del motivo de un bordado
serd mas rica que la de un punto abstracto comtn simi-
lar a cualquiera de los considerados en la figura 7.1, pues
debe ocupar cierta drea.

2) Cada motivo se repite en una direccién mante-
niendo la unidad nodal a lo largo de la dimensién en que
se forma el bordado, cosa que limita el tipo de elementos

de simetria puntual que pueden ser contenidos en el
motivo.

3) Se mantiene el elemento de traslacién unidimen-
sional. El analisis de los grupos de bordados es, por lo
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demads, un buen ejercicio para iniciarse en los grupos
espaciales.

Los grupos uni y bidimensionales se [laman grupos
espaciales menores y sus respectivas “celdas”, equiva-
lentes de Bravais, se representan con letras mintsculas,
en contraposicién a las celdas de Bravais en los grupos
de simetria infinita tridimensional, que se representan
con maytsculas. Como en el espacio unidimensional no
hay sino una celda equivalente de Bravais, el intervalo
a, entonces todos los grupos espaciales son de simetria
primitiva, y en el sistema internacional de nomencla-
tura (de Hermann-Mauguin), comienzan con la letra
mintscula p seguida de tres indices cuyas posiciones se
refieren a las direcciones espaciales de los ejes cristalo-
gréficos, asi: el primer indice después de la letra p se
relaciona con el eje X que debe coincidir en nuestro
caso con el plano del bordade; ¢l segundo indice se
relaciona con el eje Y que coincide con la recta de las
traslaciones, y el tercero, lleva informacion relacionada
conel eje Z, siempre perpendicular al plano del bordado.

Para satisfacer las sefialadas condiciones de los bor-
dados, en la tercera posicion de indices solo podra colo-
carse como elemento significativo de simetria un ¢je
doble de rotacién y en la primera y segunda posiciones,
planos de simetria. Estos elementos, sin la traslacion, se
combinan y dan cuatro grupos puntuales: 1, 2. my mm2.
Siestos grupos puntuales se combinan con el elemento
de traslacién, siempre implicito en la celda de Bravais,
se obtienen cinco grupos espaciales, asi:

pl11 (abreviadamente se escribe pl), que es un grupo
exclusivamente de las traslaciones de un motivo
asimeétrico, o sea ue su simetria puntual es 1.

pl12, pmll, plml y pmm2, son grupos cuyos ele-

mentos de simetria se clarifican en la ficura 7.2a. Los
grupos espaciales planos, como los anteriores, que
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no contienen ni ejes helicoidales ni planos de desli-
zamiento. se llaman grupos simérficos. Pero en los
bordados pueden tener lugar dos grupos asimoérficos:
pbl1y pbm2, también ilustradosen la figura 7.2k, en
los cuales intervienen planos de deslizamiento.

" A A A A
T
A A A A o112
v v v v
T
A A A A
pm11
vV vV v
]
AA AA AA AA pim
s
AA AA AA AA
: _ pmm2
VV VYV VYV VY
T
b.
A A A Ay
v v v v
——
A A AA_AA“A_,AI obm2
VYV VV VY VV
Ej 5 =3
figura 7.2

Mds estrictamente, el caracter de los grupos cristalo-
gréficos simérficos y asimérficos se establece asi: si s
tienen dos grupos de operaciones de simetria Ty M, se
puede obtener un tercer grupo G, como resultado de la
multiplicacién de los primeros, del cual a veces es posible
sustraer un subgrupo cuyos elementos constituyen
nuevas operaciones de simetria que no van a coincidir
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con la de ninguno de los elementos de los grupos iniciales
¥ que pueden existir independientemente dentro del
nuevo grupo G. En cristalografia los grupos que son sim-
plemente el producto de ctros grupos, como TM. se
llaman asimérficos, mientras que aquellos subgrupos no
triviales e independientes que se deriven de la
multiplicacion de grupos iniciales, se llaman asimorficos.

llustramos lo anterior con un bonito ejemplo (figura
7-3), tomado de Vainshtein y otros (197 L]}, Tomese
sobre un plano el grupo de traslaciones unidimensiona-
les T, de un motivo puntual, el gato. Este es un grupo infi-
nito, pero puede representarse con sus elementos bdsicos
T, = (0, t), donde t es la traslacion cuya repeticion gen-

era los demds elementos del gru po: 2t, 3t, ... (frgura 7.3a).

c.
: 4 : G : 2o :_ V)
d _ 2t = a
s -I: 4 ) .
figura 7.3
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Este grupo se multiplica con el grupo puntual de
reflexiones M =(e. m) de la figura 7.35, de tal manera
que la linea de reflexion sea paralela con el eje de trasla-
ciones. Entonces se obtiene:

G=TM = (0.t.2t....) (e, m)
= (Oe, te, 2te, ... Om., tm. 2tm...)

Este nueve grupo G. que es simérfico, es decir,
conserva todo ¢l complejo de elementos de simetria
(ejes y planos) de su respectivo grupo puntual, esta re-
presentado en la figura 7.3¢c, pero de él se puede extraer
un nuevo clemento de simetriaa = tm, que corresponde
a un plano de deslizamiento. también paralelo a la linea
de las traslaciones (figura 7.34). subgrupo de todos los
elementos tm, que generan planos de deslizamiento de
tipo b. o ejes de tipo 2, constituyen grupos asimorficos.

7.4 Grupes Bidimensionales G:

En el inumeral 6.4 se establecieron las celdas equiva-
lentes planas de Bravais y se indicaron los elementos de
simetria, ejes y planos, perpendiculares a una red bidi-
mensional, que condicionan el cardcter de las traslacio-
nes implicitas en tales celdas. Complementado lo ante-
rior con un procedimiento analitico de la homogenei-
dad del espacia bidimensional, surgen los grupos G-

Grupos G;

Un espacio plano con estructura completamente
inhomogénea no permite traslaciones en ninguna di-
reccion, ya que cada punto o motivo resulta tinico, y
desde el punto de vista cristalografico se podra caracte-
rizar exclusivamente por la simetria local (puntual) de
dicho motivo. Cabe recordar una vez mas, que aqui la
nocion de punto (motiva) cristalografico no siempre
coincide con la nocién de punto matematico. Los posi-
bles elementos de simetria y sus diversas combinaciones
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contenidas en un motivo bidimensional. constituyen
los grupos puntuales planos . que como se indicé en la
tabla 7.1 tienen 10 posibilidades. N. V. Belov (1891- 1982),
propuso la figura7.4. en la que con “ganchos” y “pétalos”
ilustra claramente cudles son los elementos de simetria
que componen cada uno de estos grupos. que en la no-
menclatura internacional se expresan como 1. 2, 3, 4,
6, m, mm2, 3m, 4mm y 6mm.

=

(
4

P

1 2
m mm2 3am 4mm
fignra 7.4
2
Grupos G,

El espacio unidimensional puede interpretarse como
un subespacio del plano, en donde la homogeneidad
permite traslaciones solamente en una dimensién. De
otro lado, la diversidad méaxima de la simetria puntual
de los motivos planos que se repiten mediante trasla-
ciones colineales, no supera y no puede ser diferente de
los cinco grupos anotados en el numeral 7.3, que al ser
combinados con el tnico equivalente unidimensional
de una celda de Bravais, produce los mismos siete grupos
analizados en el numeral anterior, es decir, los grupos de
simetria de los bordados son los mismos grupos G que
figuran en la tabla 7.1.

Grupos G;

El mayor interés de los grupas bidimensionales lo
suscitan los grupos Gj, cuya comprensién es un buen
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predmbulo al estudio de los grupos tridimensionales, de
los que nos ocuparemos en el siguiente capitulo. Unes-
pacio bidimensional homogéneo y discreto ha de
permitir dos traslaciones no colineales mediante las
cuales un punto o un motivo plano se multiplica gene-
rando un sistema de doble periodicidad, una red plana.
La red plana. en un espacio de las caracteristicas ante-
riores, puede contener uno o varios elementos de sime-
tria que conducen a las diversas posibilidades de
agrupacion G,. Metodoldgicamente, estos grupos se
obtienen como resultado de la interaccién de las sime-
trias puntuales del motivo que se repite (figura 7.4), con
las traslaciones implicitas en las que hemos denomina-
do celdas planas equivalentes de Bravais (figura 6.7), de
lo cual se obtienen 13 grupos simérficos (figura 7.5a).
Finalmente. al sustituir algunos planos de simetria m
por planos de deslizamiento, asi:

pmll — pbll
pmm2 — pma2 — pba2
p4mm —> p4bm

se obtienen cuatro nuevos grupos que son asimérficos
(figura 7.50), para un total de 17 grupos espaciales bidi-
mensionales. Paralelamente con la representacién
grafica de estos grupos (figura 7.5), presentamos en la
figura 7.¢ los correspondientes segmentos de sistemas
de puntos equivalentes, propuesta por Buerguer 1956,en
los que con dreas sombreadas hemos indicado la manera
de seleccionar los equivalentes planos de Bravais.

Por tltimo senalemos que los grupos bidimensionales
son de gran utilidad. Ellos permiten la descripcién de la
proyeccion sobre cualquier plano de las estructuras cris-
talinas y de cualquiera de sus secciones, o de las de una
distribucién de densidad electrénica en un objeto fisico
(dtomos, iones), por ejemplo; también es significativa
su aplicacién en el arte, dibujo textil y otros.
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7.5 Los Principios de Simetria de Curie

En fisica y muchos otros campos del conocimiento,
es importante analizar la influencia de la simetria sobre
las propiedades de cualquier objeto. Pero esto es apenas
un aspecto del problema dialéctico de la simetria en el
conocimiento tedrico general. Un principio general al
respecto fue formulado en 1894 por Pieric Curie (1859
1906), de la siguiente manera:

Cuando determinadas causas originan determinados
efectos, entonces los elementos de simetria de dichas
causas deben manifestarse en los efectos por éllas
engendradas.

Cuando en cualquier fendmeno se halle determinada
disimetria, entonces esta disimetria debe revelarse
también en las causas que lo generan.*

Observamos que es comtiin diferenciar los términos
asimetria, como la ausencia de simetria, mientras que
por disimetria suele entenderse una perturbacion, un
defecto, generalmente una disminucion de algtin grado
o clase de simetria.

Como una consecuencia del principio de Curie se
puede afirmar que todos los elementos de simetria de
un cristal, lo deben ser también de sus propiedades
fisicas. No obstante, para evitar equivocaciones a los
lectores, digamos que la mayoria de las propiedades
fisicas de los cristales son generalizadas como observa-
bles macroscépicos y el cristal se interpreta como un
medio continuo y homogéneo. En estas circunstancias
No son sustanciales las diferencias entre ejes de rota-
cién y ejes helicoidales o entre planos de simetria
especular y planos de deslizamiento. Por consiguiente,
la simetria de las propiedades macroscopicas de un cristal
se determina no por los elementos del grupo espacial de
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la simetria del cristal dado. sino por la de su correspon-
diente grupo de simetria puntual.

El contenido del principio de Curie, arriba
interpretado, en realidad habia sido formulado anterior-
mente, en 1885, por E E. Neumann (1798 - 1895) y se
conoce tambi¢n como el principio de Neumann, citado
en el libro de Vainshtein y otros, Cristalografia Moderna
(1980, T. IV, p. 34):

El grupo de simetria de cualquier propiedad fisica
de un cristal, debe incluir los elementos de simetria
del grupo puntual del cristal.

La disimetria de la que habla Curie, puede entender-
se, seglin lo dicho arriba, como una simetria perturbada.
Tal perturbacion puede ser el resultado de una accién
exterior sobre el cristal (esfuerzo, deformacién, varia-
ciones termodindmicas que conlleven a cambios, de fase,
etc.). que modifican su simetria puntual. De esta mane-
ra, por ejemplo, los 32 grupos puntuales del espacio cris-
talino tridimensional pueden derivarse como subgrupos
a partir del grupo m3m mediante la disminucién
paulatina (o perturbaciones sucesivas) de su simetria.
Andlogamente hemos constatado la mutua subordina-
cion jerarquica de todos los grupos de la tabla 7.1,
teniendo en cuenta nada mas que la homogeneidad de
las dimensiones del espacio.

Curie también demostrd que existen siete grupos
puntuales de simetria infinita que ilustramos con la si-
metria y posibilidades de rotacién de los cuerpos de la
figura 7.7. Su caracteristica fundamental es poseer por
lo menos un eje de rotacién de orden infinito, asi las
cosas, cada uno de los 32 grupos puntuales puede en
realidad interpretarse como un subgrupo de por lo
menos uno de estos siete grupos de Curie. Por ejemplo,
la figura 7.7a, ilustra el grupo simbolizado simplemen-
te con el signo s, es un cono rotatorio (destrogiro o
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levégiro), que permanece indistinguible después de cual-
quier rotacién alrededor de su eje que coincide con el
eje o, fuera de lo cual no posee mds elementos de sime-
tria. Todos los ejes cristalograficos 6. 4, 3. 2 v 1. permiten
ser interpretados como subgrupos de este grupo infini-
to de Curie. En cambio. la figura 7. 7¢. que es un cilindro
sin rotacién, posee la simetria del grupo eo/mmm, que
contiene un eje no polar del orden =, un ntiimero infini-
to de planos de simetria m paralelos a tal eje. un plano
especular m perpendicular al eje eoy un niimero infini-
to de ejes de rotacién de orden 2. perpendiculares al
eje eo,

@ ccmm s

£ £ a.

figura 7.7

Cinco grupos de Curie pueden tener lugar en medios
anisotrépicos que tienen una direccién unitaria
coincidente con el eje eo. Estos grupos en la notacién
internacional se representan como ee, eemm, =22, so/m
y /mmm. Convencionalmente las proyecciones este-
reograficas verticales y laterales de estos cinco gru pos,
se muestran en la figura 7.8. Los otros dos grupos esee,
escom, describen medios isotrépicos. De los siete grupos,
tres tienen centro de simetria: eo/m, so/mmm. eecom y
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algunos tienen manifestaciones enantiomorficas, como
bien puede observarse en la figura 7.7.

Finalmente indiquemos un ejemplo més. ilustrativo
del principio de Curie. En un medio épticamente
1sotropico e inactivo, cualquier direccién que sea inaxial,
no es especial. posee la mdxima simetria y se describe,
segun el principio de Curie, como una superposicién de
los elementos de simetria del medio y de un cilindro
Inmovil ==/mmm orientado seglin una direccién buscada.
Entonces esta direccién tendrd una simetria que se
determina como un subgrupo comtn de los dos gruposy
que corresponderd a la orientacion dada del medio o
cristal. y la del cilindro.

a @mm 7 al2
P TR L
/ ¢ S ‘.
! - =
H ® " == -] =+
5 i =
s s -, R
~ s 7 N
T AN 5,
e . e
A ~ N
b Y / \
) b D
\ ! A /
“'\ f’r ‘\\- .';
Tl g, o,
figitra 7.8
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- VIII
GRUPOS ESPACIALES EN SISTEMAS
CRISTALINOS DE BAja SIMETRIA

8.1 Observaciones Preliminares

La situacién de mayor interés para la cristalografia,
como se deduce de la tabla 7.1, corresponde al espacio
discreto, tridimensional y totalmente homogéneo, en
el cual todos los elementos de simetria y sus posibles
combinaciones se expresan mediante los 230 grupos del
tipo G.. Los casos de los espacios unidimensional y pla-
nar analizados en el capitulo anterior, en realidad pue-
den interpretarse como subespacios derivados de este.

Schoenflies y otros demostraron , que efectivamente
todos los grupos de simetria de un espacio tridimen-
sional, homogéneo y discreto, los llamados grupos espa-
ciales, reflejan una triple periodicidad que corresponde
alas respectivas traslaciones paralelas a los ejes cristalo-
gréficos, o a diversas combinaciones de las mismas.

El grupo de tales traslaciones, representado usual-
mente como

T.={t,t,t.} = (tﬁ,ty,tz} = {ma,nb,pc} (8.1)
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genera a parur de un punto cristalografico dado, un sis-
tema de puntos equivalentes distribuidos tridimensional
y periddicamente. Es decir, genera una red espacial tan
grande como se quiera, por lo que idealmente se le toma
como infinita. En la expresién (8.1) m, n y p son
constantes que pueden tomar el valor de cualquier
numero entero: mientras que a, b y c representan la
métrica concieta de las traslaciones elementales sobre
los ejes cristalogréficos: son pues los parametros de la
red, o lo que es lo mismo, las aristas del poliedro de
Bravais correspondiente a cada caso.

Cuando se estudian cristales de morfologia definida,
podemos observar su simetria exterior o macroscopi-
ca, la cual siempre estara relacionada con alguno de los
32 grupos puntuales. Pero también es posible, gracias a
las técnicas modernas de difraccion de rayos X, neutro-
nes y electrones, microanalisis y otras, conocer su si-
metria interior o simetria microscépica, la cual permite
describir cémo estén relacionados los elementos bésicos
(atomos, iones, moléculas, etc.), constituyentes de la
estructura de los cristales en cuestién. Esta microsimetria
estara relacionada con algunos de los 230 grupos espa-
ciales, los cuales a su vez siempre tendrén una intima
correspondencia con la simetria macroscépica.

La deduccién de los grupos espaciales es un proceso
fundamentado en la propiedad de los grupos llamada de
composicion o de cierre (ver numeral 4.2). Pero como en
cristalografia un punto o un motivo reticular puede
tener cierta extensién y cierta simetrfa puntual, lo co-
rrecto es partir de los 32 grupos puntuales y luego hacer
interactuar cada uno de estos con el o los grupos trasla-
cionales de Bravais permitidas en cada caso, segin el
sistema cristalino al que pertenezca un cristal dado.

En estos dltimos capitulos no pretendemos realizar
una deduccién exhaustiva de la totalidad de los gru-
pos espaciales, pero si dar la nomenclatura y criterios




indispensables en cada clase de simetria puntual y en
cada sistema cristalino para poder interpretar y consultar
los textos en que se hallan ampliamente desarrollados,
representados y catalogados estos grupos, como en las
Tablas Internacionales publicadas por The International
Union of Crystallography . o para interpretar adecuada-
mente cualquier aplicacién que se relacione con estos
tipos de simetria.

Histéricamente la deduccion de estos grupos fue obra
de varios investigadores. Leonhar Sohncke (1842-1897)
en 1879 obtuvo 65 grupos espaciales solamente. mien-
tras que hacia 1890 Evgraf Stepanovich Fiédorov (1853 -
1919) y en 1891 Arthur Moritz Schoenflies (1853-1928),
independientemente el uno del otro, obtuvieron la so-
lucién definitiva de los 230 grupos espaciales, que a veces
también se llaman grupos de Fiédorov. Actualmente,
informacién complementaria de la que se proporciona
aqui, puede consultarse en los trabajos de Buerguer J.,
1963; International Tables, 1969; Zagalskaya 1., 1976;
Vainshtein B., 1979; citados en la Bibliografia. entre otros.

82 Nomenclatura Internacional y Representacion
Grdfica de los Grupos Espaciales

Para la representacién gréfica de los grupos espacia-
les el procedimiento es similar al seguido para los grupos
bidimensionales. Se toma como plano de proyeccién la
base de la respectiva celda o paralelepipedo de Bravais,
que desde luego siempre puede ser un paralelogramo, el
cual implica el grupo de traslaciones posibles segun el
tipo (P, C, I o F) de celda elemental considerada (tabla
6.1). Por esta razén la denominacién de los grupos espa-
ciales en la nomenclatura de Hermann-Mauguin, se
inicia con una de las letras mayusculas arriba sefialadas
y con ello se da informacién del grupo traslacional co-
rrespondiente. A continuacion se expresa la nomencla-
tura del grupo de elementos de simetria puntual con el
que ha de interactuar el grupo de traslaciones.
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Por ¢jemplo. en el sistema ortorrémbico, el grupo
puntual mmm al combinarse con su correspondiente
celda primitiva de Bravais P, produce el grupo espacial
Pmmm. Sin embargo. cada una de las letras m, que re-
presentan planos de simetria especular, pueden ser
sustituidas por las letras a, b. ¢, n (o d, en celdas de otros
sistemas cristalnos). que representan los diversos tipos
de planos de deslizamiento. Asi, de la combinacién ini-
cial de mmm con la celda P de Bravais, se obtienen los
siguicntes grupas espaciales ortorrémbicos no equiva-
lentes entre si:

Pmmm Pnnn Pccm Pban Pmma Pnna Pmna Pcca
Pbam Pccn Pbem Pnnm Pmmn Pben Pbca Pnma

Similarmente, los ejes de rotacién de orden 2, 3, 4, 6
6, de los grupos puntuales, en las combinaciones con los
diversos grupos de traslacién, en principio pueden ser
sustituidos por ejes helicoidales de su mismo orden. De
tal manera de las 14 celdas de Bravais combinadas con
los 32 grupos puntuales se obtienen los 230 grupos espa-
ciales independientes entre si.

Por el contrario, si se conoce cualquiera de los gru-
pos espaciales, facilmente se determinara el grupo
puntual con el cual est4 relacionado. Para esto ha de
suprimirse todo tipo de traslacién, en primer lugar las
que implican las letras mayusculas que representan las
celdas de Bravais; y luego sustituyendo los planos de
deslizamiento por planos especulares de simetrfa m,
como también los ejes helicoidales por ejes de rotacién
de su respectivo orden. Asi, a manera de ejemplo, se evi-
dencia que los grupos espaciales 14,md y P6,mc est4n
relacionados con los grupos de simetria puntual 4mmy
6mm respectivamente.

La simbologia de los grupos espaciales, tanto como la
de los grupos de simetria puntual, especialmente en el
sistema de notacion internacional de Hermann-Mauguin,
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estd configurada de tal manera que siempre es posible
establecer la totalidad de elementos de simetria. inclu-
yendo las traslaciones, y ademads. la ubicacion relativa en-
tre tales elementos.

La representacion grafica de los grupos espaciales
constituye una forma evidente de establecer la ubica-
cién relativa de todos los elementos de simetria de un
cristal y tiene gran utilidad para la solucion de problemas
concretos de la cristalografia, como son la determina-
cién de distancias entre dtomos. iones v moléculas;
célculo de energias de enlace entre los mismos. orden de
multiplicidad de un reticulo, etc.

Para representar grificamente un grupo espacial es
necesario elegir adecuadamente el origen de coordena-
das o de los ejes cristalograficos. A pesar de que ello es
un hecho arbitrario en un espacio discreto que conside-
ramos infinito, pero para unificar criterios y el lenguaje
entre especialistas, se hace indispensable tener algunas
normas cominmente aceptadas. fuera de las que ya
hemos senalado, por ejemplo. con motivo de la tabla 2.1.
Para cada sistema cristalino hay particularidades en la
orientacién de los ejes y en la seleccion del origen de las
coordenadas (ver numeral 5.7), que han de utilizarse para
la representacién y aplicacion préctica de los grupos de
simetria espacial.

Por convenios internacionales. como origen de
coordenadas debe tomarse el punto mds simétrico. En
este sentido el punto debe tener la menor cantidad
posible de grados de libertad, es decir. ha de ser claramente
establecido y fijado con relacién a los elementos de si-
metria macroscépica. De aqui se desprende una cierta
jerarquia de prioridades entre los elementos de simetria
puntual para ser preferidos como origen de coordenadas.
Siexisten en el grupo centros de simetria, estos tendrdn
prelacién sobre los ejes dobles de rotacion y. estos a su
vez primaran sobre los planos. Por lo anterior. con

180

frecuencia. luego de establecer el paralelogramo de pro-
yeccion de algunos grupos espaciales y de representar
sus diferentes elementos de simetria, se hace necesario
su desplazamiento para ubicarlos sobre el origen mds
adecuado (ficura 8. 13).

8.3 Sistema o Conjunto de Puntos Simétricamente
Equivalentes Dentro de una Celda Elemental

Vale la pena recordar cé6mo la proyeccién gnomoes-
tereogréfica de las caras de un cristal macroscépico que
conforman una forma simple, dan como resultado en el
circulo de proyeccion una serie de puntos mutuamente
relacionados mediante los elementos de simetria del
grupo puntual que le corresponde. En este caso es sufi-
ciente conocer la posicién en la proyeccién de alguno
de estos puntos y a partir de él sera posible univocamente,
encontrar todos los demads. Pero alli es necesario tener
én cuenta que tales puntos no representan nada mate-
rialmente concreto fuera de ser la proyeccién estereo-
grafica de la linea normal a la respectiva cara del poliedro
cristalino: sin embargo, sobre el circulo de proyeccién
los puntos que representan las caras de una forma simple
son, en ese contexto, un conjunto de posiciones simétri-
camente equivalentes. Entre estos ejemplos, puede haber
sistemas de un solo elemento, como el que representa la
proyeccion estereografica de la forma simple lamada
monoedro, llegando hasta el sistema de 48 puntos simé-

tricamente equivalentes de la proyeccién del trigén-
hexaoctaedro.

En forma similar, cuando se trata de los grupos
espaciales, sobre un paralelogramo de proyeccién, que
en realidad representa la base de su correspondiente
celda de Bravais, se pueden proyectar los elementos de
simetria existentes en la estructura cristalina dada, y
mediante la accién de estos obtener las reproducciones
que un punto, seglin su posicién, puede lograr dentro de
los limites del volumen de la celda elemental de Bravais.
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En los grupos espaciales estos puntos si pucden repre-
sentar las posiciones que ocupan elementos constituti-
vos de la estructura, idénticos tanto geométricamente
como por sus propiedades fisicas, por cjemplo, d&tomos,
iones o moléculas. El nimero de posiciones simétrica-
mente equivalentes en un sistema espacial en principio
es ilimitado, pero en los limites de una celda clemental
puede ir desde uno hasta valores muy superiores a 48.

Las posiciones o puntos también se clasifican en co-
munes y particulares. Las posiciones comunes son
asimétricas, es decir, no se ubican sobre ningun elemen-
to de simetria puntual, mientras que los particulares s
lo hacen. Sin embargo, los puntos ubicados sobre ele-
mentos de microsimetria no se consideran de posicién
particular sino comtin. Por lo demds, los elementos de
microsimetria no impiden la ubicacién sobre ellos de
reticulos o particulas con cualquier tipo de simetria
puntual. Los sistemas de posiciones comunes simétri-
camente equivalentes, en un grupo espacial dado, con-
tienen un mayor niimero de ellas en comparacién con
el niimero de posiciones particulares de un sistema de
ellas para el mismo grupo espacial. El orden de un grupo
espacial es igual al nimero de posiciones comunes que
conforman el correspondiente sistema de ellas dentro
del volumen de una celda elemental. La concepcién de
los sistemas de posiciones es de gran utilidad, pues
generalmente entre el orden de estos y las férmulas de
composicion de la sustancia cristalina suele haber una
relacién de multiplicidad expresada en nimeros enteros.

En cada sistema de puntos simétricamente equiva-
lentes es importante el nimero de grados de libertad. Si
el sistema no posee grados de libertad se llama invariante
y la posicién de cada punto se encuentra severamente
fijada por los elementos de macrosimetria. Tal es el caso
del punto especial de reflexion en los ejes de inversién.
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Un sistema de puntos que tienen uno, dos o tres
grados dc hbertad se llama respectivamente, monova-
riante. divanante o trivariante. El caso més frecuente
en los cristales reales es el de los sistemas de puntos
equivalentes trivariantes.

La posicion de cada punto de un sistema se expresa
en fracciones racionales de los pardmetros de la celda
clemental. a lo largo de su respectivo eje cristalografico.
Por estc motivo en las representaciones gréficas, los
puntos de un sistema dado pueden ir acompafiadas de
una fraccién numérica (ficura 8.1), lo que significa que
€se punto se encuentra sobre o bajo el plano de la pro-
yeccidn, segiin sca el signo + 6 -, a una distancia iguala
la indicada pero medida en fracciones del pardmetro
elemental ¢ Por ejemplo, el reticulo central de una celda
elemental ortorrémbica del tipo I, mostrada en la figura
8.1a, tendrd a su lado la cifra 1/2. en tanto que la proyec-
cién de los motivos reticulares de los vértices de la celda
no requieren anotacién especial, ya que los motivos
dispuestos en los vértices del rectdngulo de proyeccién
(figura 8.1b) corresponden perfectamente con los reti-
culos indicados con las cifras 1, 2,3y4enla figura 8.1a;
o con los marcados con 1, 2', 3'y 4' ya que estos se pue-
den tomar como ubicados en la base de la celda elemen-
tal superpuesta sobre la celda dibujada en la misma figura
8.1a. En la figura 8.1¢, se observan algunos puntos con

figura 8.1
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sus correspondientes coordenadas expresadas en fraccio-
nes de los pardmetros de la celda elemental.

84 Grupos Espaciales del Sistema Triclinico

Dado el bajisimo grado de simetria del sistema
triclinico, é] solamente tiene dos grupos puntuales (1y
1), las traslaciones permitidas estan representadas
Gnicamente por el grupo primitivo de Bravais. Las posi-
bilidades de interaccién del grupo traslacional P, con
cada uno de los grupos puntuales triclinicos, da como
resultado un grupo espacial respectivamente.

En la nomenclatura internacional de Hermann-
Mauguin son suficientes dos posiciones para represen-
tar cada uno de estos grupos asi: P1 para el grupo espacial
derivado del grupo puntual 1,y P1 para el grupo puntual
pinacoidal. Esto, no obstante que como regla general en
la nomenclatura internacional se utilizan cuatro posi-
ciones: la primera que indica siempre el tipo de celda
traslacional de Bravais y las otras tres que guardan alguna
relacién de los elementos de simetria con los ejes crista-
logréficos X, Y y Z. En su oportunidad puntualizaremos
mas detalladamente sobre este aspecto.

figura 8.2

La figura 8. 20 muestra la posicién de una celda tricli-
nica primitiva orientada con relacién a los ejes cristalo-
graficos X. Y y Z. El motivo reticular con la forma de
una comulla negra. senalado con el niimero 1, estd situado
en la posicion correspondiente a las coordenadas %,y
0) y gencra. mediante traslaciones del tipo (6.1) impli-
citas en ¢l grupo primitivo de Bravais, una red tridimen-
sional infinita de motivos idénticos al original. En la
ficura 8.2b. que representa la huella perimétrica de la
base de la celda (un paralelogramo en el plano XY), se
ha proyectado la totalidad de elementos de simetria del
grupo Pl. que no son otros que las lineas continuas y
suaves que representan las traslaciones paralelas a los
ejes cristalogréficos. en distancias minimas iguales a sus
correspondientes pardmetrosa . b, o c,. Larepresenta-
cion gréfica de los elementos de simetria del mencionado
grupo, en este caso coincide con la huella perimétrica.
Enlafigura $.2¢. sobre la huella del plano de proyeccién
se 1lustra cémo a partir del motivo distinguido con el
numero 1 se genera, en este caso, Gnicamente mediante
las operaciones de traslacién propias del grupo, un siste-
ma de puntos o posiciones simétricamente equivalen-
tes. Obsérvese que para el caso dado el sistema de puntos
equivalentes dentro de la celda elemental consta de
una sola unidad. No es dificil concluir que a partir de la
representacion grafica de la figira 8.2¢ siempre es posible
reconstruir univocamente la figura 8.2a. Por Gltimo se-
falemos que en principio se puede tomar como base de
proyeccion cualquiera de las caras de la celda elemental
que yacen sobre los planos XZ o YZ. Para el caso que
acabamos de analizar estas otras posibilidades resultan
similares a la primera, con la diferencia de que las
dimensiones del paralelogramo seran distintas en cada
caso. Para muchos otros grupos espaciales las diferencias
pueden ser mas significativas. No obstante, por las con-
venciones establecidas en cuanto a la manera de orientar
los cristales y sus ejes, en las referencias bibliogréficas
siempre se supone una disposicién de ejes y proyecciones




como la de la figura 8.2, a menos que se especifique otra
circunstancia.

Al efectuar un tratamiento similar con el grupo es-
pacial P1, su contenido resulta mas interesante. Esto es
lo que se muestra en la figura 8.3: en la parte a. la orien-
tacién de la celda primitiva con origen de coordenadas
en uno de sus puntos “mds simétricos” que es un centro
de simetria. El efecto de la interaccion de las traslacio-
nes con el centro de simetria del origen de las coordena-
das sefnalado con el niimero 1 (ver ¢l numeral 6.5), hace
que éste se reproduzca dentro de los limites de la celda
elemental como lo muestra la figura 8.30. En total 8
centros de simetria que se pueden contabilizar asi:
8/8=1, correspondientes a los vértices de la celda y
marcados en la figura 8.3b con el namero 1; uno del
centro de la celda, marcado con el nimero 2; 12/4=3,
marcados con un 3 y que corresponden a los centros de
las aristas de la celda, y, 6/2=3 de los centros de las
caras, distinguidos con un 4. La parte c de la figuraes la
representacién grafica del grupo espacial P1, y final-
mente en la figura 8.3d sobre la representacion gréfica
del grupo, se muestra la generacién de un sistema de
posiciones comunes simétricamente equivalentes. Den-
tro de los limites de una celda elemental este sistema
consta de dos posiciones, es decir, el orden de este grupo
es dos. Esto puede comprobarse operando con los ele-
mentos de simetria mostrados con toda evidencia en la
figura 8.3b.

Para mayor comprensién de la representacion indi-
cadaen lafigura 8.3d, debemos agregar que. si por ejem-
plo, el tridngulo blanco positivo estuviera ligeramente
por encima del plano del paralelogramo de proyeccién,
entonces el tridngulo negro negativo que hemos
dibujado dentro de aquel, estaria ligeramente por debajo
del citado plano, es decir, por fuera de la celda elemen-
tal. En cambio el motivo + al reflejarse en el centro de
simetria ubicado en el centro de la celda, se reproducira
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negativamcnte. ligeramente por debajo de la base supe-
rior de dicha celda, es decir, dentro del volumen de esta
misma. En rcalidad es esta posicién exactamente a la
que corresponde el tridngulo negro negativo dibujado
dentro del paraiclogramo en la figura 8.3d. Los dos gru-
pos espaciales triclinicos resultan simérficos, pues
no contienen clementos de microsimetria con despla-

zamientos como planos de deslizamiento y ejes
helicoidales.

figura 8.3
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8.5 Grupos Espaciales del Sistema Monoclinico

En este sistema cristalino el 4ngulo B difiere de 90°,
por lo que se ha convenido preferencialmente orientar
el cristal (ver numeral s. 7)y sus celdas elementales de tal
manera que la proyeccién de sus grupos espaciales resulte
sobre sus caras rectangulares (planos 100 6 001), mien-
tras que si se proyecta el grupo sobre el plano 010, en la
celda éste resultara ser un paralelogramo.

La aplicacién de las diversas opciones de combina-
cién de las celdas bravaisianas con los grupos puntuales
pertenecientes a este sistema produce un total de 13 gru-
pos espaciales independientes. Para la designacién abre-
viada de estos grupos en la nomenclatura internacional,
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también son suficientes dos posiciones. la primera para
el grupo de traslacién y la segunda para ¢l grupo puntual
0 sus derivaciones. Sin embargo. algunas veces pueden
utilizarse las cuatro posiciones. aunquc en este sistema
no es mucha la nueva informacion que cllas puedan
contener. Por ejemplo, en la figira 8.5a, que representa
la proyeccién sobre el plano 001, en notacion completa
se expresara como P121, en tanto que la figura 8.50, que
representa la proyeccién sobre el plano 010 de la celda,
se expresa como P112. No obstante lo anteror, las dos
representaciones en la notacion monoclinica abreviada
se engloban como el grupo P2.

Grupos derivados del grupo puntual 2

Este grupo puntual multiplicado por el grupo
traslacional primitivo, da como resultado el grupo si-
mérfico P2, representado tridimensionalmente en la
figura 8.4b. Ciertamente el origen de coordenadas debe
tomarse sobre un punto del tinico elemento de simetria
puntual, el eje doble de rotacién 2, como se indica en las
figuras 8.4a'y 8.4b. Este eje de rotacién se orienta de tal
manera que coincida paralelamente con el eje cristalo-
grafico Y. Asi, las traslaciones paralelas a los ejes X y Z
producen sobre el eje 2 efectos de degeneracion (repro-
duccién multiple) como se analizé en ¢l mumeral 5.6 y
como se muestra en la figura 8.4b.

figura 8.4
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La representacion grafica de los elementos de sime-
tria de este grupo espacial puede hacerse proyectando
sus elementos de simetria sobre el plano XY de la celda
(ficura 8.5a). o sobre el paralelogramo del plano XZ (figura
8.50). Estas dos proyecciones en la figura 8.5 estdn acom-
panadas cn la parte inferior. de sus respectivos sistemas
de posiciones simétricamente equivalentes, cuyo
maximo orden es también 2. Para mejor comprensién,
las posiciones equivalentes se han representado por
motivos asimétricos planos de doble faz, los cuales al
girar 180" alrededor de un eje paralelo al plano del dibujo
y coindidente con él, cambiaran de faz, pero si la rota-
cién se hace alrededor de un eje perpendicular al plano
del dibujo, entonces el motivo no cambiaré de faz.

figura 8.5

Con el grupo traslacional primitivo del sistema
monoclinico es posible también la interaccién de un
eje helicoidal igualmente de orden 2. Asi se obtiene el
nuevo grupo espacial P2, Su construccién es similarala
del grupo P2. Su representacién en la figura 8.6a corres-
ponde a una proyeccién sobre el plano 001 y la figura
8.6l para la proyeccién sobrc el plano 010. En aras de la
brevedad, sobre las mismas proyecciones se han dibu-
jado los motivos que representan los correspondientes
sistemas de posiciones comunes simétricamente
equivalentes.
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El grupo puntual 2 con el paralelepipedo bravasiano
de bases centradas C produce el grupo espacial C2, cuya
distribucién tridimensional de los elementos de sime-
tria se muestra la figura 8.7a. El grupo C, ademas de las
traslaciones propias de un grupo primitivo. conlleva una
mas en la direccion de la diagonal del plano 001 de la
celda, exactamente con una magnitud de desplazamien-
toigual a la mitad de dicha diagonal:

Td=

X+ 1y (8.2)

o
1

En el caso de tomar las traslaciones iguales a

Td= 3Y+ 1Z 6Td= }X+ 1z (83)

los grupos resultantes se denominardn A2 o B2 respec-
tivamente (ver e/ numeral 6.3). Para explicar la construc-
cién del grupo C2, partimos de una celda como la de la
figura 8.4a, a la que le agregamos la traslacién (8.2). El
origen de coordenadas lo hemos tomado también en un
punto sobre el eje 2 de rotacién, paralelo y coincidente
con el eje cristalogréfico Y. Los efectos de las traslacio-
nes completas a lo largo de X y Z reproducen un sistema
de ejes de rotacién como el de la figura §.4b, pero a
estos deben agregarse los efectos de la traslacion (8.2)
sobre el eje inicial de rotacién doble. Esta traslacion es
precisamente la causante de la aparicién de los ejes

figura 8.7
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helicoidales 2, también paralelos al eje Y e intercalados
con los ejes de rotacion 2 (figura 8.7a). La figura 8.7b con-
tiene la proveccion de estos ejes sobre el plano XY (001),
yenla franna 8.7¢, la proyeccion de los mismos ejes sobre
el plano XZ. Debajo de cada una de ellas hemos repre-
sentado sus respectivos sistemas de puntos simétrica-
mente eauivalentes.

Grupos eszpaciales derivados de los grupos puntua-
lesm y =

De la multiplicacién del grupo puntual m con los
grupos traslaciones Py C se derivan cuatro grupos espa-
ciales: Pm, Pc, Cm y Ce. El primero de ellos se ilustra en
la frgura 8.8 siguiendo la metodologia ya expuesta para
las proyecciones en los planos XY y XZ, con sus corres-
pondientes sistemas de puntos simétricamente equiva-
lentes. El plano m ocupa en la notacién completa o bien
la segunda posicion o bien la tercera, para simbolizar el
hecho de ser perpendicular al eje cristalogréfico Y o Z
respectivamente. Pero si estas posiciones estan ocupadas
por cifras correspondientes a ejes, entonces estos serdn
paralelos a los ejes cristalogrificos X o Z respectiva-
mente. De otra parte, en ambos casos los sistemas de
puntos equivalentes simétricamente, tienen como
maximo orden para posiciones comunes 2, como era de
esperarse.

figura 8.8

/
- AT,

Pim1 Pilm

= = A pp—————ne

ol T a_]| 6 VeI ST

—_—

at
a. b.

194



+0 O*E §+o O+
0 [ o+

+QO O+ +Q O+
a. C1m1=Cm

La figura 8.9 contiene la representacion gréfica de los
demds grupos espaciales derivados del grupo puntual m
en proyeccién sobre el plano 001. y sobre los mismos se
muestra la propagacién de un motivo reticular de
posicién comtin en términos del volumen de una celda
elemental (ver la simbolizacion v represcutacion de planos
enlafigura 6.28).

Sien las representaciones de la ficura 8.9 s¢ suprimen
los circulos que simbolizan el motivo que se repite, queda
la representacion grafica simple de cada grupo espacial.
Obsérvese también cémo las traslaciones correspondi-
entes a la base centrada generan planos de deslizamien-
to de tipo a, que se intercalan con los planos m (figura
8.9a), y de tipo n alternados con los planos ¢ que han
sustituido los planos m del grupo puntual original para
formar el grupo espacial Cc (figura 8.9¢).

_ — SR

140 O+ 1+0 O+ YO O+ Uy O+
H
I"O O+§
' l

e

Y2+0 O+ Y9+0 O+ K+O O+ +O O+

b. Plci=Pc c. C1c1=Cc

figura 8.9

El grupo puntual % con las traslaciones permitidas
genera seis grupos espaciales (figura 9. 10). Respecto a
€stos grupos es importante subrayar algunos aspectos.
En primero lugar, que todos estos grupos tienen centro
de simetria, y por ser este el punto mds simétrico sobre
ellos se toma siempre el origen de las coordenadas
cristalogréficas. Esta prioridad en la seleccién del origen,
hace, por ejemplo, que en el grupo P% los planos
iniciales m se desplacen hacia el interior de la calde y
que no coincidan con las caras virtuales de ésta. cosa

que si ocurre en el grupo P% . Enlas figuras 8. 100, h se han
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hecho dos proyecciones complementarias para los gru-
pos C ﬁz.‘ vC 8 sobre e plano 010. las cuales seguramente
son de utilidad en esta etapa de familiarizacion con los
grupos cespaciales v su interpretacion.
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d. P1 2/ci=P2/c

g. C 2/m sobre el plano X2

h. C 2/c sobre el plano XZ

figura 8.10



8.6 Grupos Espaciales del Sistema Ortorrémbico

Se compone este conjunto de 59 grupos espaciales,
producto de la combinacién de cada uno de los tres gru-
pos puntuales mm2, 222 y mmm, con los cuatro tipos de
grupos traslacionales existentes en el sistema. La nota-
cidn, en la nomenclatura internacional de ¢stos grupos
espaciales, requiere la utilizacién de las cuatro posicio-
nes, relacionadas con el sistema de ejes cristalogréficos
alamanera anteriormente indicada. No teniendo como
objetivo la presentacién de la totalidad de los grupos
espaciales, en lo sucesivo nos limitaremos a mostrar
algunos ejemplos de los que consideremos més
significativos.

Grupos espaciales derivados del grupo mm2

El grupo puntual mm2 con la celda P en definitiva
produce el grupo Pmm2 y otros tres mds (tbla 9.2), pues
aunque de las sustituciones de los elementos de sime-
tria puntual por sus correspondientes elementos de
microsimetria (ejes helicoidales y planos de deslizamien-
to), resulta una mayor cantidad de grupos, en realidad
varios de ellos son equivalentes entre si y esto debe in-
terpretarse como si a la celda elemental inicial con sus
elementos de simetria, se le diera una nueva orienta-
cién con respecto a los ejes cristalograficos, cosa que en
el sistema ortorrémbico consistiria en una rotacién de
90°, tal como se indica en la figura 8, 11. Por ejemplo, de
la sustitucién de un plano m, por planos de deslizamien-
to se obtiene:

Pmm2 - Pmc... =Pcm...
Pma... = Pbm...
Pmn... = Pnm...

La sustitucién de los dos planos m por planos de des-
lizamiento en el mismo grupo, también genera grupos
espaciales mutuamente equivalentes, de los cuales en
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fin de cuentas, como grupos independientes solamente
resultan tres grupos espaciales con planos de desliza-
miento iguales

Pmm2 — Pcc = Pe,c, = pe,c,
Pba...

Pnm...

y tres con planos de deslizamiento diferentes

Pca = Pbe...
Pnc = Pen...
Pna = Pbn...

para un total de diez grupos resultantes de la intera.caén
de mm?2 con el grupo primitivo de Bravais. El primero
Pmm2, que no contiene sino elementos de simetria
puntual en las tres Gltimas posiciones de su nomencla-
tura, es simorfico, los otros nueve no lo son.




Construccién grafica del grupo Pmm?2

La figura 8.12a representa los ejes cristalagraficos,
para el caso, ortogonales. Con respecto a cllos se deben
orientar los elementos de simetria puntual para luego
proyectarlos sobre el plano XY (001).

>
a. z b. Ty=ib:)
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Y
T«?f
+
n
Y X}
X N
c d. *3 6+
;, +Q R+
3169
+ Q+
Pmm2 °

figura 8.12

El primer plano m, es decir el representado por la
segunda posicién de la nomenclatura del grupo espacial
en cuestion, debe ser paralelo al plano ZY. pues debe
cortar perpendicularmente el eje X. Este plano se pro-

yectaen lafigura 8 12b con un segmento de linea gruesa

de dimensién igual a b_sobre el eje Y. Analogamente se
proyecta sobre el eje X otro segmento de linea gruesa de
dimensi6n longitudinal igual al pardmetro a_de la celda
elemental, el cua} representa el segundo plano m, el de
la tercera posicién en Pmm2, que es un plano paraleloy
coincidente con el plano XZ. Como resultado de la in-
terseccion de estos dos planos ortogonales, en el origen
de las coordenadas se establece un eje 2 de rotacién que
coincide con el eje Z (figura 8. 12b). Ahora, sobre estos ele-
mentos de simetria deben actuar todas las traslaciones
implicadas en el grupo P. De todas ellas las que producen
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efectos significativos de reproduccién de los elementos
de simetria. dentro de los limites de una celda elemen-
tal, son las traslaciones paralelas a los ejes X y Y, cuyo
resultado se muestra en la figura 8.12¢, que es la repre-
sentacion completa del grupo Pmm2. En la figura 8.12d
se presenta la disposicién del correspondiente sistema
de posiciones comunes simétricamente equivalentes,
cuyo orden es cuatro.

Por procedimientos similares al que acabamos de
enunciar, se construyen los demds grupos, algunos de
los cuales presentamos en la figura 8.13a. Para el grupo
Pmm2 el origen de coordenadas coincide con un punto

figura 8.13
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tomado sobre un ¢je 2 de rotacién simple. que para ese
caso resulta ser el elemento mas aconscjable (porque un
punto sobre un eje solamente tiene un grado de libertad,
mientras que el punto que se toma sobre un plano, tendra
dos), cuando no existen centros de simetria. Cuando
€sto no ocurre, como en los grupos representados en la
figura 8.13a, el origen debe desplazarse tal como la indi-
can las partes sombreadas en la fiquras 8. 130, que son
correspondientemente las representaciones correctas de
estos grupos. A la derecha de la figura se presentan los
respectivos sistemas de puntos comunes simétricamente
equivalentes.

Con las celdas de bases centradas el mismo grupo
mm?2 produce siete grupos espaciales (talih1 9.2) que no
serdn de dificil interpretacion si se toman en cuenta las
traslaciones complementarias del tipo (8.3

— ] I . (o) \
TC——-2 Ta+ ?Tb_ta}”b (8.4)
=5 ] 1 _ a =
T,= 5T, + ST =t %z (8.5)

Cada una de las anteriores traslaciones debe inter-
pretarse como el producto o la accién simultdnea de dos
traslaciones mutuamente perpendiculares sobre los ele-
mentos de simetria de algtin grupo puntual inicial. Asi
el primer plano m, que es perpendicular al ¢je X. bajo el
influjo de la traslacion t, que es paralela a él, genera un
nuevo plano, de deslizamiento, paralelo a la direccion
del desplazamiento, es decir un plano de tipo b. Este
nuevo plano, como efecto de la accion de t que es per-
pendicular a él, sera desplazado en una cuarta parte del
pardmetro a Cosaigual es |a que ocurre con el segundo
plano m. La interseccion normal de dos planos de des-
plazamiento del mismo tipo como by a, ny n, produce
ejes dobles de rotacién simple, resultantes de la inter-
seccion entre sf de log planos m (grupo Cmmz2). La in-
terseccién normal de un plano ¢ con un plano m, pro-
duce un eje también de segundo orden pero helicoidal,
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el cual se alterna con el eje 2 del corte mutuo entre los
planos mm (ver el gru po Amm?2 en la figura 8.14). Esta
construccion hace que haya plena equivalencia entre

algunos grupos espaciales, y esta puede expresarse asi:

Cnim2 = Cma2 = Cba?2

Se encuentran otras equivalencias similares a la an-
terior, cuando se sustituyen en el grupo inicial planos m

por planos de deslizamiento:

Cee2 = Cne2 = Cnn?

Cmie2, = Cmn2, = Cca2, = Cna2,
Ama2 = Bbm2, pero en cambio puede comprobarse que
Ama2 = Abm?2
figura 8.14
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La figura 8.14 representa varios grupos de los arriba
considerados. Al observar dicha representacion se evi-
dencian claramente equivalencias como las siguientes:

Abm2 = Abc2 = Abc2,
Ccc2 = Cnc2 = Cen2 = Cnn?2, etc.

La celda elemental de cuerpo centrado 1. tiene sus
particularidades derivadas de la traslacidn dirigida a lo
largo de su gran diagonal (figura 8. 1c), traslacion ésta
que se expresa ast:

. ! 11T = <

T 71+ sz+ 5 L m, Wl X, (8.6)

Laacciondet xt, yafueanalizaday gracias aellase
obtienen nuevos planos y ejes. Andlogamente de la com-

binacién total de mm2 con 1, se obtienen los tres grupos
que ilustra la figura 8.15
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[igura 8.15

Finalmente, veamos el efecto del grupo F de trasla-
ciones, representado por una celda elemental de caras
centradas, sobre los elementos de simetria del grupo
puntual mm2. En primer lugar se debe subrayar que es
caracteristica de todos los grupos espaciales ortorrém-
bicos obtenidos con el grupo F de Bravais, la alternacion
de planos de diferente naturaleza o sentido, o también
la alternacién de diferentes ejes. Esto es una consecuen-
cia de la accién simultdnea de varios vectores de trasla-
cion. De otro lado es llamativo que en este tipo de celda
se de la posibilidad de generar planos de tipo d que se
alternan con otros del mismo tipo, pero que se diferen-
cian por tener direccionalidades opuestas (figura 8.19).

Para la construccion del grupo Fmm2 supongamos
que sobre ¢l plano m de la figura 8. 16a actia la traslacién
T . correspondiente a una cara centrada. Esta traslacién
¢s inclinada respecto al plano m, pero puede desc0m~
ponerse ent =-& que es paralela al plano, yt == que
es perpendic ular al mismo plano inicial m. La compo-
nente t ge Bexld Hdlovo plano paralelo a m pero
desplazado en ---—r =T mientras que lacomponente t,
convierte este nuevo plano en plano de deslizamiento
de tipo a. Ahora un motivo como el sefalado con el
numero 1, bajo la accién de t , en el plano a se reflejara
su imagen y se desplazard en it L 4 T, paralelamente
al planc a. hasta alcanzar la posmon marcada con el
numero 2, y luego de otra reflexién del mismo estilo
llega a la posicion 3 y asi sucesivamente. Si lo anterior
se Lomhma simultdneamente con una traslacién

t,= 5 ) T . entonces se esté considerando en realidad una
traslacion total del tipo

l\}-_".

= %'Ta +- }1 Th + _11 Te= t"'x-t:_l.-‘xt"

con lo que las posiciones 1, 2 2,3y4, etc, delafigura 8 16a
se dcspla_alan palalclam(.ntt. ala direccion positiva del
eje Z, asi: ~+ 2 +, S+ 1 (figura 8.16k), y lo que
nm:lalmcnte se consider6 Lomo un plano de tipo a pero
con deslizamiento igual a I , se ha convertido en un
plano de deslizamiento del tipo d. Si ahora se parte
nuevamente de la posicién marcada con el ntimero 1+,

figura .16
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que estd ligeramente levantado sobre el plano de pro-
yeccion, y avanzamos en la direccién indicada por las
flechas del nuevo plano d, con cuatro operaciones con-
secutivas de reflexion, se alcanzard la posicion 3. la cual
es completamente equivalente con la posicion inicial 1.
De tal manera que los planos d aparecen como derivados
del plano inicial m, sobre el que actian las traslaciones
propias de la celda F, mas concretamente de las trasla-
ciones implicitas en las caras centradas C y B. Pero como
las caras A también tienen una componente traslacio-
nal t‘.u=-}3—T\, en realidad sobre el plano m de la figura
& 16a actia la traslacion

T{H;+I%=Tﬂ

la cual convierte el plano d de la figura 8, 160 en un plano
de deslizamiento de tipo ¢ como los de la ficura 8. tec,
que corresponde al grupo espacial Fmm?2.

Los planas d solamente pueden cortarse o intersec-
tarse bajo dngulos de 90°, con planos del mismo tipo d,
de tal forma que de dicha interseccién solo puedan surgir
ejes 26 2,. El primero, cuando los planos impongan al
eje resultante un aporte de desplazamiento positivo + jT—
y el otro un aporte negativo - | ; el segundo cuando los
aportes de cada uno de los planos d tengan el mismo
signo para un desplazamiento total de 1 , el cual acom-
pafiard la rotacién de 180°. Esta es pues la razén para
que del grupo simérfico Fmm2 solamente se derive un
grupomas, el Fdd2 (figura 8, 17 sobre el cual a la vez se ha
representado su correspondiente sistema de puntos simeé-
tricamente equivalentes),

Finalmente anotemos que los planos d sélo pueden
tener lugar en los sistemas cristalinos con ejes ortogo-
nales; que tales planos tienen una direccionalidad a lo
largo de una sola de sus diagonales y. que tales direccio-
nalidades se alternan antiparalelamente dentro de las
gstructuras que poseen este elemento de microsimetria.

i3
<
ra

La freura & /7 estd construida sobre un rectangulo,
cuyos lados por conveniencia se han parcelado en ocho
partes iguales. Los planos iniciales se han designado
como d) v d'l. v se ha introducido el motivo reticular de
posicion comiin marcado con el nimero 1. A partir de
este motivo se realiza la ubicacion de los otros puntos
simétricamente equivalentes que se encuentran a lolargo
de cada uno de los planos d inicialmente dados. Ademas,
por el cardcter de direccionalidad que se le haasignadoa
estos planos, la cual se indica con fechas, la intersec-
cion de ellos en ¢l origen genera un eje doble de rota-
cién, pero desplazado una octava parte de cada una de
las traslaciones T y T, para ocupar la posicién en la
proyeccion marcada con el niumero 2. Mediante una
rotacion de 180 alrededor de este eje, el motivo 1 ocupa
la posicion 3. Ahora bien, si este motivo 3 se relaciona
con el nimero 4. se observara que tal relacion es la que
puede dar un plano de deslizamiento de tipo d, paralelo
a d') pero de direccién opuesta en cuanto a su linea de
accion. Este nuevo plano se ha designado como d', para
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diferenciarlos de alguna manera. Andlogamente, la
relacién del motivo 3 con el nimero 5 exige la existen-
cia del plano d, antiparalcloa d' y sucesivamente con
la misma metodologia se pueden construir los demas
planos de tipo d.

También se pueden correlacionar el motivo 3 con el
ndmero 6y se hallard un eje helicoidal de segundo orden
en la posicién 7. De esta manera en los centros de los
rectangulos demarcados por los planos d se alternan ejes
2 de rotacién con ejes helicoidales 2. Entre tanto es
bueno observar que si las flechas de los planos d a lo
largo del perimetro de los pequenos rectangulos que ellos
circunscriben, tienen una direccién continuada de ro-
tacion, entonces el eje circunscrito serd helicoidal. En
cambio si la direccién de estas flechas resulta contra-
puesta, el eje serd de rotacién simple.

Por dltimo, dadas las reglas ya conocidas para la
seleccién del origen de las coordenadas, el grupo se des-
plazard para ocupar definitivamente como su proyec-
cién, el drea sombreada en la figura 8. 17.

No siendo nuestro objetivo agotar la totalidad de los
Brupos espaciales sino dar criterios para su explicacién e
interpretacion, terminamos lo relativo a los grupos orto-
rrémbicos con algunos ejemplos derivadas de los grupos
puntuales 222 y mmm, y a proposito, nos parece intere-
sante en este momento comparar el grupo Fmmm de la
figrura 8.18 con el grupo Fmma2 de la figura 8.16c y el
grupo Fddd de la figura 8.19 con el Fdd2 de la figura 8.17.

En los grupos de las figuras mencionadas, se tienen
dos planos perpendiculares cuya interseccién genera ejes
de segundo orden. Es apenas légico esperar que en los
grupos mem=F% r% 2y Fddd=F(2I (2[ g se tenga una
situacién parecida, pero enriquecida con los ejes
horizontales que se producen con las intersecciones del

tercer plano, el horizontal, con los dos primeros y los
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efectos que sobre estos producen las trasiaciones. del
grupo E Ademads debe tenerse en cuentala presencia dge
los centros de simetria propios de las combinaciones £
y semejantes. Comparense las figuras 8. 16c conla 8.18y
la fronra 8 17 conla 8.19.

. 1 L L L
¥ b3 i I b *
t
w I b & S
_-— - v ¥
4 4
—e
g ) i 0 s
3 D i
4 é —~
¥ & 2

1
i 2
!
8-
o
=
o »———— O
- e
o
b=
=
} {
i+ 5

-

-— =P

o &

-~
o i

' t E ; B
4t } t r ol
Ty -+ T e
Moo —1-CIL— - O! - — ol_ —- — —(_)__ -
’ |8 ‘e ¥ 43 e
= r* R
= = - == - -0 — 4—-—9;—- ==
3 1% s -
oy T b 0=
' T
— -0 — —— - — D . e s . =0 e — s =T —-l
1 3 # 3 :
B *8 ! f‘ —::
=9 ! L X (] ; L] | *
] 1 . '
- —-—aau — - .ol_- —_— — —-02— Sy P -..or_ =
B | & -y
L= é IS = ._!_i_ .{ ., __.I_:____g____ i__._ =2
t {
1 bo 11 *‘1‘_ ii“
4 4 4

]
(=]
Ny

fignra 8.18

7

figura 8.19



figura 8.20
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En la figura 8.20 se presentan cuatro grupos axiales
ortorrémbicos en diferentes tipos de celda traslacional:
a) P222,b) C222, ¢) 12,22, yd) F222. acompanados de
sus respectivos sistemas de posiciones comunes simé-
tricamente equivalentes.

Con esto damos fin al capitulo relativo a los grupos es-
paciales de los sistemas cristalograficos de baja simetria.
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GRUPOS ESPACIALES DE SIMETRIA
INTERMEDIA v ALTA

9.1 Grupos Espaciales del Sistema Tetragonal

Las cuatro posiciones de la nomenclatura interna-
cional para los grupos espaciales del sistema tetragonal,
también se consideran en direccién de izquierda a dere-
cha pero con el siguiente significado para cada una de
ellas: la primera, como en todos los grupos espaciales,
esta relacionada con el tipo de red de Bravais que le co-
rresponde: la segunda posicién est4 relacionada esta vez
con ¢l cje cristalogrifico Z, paralelamente al cual en
este sistema siempre se incluye un eje cuaternario, o en
su defecto, un cje 2; la tercera posicién indica el tipo de
clemento de simetria (ejes o planos) que estén orienta-
dos paralelamente a los ejes cristalagrificos X y Y, los
cuales sicmpre tienen igual significacién en el sistel'na
tetragonal. Finalmente, la cuarta posicion porta la in-
formacién relativa a los elementos de simetria, también
mutuamente equivalentes en este sistema, que estdn
dirigidos paralelamente a las diagonales del cuadrado
del plano de proyeccién. No obstante lo anterior, se con-
sidera que para las combinaciones de sus celdas de Bravais
con la clase tetragonal primitiva. son suficientes las dos
primeras posiciones, como en P4, P4,, 14, P%, etc.

207



. P4
+B W+ «m W+
S E +m| e
+ i K +
A .
Y- K ‘L E+

La combinacién de los dos paralelepipedos tetrago-
nales de Bravais con sus siete grupos puntuales produce
en total 66 grupos espaciales. Muchos de tales grupos
son de muy facil interpretacién, como los de la fiqura
9.1,que en su parte inferior los muestra acompanados de
sus correspondientes distribuciones de posiciones simé-
tricamente equivalentes. Las lunas partidas de la figura
9.Ic significan que sobre una misma posicion del dibujo
coinciden las proyecciones de dos reticulos de la red, a
los que hemos diferenciado con signos + y -. pues sus
coordenadas en la direccién del eje Z son de igual mag-
nitud pero antisimétricas.
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figura 9.1

Consideremos ahora el grupo espacial P ,i,n mm. Sobre
la huella bésica de una celda tetragonal, tomamos como
punto de partida y origen de coordenadas el centro de
simetria resultante de la interseccion ,%, al cual aplica-
mos el grupo P de traslaciones (figura 9.2a). Como resultado
de esta operacién obtenemos el sistema central mostra-

doen lafigura 9.2b. Sobre este sistema se introducen los
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figura 9.2

planos de simetria m correspondientes a la tercera y
cuarta posiciones de la designacion del grupo, segtin la
nomenclatura internacional. Tales planos los hemos
indicado respectivamente como m. y m,. Los primeros
se reproducen como se indicé en el numeral 6.5, bajo la
accion de las traslaciones T, y T, perpendiculares a
dichos planos, mientras que para los planos m, actia
una traslacién oblicua respecto a los ejes X y Y,
T.I=T"}_L L pero a la vez perpendicular a los mismos
planos m,. Esta operacion T, traslada los planos m, al
centro de la respectiva celda de Bravais y debe reproducir
otro plano m', en la mitad de su camino. Fuera de lo
anterior, este nuevo plano recibe la accién de las com-
ponentes de las traslaciones T y T, paralelas a él, es
decir, la accién de las traslaciones % y 1} respectiva-
mente, por lo cual la accién definitiva sobre los nuevos
planos m', los convierte en planos de tipoa é b, asf:
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que se alternan paralelamente con los planos m, de si-
metria especular. La figura 9.24 muestra la representa-
cién grafica completa del grupo espacial Pitmm con
origen de coordenadas en los centrus de simetria gene-
rados por ,% Los ejes binarios horizontales de rotacion
simple y helicoidales resultan de las diversas intersec-
ciones de los planos verticales con el plano horizontal
m. El correspondiente sistema de puntos simétricamente
equivalentes lo representa la fiaura 9. 2.

Con un procedimiento similar al anterior se puede
deducir o construir el grupo I,%mm de la frzra 9.30, en
elquelatraslacion T,=1T + 4T, +1T =t +t,+t . esdife-
rente de la traslacién oblicua T, del caso anterior. En
virtud de esto, en lugar de los planos de tipo a y b, se
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obtiencn planos de tipo ¢, que se alternan con planos m
paralclos a cllos. segun la cuarta posicién de la nomen-
clatura del grupo. Por su parte, los planos m de la tercera
y segunda posiciones. también se intercalan alternada-
mente con planos de tipo n separados entre si por una
distanciaigual a una cuarta parte del parametro elemen-
tal correspondiente (ficura 9.34). Todos los ejes son
resultantes de las interacciones entre diversos planos
mutuamente perpendiculares.

La fraura 9,34 indica codmo bajo la accién de la trasla-
cion T, sobre los planos m, se generan los planos de
deslizamiento de tipo n. La parte b de la misma figura
muestra la proyeccién completa del grupo en cuestién,
y la parte ¢ su correspondiente sistema de puntos simé-
tricamente equivalentes.

Conocidala construccién del grupo Pimm= P4 22,
se demuestra (Zagalskava y Lirvinskaya, 1976) que el
plano m de la segunda posicién para una celda primitiva
P, solamente puede ser sustituido por planos n, mientras
que el plano m de la tercera posicion puede ser sustitui-
do por planos de tipob, ¢ 6 n, y el de la cuarta posicién por
planos b que alternan con planos m, o por planos n que
¢n su caso se alternan con planos de tipo c. El resultado

es una familia de 16 grupos espaciales derivados, asi, del

grupo P ,‘1‘1 mm:

P mm, P4 mc, Pimm,Pimc,

4o 4> 4> 4
PZem,Pdce. Piem, Picc,
4 > 4 4 4
P bm. P d:bc, Pabm, P,

m

Pdnm.Pdnc,P¥nm,Pinc.

El grupo de traslaciones 1, en la celda tetragonal
admite planos m alternados con planos n (lo mismo que
en la figura 9.30), o la sustitucién de planos a alternados
con planos b. En la tercera posicién los planos m se
alternan con planos n 6 se sustituyen por planos c, en
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cuyo caso éstos se alternan con planos de tipo b. v, final-
mente, en la cuarta posicién de este grupo tetragonal
resultan los planos m con “identidad de derecho” con los
planos n (m=n), los cuales se alternan respectivamente
con planos ¢, estos dltimos a su vez tienen igualdad de
prioridad en su ocurrencia con planos de tipo b (c=b). El
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plano m de la cuarta posicién también puede sustituirse
por un plano d. ¢l cual se alterna consigo mismo pero
con direcciones opuestas (ver la figura 9.4a). De esa ma-
nera se obtienc otra familia de cuatro grupos espaciales:

B 4 4 4
I[§mm. 1 jcm, 13md, [3cd.

Obsérvese que en la figura 9.4a del grupo [$md, si-
multdncamente se dan los ejes helicoidales 4, y 4, entre
los cuales hay, como bien se sabe, una relacién
enantiomorfica, la cual puede explicarse, por ejemplo,
como la reflexion de cualquiera de ellos en el plano m
que se desee, entre los de su vecindad.

Ahora bien. conociendo las familias de grupos espa-
ciales derivados de P& mm y de 1} mm, facilmente se
pueden obtener las familias de los grupos P4mm y de
I4mm, cosa que se logra suprimiendo en los primeros los
planos horizontales y por ende los centros de simetria
que ellos implican.Las nuevas familias tendran exacta-

mente un nimero de grupos igual a la mitad del nimero
de los primeros.

Asi se evidencia, para los grupos P, indicados en la
siguiente lista:

Plmm. Pacc ~
~P4mm _Pdcc
P4 mm~ Pcc -
Pibm Panc
"~ P4bm ~Pénc
P3 bm Pinc -
P4em _ P4mc
" " P4,cm " \/P42mc
Phem - P4mc”
P4:nm . PAbe
I_“ ~ P4,nm r: >P42bc
Pdnm - Pdbc -
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De manera similar, de los cuatro grupos de la familia
IZmm seobtienen los grupos [4mm. 14, md. La figura
9.5 es precisamente la representacion grafica del grupo
14, md derivado del primero mediante la sustitucion de
m por d, permitida en la cuarta posicion. como va se ha
sefialado. Comprese este grupo con la ficura 9.4a y se
observard que no faltan sino los planos horizontales. y
desde luego, todos los ejes horizontales y los centros de
simetria surgidos de la interseccion de los planos y ejes
verticales con los planos horizontales. en esta vez
ausentes. Por la misma razén desaparccen los ¢jes de
inversién 4 y permanecen en su lugar tinicamente ejes
binarios de rotacién simple.

figura 9.5
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Los grupos puntuales 422 y 42m en combinacién
con los grupos traslacionales P e ] generan otras familias
de 8rupos espaciales, cuya interpretacion no sera dificil
mediante la sustitucién de los ejes de rotacion de la
Primera y segunda posiciones en el grupo puntual, por
diversos ejes helicoidales permitidos. tal como se pue-
den observar en latabla 9.2 de los grupos espaciales dada
al final de este capitulo. Para terminar, presentamos la
representacién grifica de los grupos P422 y P4,2,2
{tigura 9.6), 1422 ¢ 14,22 (figura 9.7), como ejemplo de
8rupos espaciales tetragonales de origen axial, y los gru-
pos P42 c e 142d como grupos espaciales de origen
inversoplanar (figura 9.8), todos acompanados de sus

correspondientes sistemas de puntos simétricamente
equivalentes.
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9.2 Grupos Espaciales de los Sistemas Trigonal
y Hexagonal

En el pardgrafo 6.4 se indicé la posibilidad de describir
la simetria trigonal romboédrica R sobre ¢l esquema de
tres celdas hexagonales de Bravais. mediante la
introduccién en cada una de ellas de dos reticulos com-
plementarios a los que corresponden en una celda primi-
tiva (figura 6.4). Estos nuevos reticulas deben ser de
naturaleza idéntica a los que ocupan los vértices de las
mencionadas celdas, pues todos en su conjunto deben
integrar un solo sistema de posiciones simétricamente
equivalentes. En esta forma se puede esperar que cada
posicién de estas contenga los elementos de simetria
del grupo puntual correspondiente.

Esindudable que la obtencién de la simetria trigonal
R a partir de celdas con simetria hexagonal, representa
una disminucién de la simetria axial desde 6 a 3 6 3.
Cabe aqui reiterar que los grupos traslacionales de
Bra\(ais, tienen como propiedad fundamental propagar
lg simetria del motivo reticular a todo su correspon-
diente espacio cristalino. Pero lo anterior debe siempre
complementarse con el principio de Curie, segtn el cual
la simetria de un cristal consta de los elementos de si-
metria que son comunes a la simetria puntual del motivo
y alasimetria dela red. Por tanto, la simetria puntual de
una red de Bravais que interacttia con una figura puntual
debe ser o igual o mayor que la de ésta. Por ejemplo, enel
espacio bidimensional de |a figtira 9.9a, se observa que el
motivo reticular tiene una simetria mm2. En la parte b
de la misma figura la simetria de la red es 4mm. mayor
que la del motivo reticular; en cambio la propagacion
del motivo en el espacio cristalino (interaccién o
superposicion de los dos), deja vigente un conjunto con
simetria mm2, igual a la del motivo y menor que lade la
red inicial (figura 9.9¢).
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Para nuestros sistemas cristalinos en cuestién, cier-
tamente. como lo ilustra la figura 9.10a, una red con
simetria tipicamente hexagonal se puede obtener orde-
nando prismas hexagonales de bases centradas, con las
cuales s posible llenar completamente todo el espacio.
La proveccion de los motivos reticulares de los prismas,
realizadas sobre una malla de tridngulos equilateros,
coincidente con el plano basal de los mismos prismas,
produce un sistema de posiciones simétricamente equi-
valentes ubicados en todos los vértices de los tridngulos
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de la malla. Dos triangulos de éstos con un lado comdn
constituyen la proyeccién de una celda bravaisiana hexa-
gonal, tal como se remarca en la parte inferior de la
figura 9.10a, donde también se muestran las direcciones
de los ejes cristalograficos X y Y.

los ya indicados (figura 9.11), ejes X y Y. Silos planos o >
ejes coinciden con éstos (figura 9.11a), su nomenclatu- /

ra ocupara el cuarto lugar y la tercera ser un 1. Si los

elementos de simetria se orientan de tal manera que /
bisectan los dngulos de 60° de la celda (figura 9.11b), las A\
posiciones anteriores se cambian de lugar. *

Con un procedimiento similar (figura 9.10b), se ob-
tiene la proyeccion de los motivos reticulares de una
red romboédrica, sobre los vértices de una malla de tri-
angulos regulares, pero esta vez tendremos motivos no
solamente al nivel del plano basal de los prismas trigo-
nales, sino también a alturas alternadas de 1/3 y 2/3 del
Pardmetro c de la celda elemental correspondiente, lo
que hace imposible la permanencia de los ejes de rotacién
de orden 6.Gracias a esta interpretacion algunos crista-
16grafos reconocidos (Buerger, Zagalskaya y otros), no
toman el romboedro como celda elemental de Bravais,
mientras que otros (Flint, Vainshtein), lo incluyen di-
rectamente como tal. Nosotros, con un sentido didactico
¥ pnemotécnico, en la tabla 6.1 hemos incluido las dos
interpretaciones. Lo cierto es que por acuerdo interna-
cional para la proyeccién de todos los grupos espaciales
del sistema trigonal, se utiliza el rombo de la base de la
celda hexagonal bravaisiana, aunque en la nomenclatu-
rade Hermann-Mauguin si se considera indispensable,
para los grupos correspondientes, la utilizacién de la

letraR en lugar de la P respectiva de la unica celda hexa-
gonal de Bravais.

A propésito de la nomenclatura, es bueno senalar
que no obstante lo dicho en e/ paragrafo 4.5 con relacién
a la'suficiencia de dos posiciones como maximo parala
deSlgr}acién de los grupos puntuales trigonales, en la
notacién internacional de algunos grupos espaciales no
romboédricos derivados de las simetrias puntuales 3m,
32y 3m, se suelen utilizar cuatro posiciones, de las cuales
una de las dos Gltimas siempre serd 1. Con ello se dife-
rencian las dos posibles orientaciones que pueden tener
los elementos de simetria (planos o ejes) con respecto a
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En la figura 9. 12 puede apreciarse la diferencia entre
los grupos P31my P3m1, que paradégicamente podrian
pensarse iguales. Esta diferencia surge de los efectos de
los vectores traslacionales sobre los planos m en cada
caso. Obsérvese que en ambos grupos existen traslacio-
nes oblicuas respecto a las normales de los planos m, por
lo que estos resultan siempre alternados con planos de
deslizamiento del tipo a.

figura 9.12

P31m

Por analogia con otros casos, los planos de desliza-
miento del tipo ¢ que ocupar la tercera y cuarta posicio-
nes se alternardn con planos n, o ejes 2 podrén alternarse
con ejes helicoidales 2,, como se ejemplariza en la figura
9.13 para los grupos P31cy P31m.
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Para los grupos espaciales trigonales derivados de las
clases de simetria primitiva y central ¢l procedimiento
es mds sencillo. Son suficientes dos posiciones en la no-
menclatura y su proyeccion se realiza sobre la celda de
ejes hexagonales constituida por dos prismas trigonales
con una cara comdn (figura 9. 14a) y con reticulos sola-
mente en sus vértices. La proyeccion de este sistema se
muestra en la figura 9. 144 y enla parte ¢ de la misma. su
respectivo conjunto de posiciones simétricamente equi-
valentes. La figura 9.15 representa la propagacion de la
simetria en otros grupos espaciales de este tipo. mds exac-
tamente para los grupos P3, y P 3.

figura 9. 14
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figura 9.45
—AR“*——-‘\
£ /b
En cuanto a la simetria romboédrica debe comple-
mentariamente anotarse lo siguiente: la existencia de
dos reticulos més dentro de los limites de la celda de ejes
hexagonales a la altura de ¢/3 y 2¢/3, conlleva unas di-

recciones de traslacién oblicuas, adicionales a las ya
implicitast,, t, y t_en la celda primitiva hexagonal. En

la ticura < 1 estas direcciones se han resaltado con lineas
gruesas v flechadas. Dentro de los limites de una celda.
En li misma figura se indica esta traslacién como T

\,\.‘o’/ .-

tb

figura 9.16

Las particularidades traslacionales de la simetria R

exigen para su proyeccion en ejes hexagonales una celda
de mayor volumen que el de la tercera parte de un prisma
hexagonal. Esto justifica en la figura 9. 170 esa forma de
seleccion de la celda y la ubicacién de los elementos de

figura 9.17
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simetria del grupo espacial R3, propagados en el espa-
cio. Obsérvese igualmente en esta grafica la aparicién y
alternacién de los ejes 3, y 3.. De no ser asi, las posicio-
nes con coordenadas 000, 1/3, 1/8, 1iSw 278, 2/3; 2¢8;
situadasen la figura 9. 16, alolargo de T, no tendrian la
misma simetria puntual, como lo exige la simetria R.
Correspondientemente, la figura 9. 17a contiene la pro-
yeccion del sistema de posiciones simétricamente equi-
valentes del grupo espacial R3.

El grupo R3c

Para la construccion de este grupo, como ejemplo de
los de mayor complejidad del sistema trigonal, es preciso
considerar su relacién genética con el grupo puntual
3m (figura 9.18a). Sien este grupo puntual se sustituyen
los planos de simetria especular m por planos de desli-
zamiento ¢, se obtiene el grupo “3c¢” (figura 9. 18t), que ya
no es puntual, pues los planos ¢ conllevan un factor tras-
lacional. Si el conjunto “3¢” se ubica en el origen de una
celda de ejes hexagonales adecuada, su interaccién con
el conjunto traslacional R dar4 como resultado el grupo
espacial R32 =R 3¢, mostrado en la figura 9. 1 9. tal como
viene proyectado en las Tablas Internacionales para Cris-
talograffa de Rayos X (1963), con origen de coordenadas
sobre un eje de inversion 3. La figura 9.20 representa el
sistema de posiciones simétricamente equivalentes del
grupo R 3c tomado también de las mismas tablas.
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Finalmente, en las figuras 9.21 a 9.23 s¢ pueden obser-
var algunos ejemplos de grupos espaciales del sistema
hexagonal, algunos con sus correspondientes conjuntos
de posiciones simétricamente equivalentes, los cuales
no deben constituir dificultad para su interpretacion, si
se tienen en cuenta las diversas anotaciones contenidas
en los capitulos anteriores y en el presente, respecto al
sistema hexagonal.
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9.3 Grupos Espaciales del Sistema Ciibico

Este sistema es isométrico y no posee direcciones
unitarias. Los grupos espaciales del sistema cibico pue-
den derivarse a partir de los grupos puntuales ortorrém-
bicos mmm y 222 6 de los tetragonales 4mm, 422 y 42m
a los que se somete a un proceso de cubizacién mediante
la introduccién de un nuevo elemento: un eje 3 de rota-
c16n simple que guarde igual inclinacién con respecto a
las tres aristas de coordenacién en las respectivas celdas
elementales. La figura 9.24 indica c6mo se introduce uno
de estos cuatro ejes en el grupo 222 para obtener el grupo
ctbico puntual 23.

La existencia en el grupo de este nuevo elemento
con las condiciones de inclinacién sefaladas, exige la
equivalencia mutua de los ejes cristalograficos XYZ. Asi

se puede explicar el origen de los cinco grupos puntua-
les cubicos:

Grupos Originales  Grupos ctibicos resultantes

222 23
mmm m3
422 432
42m 432
4mm m3m

Sobre estos grupos han de operar, segiin la metodolo-
gia seguida en los sistemas anteriores, los grupos trasla-
cionales del sistema ctbico P, I y E Esta interpretacién
de los grupos puntuales cibicos facilita, como se veréd a
continuacién, la construccién de sus correspondientes
grupos espaciales teniendo como punto de partida los
grupos espaciales originales de simetria intermedia. No
obstante, como lo demuestra Buerger (Buerger, M. J. 1963),
entendiendo el significado de la obtencién por cubiza-
cién del grupo 23, a partir de él, se pueden derivar la ma-
yoria de los demaés grupos espaciales ctbicos.
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La representacién gréfica de los grupos espaciales
clibicos suele contener varios elementos de simetria con
orientaciones inclinadas respecto del plano de proyec-
cion. Las convenciones para la representacion grafica de
estos elementos inclinados fueron incluidas en la ficura
6.28, la cual complementamos mas detalladamente en la
figura 9.25.
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En las graficas de los grupos cubicos se acostumbra
mostrar también los ejes helicoidales ternarios v
oblicuos, los cuales generalmente surgen de la inter-
accion de los ejes ternarios de rotacion simple pero
oblicuos, con las traslaciones primitivas a lo largo de los
ejes de coordenadas X, Y 6 Z, obviamente no paralelas a
los’jes de orden 3. Compirese esta situacion con la de
la proyeccién del grupo R3 analizada en 9.2, con la par-
ticularidad de que la celda R para este caso ¢s un cubo.
Veamos la formacién de algunos grupos espaciales del
sistema lsometrico.

Los grupos P23 y Pa3

Se parte del grupo espacial ortorrémbico P222 para
el cual. por conveniencia, en la figura 9.26a hemos su-
puesto una base de proyeccién con traslaciones iguales
T = T _. Sobre esta grifica se ha introducido un eje
oblicuo 3 cuya orientacién es normal a la cara (111) de
un octaedro regular. Este mismo eje multiplicado coneel
grupo de traslaciones P se reproduce como eje helicoidal
oblicuo izquierdo 3, y derecho 3,. Luego, mediante la
accion sobre ellos de todos los ejes dobles del grupo ini-
cial P222. se obtiene la totalidad de ejes ternarios que
complementan la cubizacién del grupo inicial y que
constituye el grupo P23 tal como lo representa la figura
9.260.
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figura 9.28

Por un procedimiento similar al anterior, de un pseu-
dogrupo Pbca, derivado del grupo ortorrémbico mmm,
luego de su cubizacién mediante la introduccién de ejes
ternarios oblicuos de rotacién (figura 9.274), se puede
generar el grupo espacial cdbico Pa3 de la figura 9.27b.

Los grupos cibicas axiales

Para la construccién de los grupos ctbicos derivados
del grupo puntual 432, éste debe interpretarse como una
modificacién del grupo 23 obtenido con ayuda de la
figura 9.24, pues al agregar un eje cuaternario de rota-
cién simple, todos los ejes del conjunto deben orientarse
mutuamente como lo sefiala la figura 9.28a. En la parte b
de esta figura puede observarse cémo bajo la accion
consecutiva de los ejes 3 y 2 el punto marcado con la
cifra 1 pasa al lugar marcado con el nimero 3,locuales
equivalente a una sola rotacién de 90° alrededor del eje
cuaternario. La posicién diagonal de los ejes binarios de
rotacién simple mostrados en la figura 9.28a, hace que al
interactuar éstos con los grupos traslacionales P, [ y E se
alternen a lo largo de Z cada 4 con ejes helicoidales 2,
(figura 9.28¢). Puede pues, considerarse que los grupos
P432, 1432 y F432, cuyos respectivos gréficos (figuras
9.29a9.31), aligual que los dos siguientes, tomados de la
obra de Buerguer antes citada, se construyen como
modificaciones del grupo P23, como se indicé anterior-
mente, complementados, claro estd, con los movimien-
tos exigidos por los respectivos grupos de traslacién.
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Los grupos espaciales ciabicos con simetria planar
o central

Otra manera de derivar el grupo puntual 43m, es la
de agregar al grupo 23 un plano especular con el que
coincidan simulténeamente los ejes de 6rdenes 2 y 3 de
rotaciones simples. La interaccién mutua entre todos
estos elementos de simetria convierte los ejes 2 en ejes
4. Estos nuevos planos de simetria especular, con orien-
tacién diagonal dentro de la celda elemental, se alternan
con planos de deslizamiento, como se muestra en la fi-

figura 9.32  gura 9.32 correspondiente al grupo P43m.

Grupo P43m

234

Finalmente el grupo m3m también se puede derivar
del grupo puntual 432 agregindole centros de simetria,
v segun las posiciones que éstos ocupen dentro de la
celda elemental, se obtendrdn diversos grupos espacia-
les de esta clase. Por ejemplo, si el grupo P432 interactia
con un centro de simetria que tenga las coordenadas
000, entonces se obtiene un grupo Pm3m (figura 9.33).
Estas mismas coordenadas para el centro de simetria
aplicadas a los grupos 1432 y F432 producen respectiva-
mente los nuevos grupos Im3m y Fm3m. Por lo dems,
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debe recordarse que en el sistema cubico, conociendo ralla 9.2 Lista de los 230 grupos cristalogréficos

los grupos espaciales bésicos, de ellos se pueden derivar cspeciales - continia
los demds que son permitidos por la simetria cristalogra- §
. . . . . Numero H Nomero
fica espacial, mediante las sustituciones de unos elemen- delgrupo enlas Nomencalura | delgnpoenias Nomencattura
- . o tablas Nomenclatuade  intemacionalods |  tablas Nomencturade  intemacionalode
tos de simetria por otros, tal como lo hemos sintetizado intemacionates Schoenfies Hermann-Mauguin  ;  Infemacionales Schoenfies Harmann-Mauguin
en la tabla 9.1, segin la posicién r T 3
9.1, seg posicion que cor esponda a un Sistema triclinico
elemento en la nomenclatura internacional. ; 7
; 22 D} F222
1 c, P
: 23 pg 2 122
tabla 9.1 Elementos de simetria intersustituibles cu 2 C:- PI i 9 12.2.2
los grupos cibicos. ) 2 D; ra
Sistema monoclinico 25 cl, Pmm2 !
Elementos de simetria sustituibles por los demas de su respectiva columna . i 26 c? Pme2, |
. ; v
Tipo de m m 2 4 m 3 € 2 ‘ 27 2 Per2
Celda enlaprimera | enlaprimera | enlaprimera | enlaprimera | en latercera 4 cg P2, 2v
posicion posicién posicién posicion posicién 5 28 c, Pma2
Grupos T Grupos 0 Grupos T Grupos 0 Grupos 0 5 €3 C2(B2)
S
6 ct Pm 29 C Pea2;
5
P . na n 2, 4,4,4, n 7 c2 Pe (Pb) so Cav Fre2
c’! Pmn?2
| a a 2, 4, d 8 cs Cm (Bm) u 2 :
8
— 9 c? Cc (Bb) 32 C2 Fbat
F d d 4 c 9
! 10 c! p2 33 3, Pna2,
2h m 0 Pnn2 K
2 2, 34 ¢ nn
rd - - - 11 Cz,‘ m zv ’
Asi por ejemplo, podemos esperar los siguientes gru- 12 c? c2pp2 35 Cav Om2
pos espaciales F derivados del grupo octaédrico m3m: m moom 36 o Cme2,;
13 ct P2pp2, e
2h cv b 13 Ccc2
Fm3m, Fd3m, Fm3cyFd3c 14 cs p2Lp2 37 €2
2h c ( [ )
1 Amm2
6 2 2 88 CZV
Por ulti la tabl, ; 15 Sy c2B%)
or ultimo, enla tabla 9.2 presentamos la lista comple- ¢ 39 ch Abma
ta de los 230 grupos espaciales en el orden numérico . . ;
dado int ional i Sistema ortorrémbico 40 clt Ama2
acordado Internacionalmente y sus expresiones, en las n’
nomenclaturas de mayor aceptacién y empleo en la 16 D! p222 41 c Aba2
literatura cientifica. i
17 D2 P222, 42 Ca Fmm2
19
18 D3 P2,2,2 43 Ca Fdaz
20
19 p} P2,2,2, 44 Co Imm2
21
20 DS c222, 45 Cav Tba2
2
21 D$ c222 16 Cav Ima2
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tabla 9.2 Lista de los 230 grupos cristalogrificos tabla 9.2 Lista Jde los 230 grupos cristalogrificos

especiales - continiia cspeciales - continna

Nimero i Nimero Numero neal gNnﬁlmem
delgripoenlas Nemencaltura ~ delgrupoenlas Nemencaltura delgrupo enlas . Ncmg ) ra pocd tant enlas "
tablas Nomenclalura de intemacionalode tablas Nomenclatura de intemacional o do _ lablas Nomenclatura da intama ode . N urade
intemacionales Schoenflies Hemann-Mauguin | int ionales Schoenflies Hesmann-Mauguin intemacionales Schoenflies Hemann-Mauguin intemacionales Hemann-Mauguin
47 D;h Pmmm 66 ‘.;c;, Crem 20 D: P42,2 ns D;d
48 D:h Pnnn 67 Dzzlh Cmma 91 ]): P1,22 116 ng
3 : . . .
49 D2 Peem g 68 0%, Ceea 92 A P4 22 117 D],
50 D;h Pban § 69 D?z-l;l Fmmm 93 Di P4,22 118 ng
51 s 70 A Fddd 91 6 :
Dy Pmma i 275" 94 Dy Pi,2,2 119 D},
52 Dg;, Pnna 7 D%, Immm 95 D} P4,22 120 pYv
: ; 2d
7 : » :
53 Dzh Pmna ; 72 Dzh 1bam 96 D2 P4,2,2 : 121 pi
; 7 s 2d
5 8 | |
4 D8, Pcca ] 73 Dop Toca 97 24 1422 | 122 b2
! % / : 2d
55 D? Pbam ‘ 74 D mma 9 10 :
2h ; 2 08 D 14,22 : 1
) 2 a 1 i 123 D),
. 1 ‘
DY, Peen Sistema tetragonal 99 Cav Pimm 124 D:h
87 1 : ;
D3y Pbem 5 75 ch Pa 100 c, Pabm ; 126 Dzh
58 12 :
DY Pnnm : 76 c? P4, 101 c3, Pi,cm 126 If
59 13
Dzh Pmmn 17 C: Pa, 102 C:‘_ P4 nm 127 Dzh
60 14
Dzh Pben 78 C: Pa, 103 sz Pdce 128 Dgh
61 15 :
D2n Pbca : 79 o Ia 104 cs, Panc 129 D},
62 16 ;
Dy, Pnma 80 Cg 14, 105 sz Pa,me 130 D:h
63 17 § _ .
D, Cmem : 81 s; Pa 106 cgv P4, bc 181 D:,,
64 18
D Cmca 2 — 107 9 10
o 2h | 82 S, 1 Car I4mm 182 Dy
Y Cmmm | 1 4 10 1
2h 5 83 cly ri 108 cl® l4cm 188 ol
66 20 42
Y, Ceem 84 cz, r2 109 clt I4,md 184 ¥
67 21 H .
o3, Cmma 85 c2, pi 110 ct 14,cd 136 Dl
68 7 ! 4 4 i 4
] Do Ceca i 86 Can -2 11 b}, Pizm 136 oY,
9 23 i 5 4 3
D3, Fmmm : 87 Can I - 112 ng P42¢ 137 Dzsh
70 p® 6 4 - | .
% Fddd E 88 ct, s 113 D3, Pizim 138 DYy,
1 %, Immm | 89 D} Page 114 4 3 : 9 w
: a Dia Pazyc 13 Dah
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tabla 9.2 Lista de los 230 grupos cristalograficos ralda v Lista de los 230 grupos cristalogrificos

especiales - continna cspocrales
Nimero , Numero Numero Numero
delgnpoenlas _ Nomencaltura . delgnupoenlas Nomencaltura ¢el grupo enlas Nomencaitura ! delgnpoentas Nomencattura
momaaies oo HemamnMasun | nemasonaes | e s memaconales | Senoones . HomannMavgum | memackndes | Saweries . Hemam Maugn
140 b 1tom 164 D}y P3m1 188 : PBe2 L 05 1432
141 DB' l-:—'— md 165 D‘;d P3c1 Subsistema hexagonal 212 i O¢ P4,32
142 by, ,ﬁ‘al ed 166 D3y Ri’"‘ 189 3, FEam 213 04 P4,32
Sistema hexagonal - Subsistema trigonal 167 ¥ R3e 190 D3, P62c 214 Os 14,32
143 013 P3 Sistema hexagonal 191 DZ,: P 6 — 215 Tcli Pasm
144 c? P3, 168 c! P6 192 o7, P':;_' o 1 ome T3 Fism
145 c3 P3, 169 c? Pg, 193 D3, p?i om 217 T3 1i3m
146 A R3 170 3 P 194 D, R _qng_' e 218 7-:' Pasn
147 c P3 171 ct Ps, ' 219 75 Fa3c
148 ez, RT 172 cs re,, Sistema cibico 220 - [isd
149 D} P312 173 ct Pe, 195 T! P23 201 o} Pm3m
150 D? Pag1 174 cl, P8 196 7 Fas ‘ 222 o Fadn
151 D} P3,12 175 ¢t _,g 197 T 123 223 : o Pm3n
152 b3 P21 176 c?, P% 198 T 2,3 i o224 o} Pn3m
153 D; P3,12 177 Dz P622 199 7° 12,3 226 O,"; Fm3m
154 D§ P3,21 178 D? Pe 22 200 T Pm3 226 o8 Fm3c
168 D} R32 179 D} P22 201 T Pn3 o o Fdsm
156 c}, P3m1 180 Dy P6,22 20 T Fm3 x 228 o} Fd3e
157 cl, P31m i 181 D} P6,22 203 T Fd3 I 229 o, Im3m
158 3 P L s p® P6,22 204 T fm3 L a0 oy fa3d
169 € P3lc 183 cl, Pémm 205 TS Pa3 ;
160 cs, R3m s ez, Péec 208 Th fa3
161 cs, R3c 185 e P6yem 207 0, P432
162 D!, Fiim . 186 8 P6,3me 208 02 Pa32
163 D}, P31c 187 D!, P§m2 209 O3 Fa32
i 210 04 F4,32
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