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Introduccién

El texto que sigue es una elaboracién y ampliacién por los dos tltimos au-
tores de las notas de clase presentadas por el primero a estudiantes del curso
de Algebra Abstracta del Programa de Pregrado en Matematicas de la Uni-
versidad Sergio Arboleda de Bogota. El presente volumen estd basicamente
dedicado a la teoria elemental de los grupos.

De hecho, sélo la segunda parte, capitulos 2 a 8, fue presentada deta-
lladamente en las clases. La primera parte, capitulo 1, fue redactada para los
propésitos de referencia, y contiene las nociones bésicas indispensables para
el resto del trabajo sobre la teoria de los conjuntos y los sistemas numéri-
cos clésicos (mimeros naturales, enteros, racionales, realcs y complejos), in-
cluyendo nociones elementales de aritmética. Esta primera parte suministra,
ademss de instrumentos, ejemplos concretos del material més abstracto de
las segunda y tercera partes, y puede constituir de por si la base para un
curso de un semestre sobre los temas citados arriba y sobre la generacién
de estructuras abstractas. Es razonable suponer, sin embargo, que su con-
tenido es suficientementebien conocido por los estudiantes del primer curso
de Algebra. La tercera parte, capitulos 9 a 12, dedicada a grupos y resul-
tados especiales, es de un nivel més elevado que el de las otras dos y fue
incluida para beneficio de los estudiantes mds sobresalientes del curso, que
pueden encontrar en ella técnicas y resultados relativamente avanzados que,
sin embargo, constituyen ain material indispensable para una comprensién
aceptable de los métodos de la teoria moderna de los grupos, y que, de ser
cubierto totalmente en un curso, haria de éste un primer curso al nivel de
posgrado.

La segunda parte pretende familiarizar al estudiante con las nociones y
desarrollos bésicos de la teoria de los grupos (grupos, sut:grupos, subgrupos
normales, grupos producto y grupos cociente, homomorfia e isomorfia), con
algunas consideraciones sobre el problema de la existencia y las propiedades
estructurales de los grupos abelianos finitos, y con un examen més o menos
detallado de los grupos finitos de permutaciones, que no sélo suministran
ejemplos significativos de grupos no abelianos, sino que son indispensables
en cualquier estudio serio tanto de estos 1ltimos objetcs como de muchas
otras partes del dlgebra moderna. También incursionamas en esta parte en
la teorfa de Sylow en el caso conmutativo, més accesible de lo que lo es en el
caso general. La exposicién de esta segunda parte es, dados sus objetivos,
pausada, detallada y rigurosa: todos los resultados que se mencionan, y



sobre todo aquellos que son indispensables en desarrollos posteriores, se
demuestran cuidadosamente. Hemos procurado que cada capitulo contenga
al menos un resultado significativo y no del todo trivial, pues un primer
curso de 4lgebra, y especialmente uno dedicado a la teoria de los grupos, es
;1; rill.narco ex.celente para ir familiarizando a los estudiantes con el poder y
caraclz,::?s?il;: deésmetodo deducti\{o en matema’jficas y con algunas de sus
de csta parte esm relevantes. A51m11.ar las nociones y resultados badsicos
estudio s, como lo hf:mos mencionado, indispensable para cualquier

posterior de la teorfa de los grupos y, de hecho, para el de muchas

otras 4 i indi
partes del dlgebra. En particular, es indispensable para una buena
comprension de la tercera parte.

Side?;‘;ggzs a2idvertir al lector’que hemos dejado por fuera de nuestras con-
concerniente 5 Dl;:nl?s dos caplt}ﬂos notables de }a teoria de los grupos. El
tados de Schred amadas series de composicién y los importantes resul-
algo mencion al:l', Zassenhaus y Jorc}a.n-Holder sobre las mismas (aunque
Rominados gry 0s c_ie ellas en el capitulo 12), y el relacionado con los de-
La raztn pay POSlll})res (sobre los (.:uales algo decimos en el capitulo 11).
de 10s mismog ex](:; 1ilr e§tos temas tiene que ver con el grado de exigencia
aplicaciones in. Jel primero, no tanto en su des'arrollo (al fin y al cabo,
y objetivos (deg;nl.cés.as de los teorem_as de lsom.orfla.) como en su significado
llamados gruposcn' ir en forma precisa c1f.a.l<.;u.1er grupo en términos de los
Para apreciar ep :HSPIGS, a:1g0 ql-lfa los principiantes pueden no estar listos
cado y objetives (0 a su fllmenmon), y del .segundo, no tanto en su signifi-
de grupos ohre ;0$tru1r, o lo que es equivalente, establecer la existencia
alfabetos, palabrase da), como en su d.esarrollo (notablemente abstracto:
documento comg » generadores y relaciones, etc.). De usarse el presente

respécto base para un curso de posgrado, algo habria que hacer con
a estas omisiones.

pmia;l: lﬁ:p;flﬁzs csontiene un nimero al?fec'iaible de ejercicios, la mayor
capitulo que log incle resuelve por aplicacién directa c'le los desarrollos del
Previos. Algunes co:ge y de. los resultados mds basicos de los capitulos
conocer. Fs razomatly lenen ejemplos y cor}traejemplos que es conveniente
con el fin de poner g esperar que el lect(?r intente resolver algunos de ellos,
dificiles (en el crifer; P:‘iueba su comprensién del m.ateria.l tratado. Los maés
marcados con un : e los ='z‘a.ut;ores, lo cual no deja de ser subjetivo) estdn
autores, estos ejercic‘ensco ™ a veces, con dos (**). En opinién de los
acOnSeaL] i0s pue‘den omlt.lrse en un curso de pregrado, pero seria

Jable que se los considerara siempre en uno de posgrado. (En gene-

ral, un asterisco previo a un lema, teorema, corolario, etc., indica que este
presenta alguna caracteristica que puede hacer conflictiva su comprensién o
asimilacién en un primer contacto con tal material.)

La presentacién que hacemos (y que esperamos que ocupe un justo medio
entre un texto divulgativo y un tratado sobre los grupos, compartiendo las
virtudes pero no los defectos de tal tipo de documentos) ha sido altamente
influida por la de los excelentes libros de 1. N. Herstein (15] y [16]. De hecho,
puede decirse que la nuestra es en esencia una elaboracién del material de es-
tas obras, presentdndolo en forma algo mas detallada, con el fin de adaptarlo
a las necesidades de nuestros estudiantes y al estilo de los cursos en nuestras
universidades. Esperamos asi haber comunicado suficientes conocimientos
técnicos sobre el tema para permitir autonomia de pensamiento en el mismo
sin pretender crear un erudito. Otros textos han tenido también influencia,
como es ficilmente detectable, aunque de una manera maés local. Esto es
evidente de los magnificos libros de T. W. Hungerford [17], S. Lang [20], J.
Rotman [22] y B. L. Van der Waerden [26], aunque todos ellos son de un nivel
més avanzado que el nuestro. También se han consultado, con gran benefi-
cio, el texto de J. F. Caycedo [6] y las notas del curso que sobre la teoria
de los grupos imparte el Profesor V. 5. Albis en la Universidad Nacional
en Bogots, a quien agradecemos habernos puesto a nuestra disposicién el
contenido total de las mismas, incluyendo material aiin no publicado.

Hemos procurado que tanto la notacién como la terminologia sean las
més usuales. En cuanto a la primera, tal vez sélo las expresiones A := Bo
B =: A, que indican que A se define en términos de B, son algo exéticas.
En cuanto a la segunda, hemos preferido el lenguaje clasico, tal vez un
poco anticuado, de los afios 30 y 40 del Siglo XX, antes de la teorfa de las
categorias y el algebra homolégica hicieran su impacto (a comienzos de los

anos 50).

Es de esperar que el presente libro, que sélo contiene el primero de dos
cursos de Algebra Abstracta que la Universidad Sergio Arboleda ofrece a sus
estudiantes de pregrado, sea seguido por un volumen adicional que contenga
lo esencial del segundo curso y para el cual también se elaboraron notas
de clase. Algo se ha planeado al respecto, y la teoria de las extensiones
algebraicas de los campos numéricos, incluyendo las teorias de Galots ¥ de
las extensiones construibles, constituirdn seguramente una de sus primeras
partes. Otras partes estudiardn las estructuras abstractas bésicas, anillos
y cuerpos, asi como sus propiedades aritméticas (lo cual generalizaria y




unificarfa temas ya explorados para las estructuras numeéricas), para termi-
nar, probablemente con la teoria de Galois de los cuerpos finitos.

Parte 1

Fundamentos y estructuras
clasicas




Capitulo 1

Conjuntos, funciones y
sistemas numeéricos

En este capitulo fijaremos el lenguaje fundamental, el de los conjuntos,
y revisaremos las propiedades bésicas de los sistemas numéricos clésicos.
Trataremos de ser breves, pues suponemos que las nociones aqui introduci-
das son en alguna medida conocidas por los lectores, pero no sacrificaremos

la precisién necesaria.

La presentacién que daremos se inspira en diversas fuentes, que no ex-
cluyen el Libro I del tratado de Bourbaki [25] (véase también [9]), pero es
mucho mas informal y muy cercana a la dada en [5], aunque més elaborada

en ciertos untos.

1.1. Conjuntos y funciones

La nocién matemética bésica es la de conjunto . Los conjuntos son agru-
paciones o colecciones de objetos que deseamos considerar a su vez como
objetos auténomos. Los representaremos usualmente con letras maytsculas
A B,C,D,E,FG,X, Y, Z, etc. Es también frecuente referirse a ellos
como clases. Si X es un conjunto, a € X significard que a es un objeto, Un
elemento, o un miembro de X, y se dice que a pertenece a X. Si a no €s
un objeto de X, escribiremos a ¢ X. Si X, Y son conjuntos, X C Y, que
se lee X estd contenido en Y, significard que todo objeto de X es también
un objeto de Y. Se dice entonces que X es un subconjunto de Y, es usual
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escrib.il’: también Y D X, y expresarlo diciendo que Y contiene ¢ X. La
notacion X € Y, o lo que es lo mismo, la Y 2 X, indicard que X no es

un;;bconjunto de Y, y serd equivalente a afirmar que existe @ € X tal que
aédy.

Aunq'ue a veces se les da un significado diferente (véase, al respecto,
[}7], Apéndice), y aunque preferiremos el término conjunto, nosotros con-
81dera.’refnos que los términos clase y conjunto son sinénimos. Sélo usaremos
eSPOIaA'ilcamente el término clase y usualmente en el contexto de conjunto
de conjuntos (parece mas elegante hablar de una clase de conjuntos )

dDo.s oo.njuntos X,Y son iguales, X =Y , si tienen los mismos elementos,
? e;}r,sn).(ngYgX, Si X y Y no son iguales, es decir,si X €Y o
Z X, se dice que X y Y son diferentes, y se escribe X # Y.

si As;a{f}un Objzto,' {a}’dethara', el conjunto cuyo Unico elemento es a. Asi,
conjuzto {‘;}93 GS' siy sélo siZ=a. Debe distinguirse entre el objeto a y el
Yinicos elemen.t 1a,bson Ob.]tftos, denotaremos. con {a, b} el conjunto cuyos
Siz=aog _zSSSO.nayb, a51 que B = {a, b} mgmﬁcara que x € B si y solo
manera. si a~ -ola=by SOlf) en este caso sera {a, b} = {a}. ]?e la misma
to cuyo’s ele;azé -+ @y, sON objetos, A = {ay,a2,...,8n} dgnota.’ra. el conjun-
para algin i fnlosz son al,a?,...,an. Entonces :ce A sty sélo si x = a;
¥ existe un co-;' 124N, Si P(z) es una condlglon sobre una variable x
verdaderg usariunto A tal que a € A si y solo si P(a) es una afirmacidn
repr&ent,;r ol :no:s las notamo.nes A={z: P (m)}'o A= {z: P(z)} para
verifican. P (z) onjunto. Se dice que A es el cqnqunto de los objetos que
ma confunto. g,éq“e P(z) es una relacidn colec't’wzzante,‘ gs decir, que for-
{0} ={z:2= a}ase, al respecto, la nota relacidn colectivizante 1.5. Asi,
y2=gog= b”, {a,b} = {.‘L’ IT=ao02x= b}’ de tal manera que “z = a”
es un conjunto ad;filtl' colectivizantes. Si P (z) es una cqndmxén enzy X
la condicign “;: < Xlremos qge ‘?l conjunto A de los objetos que verifican
es decir, admitiremog y P ‘(‘“’) siempre existe Yy 'es un subconjunto de X;
lugar de A = {z - que “z € X y P(z)” es siempre colectivizante. En

‘TEXyP (z)} es corriente escribir A = {zr € X : P(z)}.

Denotaremos ¢ ; i
on I el conjunto vacto, el cual es un conjunto sin elementos.

La razén de 1r-1troducir un conjunto vacio es en muchos aspectos andloga a
la de introducir el nimero 0 en la aritmética elemental. Permite ademés in-
terprc_eta.r 0, en forma semejante o 1, 2, 3, etc., como el nimero de elementos
(cardinal) de un conjunto: 0 es el nimero de elementos de @. Evidentemente
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@ es un subconjunto de cualquier conjunto A (pues de no ser asi, existiria
a € @ tal que a ¢ A, lo cual es absurdo). Esto asegura que existe un unico
conjunto vacio (pues si hay dos, @ y @', con el mismo argumento anterior
se verifica que @ C @' y @' C @). Decir que A = @ es equivalente a decir
que no erziste ningin objeto a tal que a € A. A su vez, A # @ garantiza
la ezistencia de un a € A. Claramente A = @ siy slosi A S @. Sino
existe un objeto a tal que P (a) sea verdadera, admitiremos que P (z) es
colectivizante y que {z : P (z)} = @. Por ejemplo, {z:x #z}=@. SiAy
B son conjuntos, AU B (la unidn de A y B) serd el conjunto de los objetos
que estén al menos en uno de Ao B,estoes AUB={r:T€A0Z€ B},
yz€ AUBsiysblosiz € Aéz € B. A suvez, ANB (la intersec-
cidn de A y B) sera el conjunto de los elementos comunes a Ay B, esto
esAﬂB={x:a:EAya:eB},y:z:EAﬂBsiysélosi:ceAya:eB.
Si ANB = @, se dice que A y B son conjuntos disyuntos. Claramente
ACAUBYyBCAUB, ANBCAyANBCB.
Otras propiedades son:

1. AUA=A, ANA=A, AUB=BUA,
ANB=BNA, AUB=A, AN =2,

2. AUB = Asiysblosi B C A,
ANB=Bsiysélosi BC A, (1.1)

3. AU(BUC)=(AUB)UC,
AN(BNnC)=(ANnB)NC,

4. AU(BNC)=(AUB)N(AuUC),
AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

Si Ay B son conjuntos, A\ B, la diferencia de A y B, el conjunto A menos
B, o el complemento de B en A, ser el conjunto de los elementos de A que
no estdn en B,estoesA\B={:z:eA:x¢B},y:z:eA\Bsiysélosi
r€ Ayz ¢ B. Claramente ANA=9,AN@=A, A\B =A~N(ANB),
A~ B =@siysé6losi AC B. Si Ay B son subconjuntos de X, ANB=9
si y s6lo si A C X \ B. Ademés,

1. XN(AUB)=(X~NA)N(X\B), (1.2)
2. XN(ANB)=(X~NA)U(X N B).

Verificaremos la segunda de tales igualdades: si z € X ~ (AN B) entonces
:r:eXy:s¢(AﬂB),asiquemeXy$¢on¢B;estoes:c€X\A
oz € X~ B,y entonces z € (X \ A) U (X \ B); reciprocamente, siz €
(XNA)U(X~\B),setendrdquez € X NAoz € X \ B, de lo cual
reXyzd Aoz ¢ B; esto implica que £ € X y z ¢ (AN B), de lo cual
ze X\ (ANB).
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Definicién 1.1. Si a y b son objetos,

(a! b) = {{a}a {aa b}} (1.3)

seré la parejo ordenada de primera coordenada a y segunda coordenada b.
Teorema 1.1. (a,b) = (c,d) siy sélosia=cy b=d.

Demostracidn. La condicién es obviamente suficiente. Para ver que es
necesaria, supongamos primero a = b, asf que (a,b)={{a}}. Como {c,d} €
(a,b), serd {c,d} = {a}, asf que c = d = a. Esto implica a = ¢ y b=d.
Supongamos ahora a # b. Claramente {a} = {c}, asf que @ = c. Por otra.
parte {a,b} = {c,d}, asi qued = @ 0 d = b. Pero, si fuera d = a se tendria
que d = ¢, de lo cual, por el argumento anterior, seria @ = b = ¢ = d.
Entonces d # a, y deberd ser d = b. O

) Se deduce que, en general, (a,b) # (b,a). De hecho, (a,b) = (byu) siy
sflosia=b

Definicién 1.2. Si X y Y son conjuntos, el conjunto
XxY:={(z,y):ze X, yeY} (1.4)

se denomina el producto cartesiano de X yY.
Evidentemente @ x Y = X x @ = @. En general X xY #Y x X,
Si a1,a3, ..., a5, sOn objetos, n > 2, se define “inductivamente”

(a1,02,...,a5) = ((@1,@2, ..., Gn—1) , Gn) - (1.5)

El conjunto (a;, ay, -+1@5) se denomina la n — pla ordenada de coordenadas
1,02, -, @Gn. En particular, (a,b,¢) = ((a,b),c) serd la tripla ordenada de
coordenadas a,b,c. Como es natural, diremos que la pareja (a, b) serd la du-
p:la ord’enac.la de coordenadas a,b. Se tiene que (a1, az, -..,an) = (b1, b2, ..., bs)
siy sblo si a = by, a; = by,..., an = by. Si X1, X2,.,Xn, 7 > 2, son
conjuntos, X1 x Xs X ... x X, serd el conjunto de las n—plas ordenadas
(21,22, ..., Zn) donde i€ X;,i=1,2,..,n. Sin > 2, podemos considerar
que X3 X X3 X ... X Xp = (X1 X X3 X ... X Xn—1) X Xn.

Definicién 1.3. Un subconjunto G de X x ¥ se denomina una grdfica. Si
G C X xY esunagréficay z € X, el corte de G con z, G (x), es

G(z):={yeY:(z,9) €G}. (1.6)

1.1 CONJUNTOS Y FUNCIONES 7

Definicién 1.4. Si G C X X Y es una grafica, se dice que la tripla
R = (X,G,Y) es una relacion entre elementos de X y de Y. Se dice en-
tonces que G es la grdfica de R. El conjunto X se denomina el conjunto
de definicién o de partida de R y Y, el de llegada. Si (z,y) € G, es usual
escribir zRy y decir que z y y estdn relacionados por R.

Los conjuntos

Dom(R) = {z € X : G(z) # @}, Cod(R):= | J G(z)  (1.7)

zeX

(asi que Dom(R) = {r € X : existe y € Y con (z,y) € G } y Cod(R) =
{y € Y : existe £ € X con (z,y) € G}), se denominan respectivamente el
dominio y el codominio de R. Si para todo z € X, G () es vacio o se reduce
a un punto, se dice que G es una grdfica funcional y que R es una relacién
funcional. Esto equivale a decir que no existen en G dos parejas distintas
con la rhisma primera coordenada, o, lo que es lo mismo, que si zRy y xRy’
entonces y = 3’. Puede suceder, sin embargo, que exista z € X que no
figure en ninguna pareja de G, es decir, que G (z) = @, asi que es posible
que Dom(R) # X

Definicién 1.5. Si f = (X, G,Y) es una relacién funcional y Dom (f) = X,
se dice que f es una aplicacidn o una funcidn de X en Y.

Si f = (X,G,Y) es una funcién de X en Y, es usual escribir simplemente
f: X — Y, sin mencionar a G. La razén para esto radica en que G puede
describirse facilmente en términos de f. En efecto, para todo z € X, G (z)
tiene un vnico elemento, €l cual se denomina la imagen de = por f y se deno-
ta con f(z), asf que G (z) = {f (z)}, y entonces G = {(z, f (z)) : = € X}.
Intuitivamente, una funcion f : X — Y es una ley que a cada € X
asigna un unico elemento f(z) € Y (una méquina que transforma a z en
f(z)). La nocién de funcién que hemos dado, aunque menos “dindmica”
que esta interpretacién intuitiva, contiene, sin embargo, toda la informacién
pertinente acerca de ésta: conjunto de definicion, conjunto de llegada, grafi-
ca, dominio, codominio, etc. De hecho, cuando a una persona se le pide
que hable de una funcién, su primer inpulso es generalmente el de fijar su
dominio y dibujar su gréfica.

SiACX,BCYyf:X—Y esuna funcién,

FA)={f@)eY:zeA}, f1(B)={zeX:f(z)eB}
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se denominan respectivamente la imagen directa de A y la imagen reciproca
de B por f. Obviamente y € f (A) si y sélo si existe z € A tal que y = f ()
(Io cual no excluye que exista z’ ¢ A tal quey = f (z'), asi que f (z) € f (A)
no garantiza que z € A), y z € f~}(B) si y sélo si f(z) € B.

Es claro que Dom (f) = f~1(Y) y Cod (f) = f(X). Es costumbre en
este tltimo caso denominar también a f(X) la imagen o el recorrido de f
¥ denotarlos con Im (f). SiIm(f) =Y, se dice que f es sobreyectiva. Decir
que f es sobreyectiva equivele entonces a decir que todo elemento de Y es la

tmagen de algin elemento de X, es decir, que para todo y € Y existe x € X
tal que y = f(z).

Si B = {b}, es frecuente escribir simplemente =1 (b) en lugar de f~! (B)
(0 sea, de f-1 ({b})). Esto puede ser causa de confusién y lo evitaremos,
Pero es una practica usual.

Si e €Dom (f), se dice que f estd definida en a; si A C Dom (f), que f
estd definida en A o sobre A.

Sif: X —Yyg:Y— Z,g0f:X — Z es la funcién dada por

gof(z):==9(f(#), z€X. (1.8)

Si,f =(X,G,Y)y g =(Y,G, 2), la gréfica de g o f se denota con G’ o G.
Nétese que

GoG={(z,9(f@):z € X}

ygof= EX, G'0G,Z). Sedice que go f es la funcién compuesta de g y
Y que G' o G es la grdfica compuesta de sus respectivas graficas.

SiGgXxYesunagréﬁca,
G = {(4,2) : (z,3) € G} C ¥ x X (1.9)

?} tgm;:len u_nla gréfica, denominada la grdfica inversa de G. Si R =
GY), R = (Y, G~1,X) se denomina la relacién inversa de R. Si
f = (X,G,Y) es una funcién y G! es una grafica funcional, o sea, si
'(y, &7) +(4,2") € G! implican z = ', o, lo que es lo mismo, si f (z) = f )
implica z = 2/, se dice que f es una aplicacion o una funcién inyectiva de
X enY. Atinsi f es inyectiva, puede ser que f~! = (v, G~1,X) no sea una
funcién, pues puede suceder que Dom (f~1) = f(X) # Y-
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Si tanto f como f~! son funciones, lo cual ocurre si y sdlo si f es
tanto sobreyectiva como inyctiva, en cuyo caso se dice que f esbiyectiva,
f~! se denomina la funcién inversa de f. Notese que entonces y = f (z)
es equivalente a f~1(y) = z. Ademds, f~lo f(z) =z y fo ) =y
cualesquiera que sean z € X, y € Y.

Si Z es un conjunto, Az = {(z,2) : z € Z} se denomina la diagonal de Z
(0, més precisamente, de Z x Z). Evidentemente Az es un gréfica funcional,
e iz = (Z,Az,Z) es una funcién, que se denomina la funcidn idéntica de
Z. Nétese que iz (z) = = para todo z € Z. Como es claro, Az' = Az e
iz' =iz. Si f:X — Y es biyectiva, asf que f~' : ¥ — X es también
una funcién, se tiene entonces que f~lo f =ix y fo f~! = iy. En tal caso,
f~! es también biyectiva y (f‘l)-1 = f.

Nota 1.1. Al definirlos, hemos admitido implicitamente que garantizada lo
ezistencia de los conjuntos X,Y y de los objetos a,b, podemos garantizar
lo ezistencia de los conjuntos X UY, X NY, X \Y, {a}, {a,b}, (a,b),
X x Y, etc. También hemos admitido, menos evidentemente, que si XyY
son conjuntos no vacios y existe alguna regla que a cada elemento z € X
asocia un dnico elemento 7 (z) de Y, exziste entonces f : X — Y tal que
f(z) = 7(z). En efecto, podemos formar, segun lo dicho en el cuarto
pardgrafo de esta seccién, el conjunto G = {(z,y) : (z,y) € X X Yy
y=71(z)} ={(z,9) € X xY :y=7(x)} y la tripla (X,G,Y).

Nota 1.2. La notacién f~! para la funcién inversa de f puede ser causa de
alguna confusién. Por ejemplo, de acuerdo con la practica usual, sib €Y,
F=1(b) denota a la vez el conjunto f ~1(b) y a su dnico elemento. Espe-
ramos que el contexto evite siempre esta posible confusién. Andlogamente,
es quiz4 més natural llamar corte de una grafica G € X x Y con un punto
z € X al conjunto {z} x G (z) que al G(z) (hégase un dibujo), pero las
convenciones de lenguaje son dificiles de cambiar. Ademds, G () es més
dtil que {z} x G(z). Si X es un conjunto, f = (2,2,X) es una apli-
cacién inyectiva de @ en X (pues no existen z,z’ € @, ¢ # 2/, tales que
fx)=f("). SiX=9,f= f~! =iy es la tinica aplicacién de @ sobre
sf mismo, y es biyectiva.

Nota 1.3. Si R = (X,G,Y) es una relacién y R™! = (Y,G™1,X) es
su relacién inversa, es claro que Dom (R™1) =Cod(R) y que Cod (R™1)
=Dom (R). Para una relacién R = (X, G,Y) puede suceder que G(z)=9
para algin z € X (en cuyo caso z ¢ Dom(R) y Dom (R) # X ) o que
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G (x.)’conte.nga mas de un punto. En general Cod (R) # Y, atin si R es una
funcién. Si R es una relacién funcional, (Dom (R), G, Y) es una funcién.

1\.Tota 1.4. Sean X,Y conjuntos, X # & # Y. Entonces podemos garan-
tlzar,.segt’m lo dicho en la nota 1.1, que existen e € X y b € Y, de lo cual,
tax.nblén (e,b) € X xY, asf que X xY # &. Reciprocamente, si X xY # @,
existe .(a'ab) €EXxY,delocualae X,b€eY, yentonces X # @ # Y.
In’ductwamente se verifica también que si n > 2, X; X --- x X, = @ si y
s6lo st X; = @ para algin i = 1,2, ..., n.

Nota 1.5. La nocidn intuitiva de conjunto, tal como la hemos prescntado
ha:s'ta el momento (véase [14] para un tratamiento similar) puede conducir
a zncqnszstencias (contradicciones) desagradables . Por ejemplo, el suponer
descuidadamente que cualquier relacién es colectivizante implica en parti-
i:qular que la relacién z ¢ z lo es, lo cual nos lleva a hablar del “conjunto”
" Z j.ﬂ? : IS\CI 91.‘; z}, el cual conduce a la?. contr.adicci(’)n A€ A sty sélo si
e o ¢ . a uralemente_, ‘podemos ’sahr del 1rr}pase diciendo simplemente
ae e 5'1;0 es colectivizante, asi que no exls.te. un conjunto A tal que
Es decis Y. Closia ¢ a. Pero entonces jes colectivizante la relacion z = x7
hoche n;sz,fli;nste un (:.C}]unto A tal' que A={z:z = z}? El admitirlo, de
o mé; convev'a, ta.mbxep a contra'dlcmon'es.' Pg.ra evitar esta incertidumbre,
o 10enlzlnte es imponer ciertas l'zmztaczo.nes a la nocion intuitiva de
llama.das’ a,mc: se hace ezigiendo que esto‘s satisfagan ciertas restricciones,

mas o postulados de los conjuntos. Uno de estos axiomas es

el si ie . . .. .
consgm nte', que no sblo evita ciertas contradicciones, sino que tiene otras
cuencias dtiles (véase el ejercicio 1.11):

Axioma de los conj .
juntos (A.C.). Si X ] ;
ACX tol que A sy (A.C)). Si X es un conjunto, X # O, eziste

toncr;:r ZJ;HEIOI,E del a.xiome.a. (A.C.) se deduce que si A es un conjunto en-
et g n efecto, si A € Ay X = {A}, no podria existir B € X tal
o it ,c;;ues necesariamente serian B= Ay BNX = {A} # @. Tal
tal que o glé)Aa( : ‘© paso que dado un conjunto A siempre existe un objeto a
(AC) o émese g = A?,' lo cual puede ser importante. Del Axioma

-C.) se deduce que la relacién ¢ = no es colectivizante. En efecto, si
A={z:z ¢ x} fuere un conjunto, dado que A ¢ A, se tendria que A € A,
lo cual es absurdo. De la misma manera se verifica (ejercicio 1.11) que z = 2
no es colectivizante. Nosotros no proseguiremos esta discusién, la cual es
el objeto de las teorias axiomé4ticas de los conjuntos (véanse (9], [19], [24],

[5))-

e
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Definicién 1.6. Si X es un conjunto, el conjunto de los subconjuntos de
X es
p(X)={A:AC X}. (1.10)

Claramente @, X € p(X), con p (@) = {@}. El conjunto g (X) se conoce
también como el conjunto de las partes de X.

Definicién 1.7. Una familia de conjuntos con indices en el conjunto I es
un aplicacién f : I — C, donde C es un conjunto (clase) de conjuntos. Si
A; = f(4), es usual escribir f = (A;);e;-

Si (Ai);; es una familia de conjuntos, Uier Ai (la union de los Aj)
scr4 el conjunto de los elementos que estén al menos en uno de los A; (con
Uje; Ai = @ si I = @). Decir entonces que = € Uier Ai es equivalente a
decir que existe i € I tal que z € A;. A su vez, si] # @, NiesAi (la
interseccion de los A;) serd el conjunto de aquellos objetos que estan en
todos los A;, y decir que z € [);¢; Ai es equivalente a afirmar que z € A;
para todo ¢ € I. Las relaciones

1L X NUerdi =Nier (XN 4), (1.11)
2. X\nie[Ai = UiEI(X \Ai),

vélidas si I 3 @, y conocidas como leyes de De Morgan, serén itiles en
el futuro. Verificaremos la primera de ellas. El argumento es tipico de
los usados para este tipo de comprobacién: sea £ € X ~ Ui Ais entonces
g€ Xyz¢Ur i asf que z € X y, para todo i € I, = ¢ A;; entonces
€ X N A; para todo i € I, y serd z € (\;¢; (X \ A;); reciprocamente, si
T € Nies (X N Ai),serd z € X N A; para todo i € I, y, por lo tanto, T € X
y, para todo i € I, z ¢ A;; se concluye que z € Xy z & U;er As, ast que
re X~ UiE I A;.

Nota 1.6. Tal como en la nota 1.1, admitimos que al definir un conjunto o
partir de ciertos objetos o de otros conjuntos, este conjunto eziste (aunque
puede ser vacio). Asi,si X es un conjunto, (X) existe y es un conjunto, y
si I ylos A;, i € I, son conjuntos, también (J;c; Ai ¥ ;e Ai son conjuntos,
éste tltimo si I # @. Si I = &, Micr Ai no estd definido; sin embargo,
frecuentemente se conviene en darle cierto significado: por ejemplo, si todos
los A; son subconjuntos de un mismo conjunto X, es usual (y en cierta forma
natural) tomar (J;eg Ai = X (pues si z € X, noexiste ¢ € I tal que z ¢ Xi)-
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1.2. Los niimeros reales

Supo'ndremos que el lector estd familiarizado en alguna medida con las
p.ropledades bésicas del sistema (R ,+,-,R4) de los ndmeros reales. Este
SISt.e'ma se define pidiendo en primer lugar que la adicién (+) y la multipli-
cacml% () sean leyes de composicidn interna en R, el llamado congunto de
los niimeros reales (es decir, que sean aplicaciones de R x R en R). Asi que
z+yy z-y (es también costumbre escribir zy en lugar de z-y) son nimeros
Tea'.le's S1Zy y lo son. Se pide ademas que existan en R dos elementos
privilegiados distintos 0 y 1 tales que

z+0=z, z- 1=z, z € R; (1.12)

que para todo z € R exista (—z) € R tal que
T+ (—z)=0 (1.13)

Y también, cuando z # 0, exista z~! tal que
z-z7l=1. (1.14)

Se pide finalmente que tales leyes satisfagan las relaciones

L z+(y+2)=(z+y)+z
2 oty—yta, (1.15)
3. z-(y-2)=(z-y) =
4 z-y=y- =z, (1.16)
5. z-(y+2)=z-y+z-z (1.17)

CSLZZ_?;;: e(;t:onces'Que 0 es.e’l elemento neutro aditivo y que (—x) es el inverso
z=bt (_:’)' lLa ecuacion a + x =_f) tendrd entonces la unica solucion
(0t (ea)) 2 b( icual se denota también con b — a), pues a + (b + (—a)) =
resulta de obs =0+b = b, de .lo cual ¢ = b — a es solucién. La unicidad
- ervar que si también a + ¢ = a + ¢/, entonces ¢ = ¢/, ya que
fl;c(—a)l+ (a’ te)= ((—.a.),+ a)+c =0+¢ = ¢, lo cual se conoce como ley
ance acidn de la adicién. Se deduce que si a + z = a, necesariamente
=0,y sia+z =0 entonces z = (—a). En particular, — (—a) = a, pues
ambos, a y — (—a), son soluciones de (—a)+z=0.

Dea-(0+0) =a-0+a-0 = a-0 se deduce que a-0 = 0 cualquiera que sea
a € R (pues ambos, a-0 y 0 resuelven la ecuacién a-0+2z = a- 0). Entonces
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(—a)b = —ab, ya que ambos (—a) b y —ab son soluciones de ab+x = 0. De
la misma manera a (—b) = —ab, y también (—a)(—b) = ab, ya que ambos

resuelven (—a)b+ z = 0. Por otra parte, -y #0siz # 0y y # 0, pues
-y =0implica,siy #0,que (z-9)-y" ' =0y 1=0=z-(y-y7}) =
r-1 = z. Esto garantiza que (-) es una ley de composicién interna en
R* = R\ {0} (es decir, una aplicacién de R* x R* en R*). Sia € R*, la
ecuacion az = b tendrd entonces la solucién tnica x = ba~! = a~b (escrita
también ¢ = (—i o ¢ = b/a). En efecto, a(a™'b) = (aa~!)b=1b=b, y
si también ac = ac’ entonces ¢ = a”!(ac) = (a~'a)¢ = ¢ (propiedad
cancelativa de la multiplicacion). Nétese que si a # 0 entonces afa = 1y
1/a = a~!. Ademss, si a # 0 entonces a~! # 0 (puesa-a~! =1 #0) y
(a")_1 = a, pues ambos resuelven e~z = 1; y si también b # 0, entonces
(ab)™! = b~1a~!, pues b=la~! y (ab)~! son ambos solucién de (ab)z = 1.
Se dice que 1 es el elemento neutro multiplicativo y, si a # 0, que a~!lesel
inverso multiplicativo de a.

Las relaciones (1.12) a (1.17) se conocen como los aziomas algebraicos
de R. La estructura de orden de R estd determinada por el conjunto R, de
los nidmeros reales positivos. Si para A, B C R definimos

A+B ={z+y:z€ A,y € B},
AB ={zy:z€ A,y € B},
-A ={-z:z €A},

se pide que el conjunto R tenga las propiedades fundamentales siguientes:

R-f- n (_]R'i') = {0} )

R=R;U (_R+) s

R+ C Ry (1.18)
R,R, CRy.

Ll e o

Estas relaciones se conocen como los ariomas algebraicos del orden de R
(posteriormente daremos otro axioma de orden, de naturaleza méas com-
pleja). Si a,b € R, la notacién a < b (léase a es menor o igual que b)
significar que b — a € Ry, y la a > b (léase a es mayor o igual que b), que
b < a. Como es claro, a > 0 equivale a que a € R;. Decir que a € (—R4)
es equivalente a decir que a = —b, b € Ry, o, lo que es lo mismo, a que
—a € R,; esto ultimo equivale, dado que —a =0—a, aquea < 0, y se dice
en tal caso que a es un nimero real negativo. R— := (-R;) se denomina
el conjunto de los mimeros reales negativos. Es iitil recordar que st @ € R
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entoncesa € Ry oa€R_,yquea € R_ si y s6lo si (—a) e Ry, a € R si
y sdlo si (—a) € R_. Las dos primeras propiedades en (1.18) se traducen
en

1. Sia<0ya>0, entonces a = 0.

2. SiaeR,entoncesa<06a=0. (1.19)
Las dos iltimas se sintetizan en
Sia>0yb>0,entoncesa+b2>0, ab>0. (1.20)

Las afirmaciones en (1.19) son atin respectivamente equivalentes a las
Sia<byb< a, entonces a = b, (1.21)

Yy
Dadosa,beR, a<b 6 b<La,

lo cual se verifica inmediatamente.

(1.22)

Teorema 1.2. La relacién < tiene ademds las siguientes propredades:

1. a<a,

1.23
2. Sia<byb<ec, entonces a < ¢, ( )

cualesquiera que sean a,b,c en R.

Demogtmcio’m (1) es clara, pues a —a = 0 € R,. Ahora, las hipétesis de
(2) gatantizan que b—a yc—bestdinen R, ,y comoc—a = (c—b)+(b—a),
(1.20) asegura que ¢ —a € R,. O

Nota 1.7. Las afirmaciones (1.21) y (1.23) expresan que < es una relacion
de orden. Si se afiade (1.22), esta relacién es lo que se conoce como una
relcfcz'én de orden total o un orden lineal (dos elementos cualesquiera de R
estan siempre relacionados o son siempre comparables). La relacién (1.20)

€Xpresa que < es en cierta forma compatible con la adicién y la multipli-
cacidn.

Nota 1.8. Para un niimero real a se tiene que a € Ry o (—a) € R;. Esto
implica que a® = a-a € Ry, pues a2 = @ - a = (—a) (—a). En particular,
1=1-1€R,;. Nétese quesia € (~R,)yb e R, entonces a < b (pues
a<0y0<b).

Nota 1.9. Sia,b € R, a < b (léase a es estrictamente menor que b) significa
quea<byas#b Comoesclaro,a <bsiysslosia<boa=5b En
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lugar de a < b es también corriente escribir b > a (léase b es estrictamente
mayor que a). Sia > 0, se dice que a es estrictamente positivo. Sia <0,
que a es estrictamente negativo.

Si A es un subconjunto de R, un elemento a de R tal que a =2 = para
todo z € A se denomina una cote superior de A (si a < z para todo z € A4,
a es una cota inferior de A). Sia € Ay es cota superior de 4, se dice que a
es un mdzimo de A (un minimo si a € A y es cota inferior de A). Si a,b son
ambos maximos o minimos de A, a < by b < a, asi que a = b. Es decir, un
conjunto A tiene, si lo tiene, un dnico mdzimo: max A (y, también un dnico
minimo: min A). Si a,b € R, es claro que méx{a,b} = a o mix{a, b} = b.
De igual manera, min{e,b} = a o min{a, b} = b.

Si A C R, At denotars el conjunto de las cotas superiores de Ay A™
el de sus cotas inferiores. Decir que a € AT (respectivamente, a € A7)
es equivalente a decir que no existe b € A tal quea < b (respectivamente,
b < a). Por ejemplo, Rt = RY = @ (si a € R, no puede ser a > z para todo
r € R,, puesserfana € Ry, a+1€ Ry ya+1<Za, lo cual es absurdo).
También R- = @, y @+ = @~ = R (pues dado a € R, no existe be @ tal
que a < b o b < a). Por otra parte, (~R4)" = Ry, Rz = —Ry, y O es
méximo de (—R4) y minimo de Ry.

Definicién 1.8. Si A C Ry At # @, se dice que A es acotado superior-
mente (respectivamente, inferiormente, si A~ # @). Si At #£ o # A7, se
dice que A es acotado.

Teorema 1.3. Un subconjunto A de R es acotado si y slo si existe a 2 0
tal que —a < z < a para todo T € A.

Demostracién. Supéngase que A es acotado. Si A =@, seaa = 1 (como
no existe z € A tal que > 1 o que z < —1, entonces -1 <z <1 para
todo z € A). Si existe z € A, sean c € At, d € A™. Comod<zyc>zx
entonces d < ¢. Sea entonces a el méximo de {—d,c} : a = méx{—d, c}.
Como ¢ < a, es claro que z < @ para todoxe€ A. Asuvez, - z<—-d<a
para todo z € A, asi que z > —a para tales z. Lo reciproco es trivial. O

Definicién 1.9. Si a € R, el valor absoluto de a es |a| := méx {a,—a}.

Nétese quesi a € R, a < méx {a, b}, b < méx {a,b} . Como |a| = méx {a,—a},
es claro entonces que a < |a| y —a < |a|. Por lo tanto,
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1. —la|<a<|q].
De 1, se deduce que |a| > — |a|,, de modo que
2. |a| = 0.

Evidentemente [0| = méx {0,0} = 0. Por otra parte, de 1, se tiene que si
la| =0 entonces 0 < a < 0, de modo que que a = 0. En resumen,

3. la}=0siysélosia=0.
Como méx {— (-a), —a} = méx {a, —a}, se tiene que
4. |-a| = |a|.

Sile|] < b entonces méx {—a,a} < b,asique —a < bya < b, osea —b <
@ < b. Por otra parte, si ~b < a < b entonces —a < by a < b, de lo cual
la] = méx {~q, a} <b. Luego

O la|<bsiysslosi—b<a<b.
Como evidentemente, de (1), — (Ja| + |b]) < a+ b < |a| + [b], se obtiene que
6 la+b| < Ja} + |8,

Y de 6, se deduce |a| = [(a - b) + b| < Jo — b]+ bl asf que Ja| — 6] < |a = b].
lg;lalmmte bl — |a] < |b— a| = |a — b, de lo cual se obtiene que |a — b| <
=18l < la — b]. De modo que 5, implica que

7 lal = 13} < |a —b|.

C(.zmo es obvio, a > 0 si @ = |a|. Por otra parte, si @ > 0 entonces —a < 0,
aslque —a < ay |o| = mix {—a,a} = a. Es decir,

8. |a|=asiysélosia20.

De 8,. se deduce, en particular, que ||a|| = a. Como |—a| = |a], se tiene
también que

9. la| = —asiy sélosia < 0.

Teniendo en cuenta entonces que (—a) (—b) = ab, se concluye que si ab > 0
entonces lab| = ab = (—a) (—b) = |a||b]. Y siab < 0, de (—a)b > O se
obtiene también que |ab| = |(~a) b| = |—a| |b] = |a| |b|. En consecuencia,
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10. |ab] = |a||b].

Nétese finalmente que |a|> = |a||a| = a-a =a? y que |a + b] = |a| + |b] si y
sélo si |a + b|? = (|a| + |6)? , 1o cual ocurre si y sélo si ab = |a] |b|, es decir, si
y sblo.si ab > 0. También se comprueba ficilmente que, |a — b| = ||a| — [b]]
si y sélo si ab > 0.

Es claro que A C R es acotado si y sélo si existe b € R tal que |a| < b
para todo a € A.

Las propiedades (axiomas) tanto algebraicas como de orden que hemos
supuesto hasta ahora para R son intuitivas y muy razonables para describir
un sistema del cual se espera que sea tan rico como los nimeros reales de
nuestra experiencia cotidiana. Hay, sin embargo, muchos sistemas numéri-
cos que satisfacen todas las propiedades anteriores y que pueden ser muy
distintos de R. El sistema (R, +, -, Ry) tiene, sin embargo, una dltima
propiedad que lo caracteriza (véase, al respecto, el ejercicio 1.39), y cuya
naturaleza es algo més sutil que la de las otras.

Axioma de caracterizacién de los reales (A.C.R.). Si A es un subcon-
junto no vacio de R y A% # @&, AT tiene un minimo.

El axioma (A.C.R.) se atribuye a Arquimedes y se conoce también como
el azioma de completez del orden de los reales. No es un axioma algebraico,
pues no es una afirmacién sobre una operacién binaria, ni sobre el resultado
de efectuar una tal operacién sobre los elementos de R. Sus implicaciones,
incluyendo las algebraicas, son, sin embargo, miiltiples.

Si AT tiene un minimo y @ = min A*, se dice que a es el extremo superior
de A :a =supA := min A*. Claramente a > z para todo = € A, es decir,
a es cota superior de A; y si b < a, debe existir z € A tal que b < z. Estas
dos propiedades caracterizan completamente a sup A. Anélogamente si A~
tiene un méximo a, se dice que tal méximo es el extremo inferior de A :

a=inf A :=méxA".

Nota 1.10. Si A # @y A~ # ©,de A™ = —(—A)" se deduce que
(~A)t # @. También (—A) # @, y como —min (—4)* = méx (A7), se
deduce que si A y A~ son no vacios, A~ tiene un mdzimo. Es decir,
A tiene un extremo inferior. Se tiene ademés que inf (A) = max(4A™) =
—min(-A)" = —sup(—A4).
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Nota 1.11. En el axioma de caracterizacién de los reales es necesario hacer
dos hipétesis sobre A, A # @, AT # &, para poder asegurar la existencia
desupA Por ejemplo, @+ =R y R no tiene un mfnimo, asf que sup @ no
existe. Tampoco existen supR y supRy, pues R* = RT = &. A su vez,
para asegurar la existencia de inf A hay que suponer que A # @ y A~ # 3.
Pare garantizar la ezistencia simultdnea de inf A y sup A se debe entonces
suponer que A es acotado y no vacto.

1.3. Los niimeros naturales

Definicién 1.10. Un subconjunto A de R es (finitamente) inductivo si

1. 0eA,y
’ 1.24
2. Sia € A, entonces a + 1 € A. ( )

_LOS Col?juntos R y R4 son inductivos. Si (A;);c; es una familia de subcon-
Juntos inductivos de R con I # @, obviamente A = ();c; A: es inductivo.

Definicién 1.11. E conjunto interseccién de todos los subconjuntos in-

du"tli;i'OS de R se denomina el conjunto de los niémeros naturales y se denota
con N,

. EV'{dentemente NCR,. De hecho NCA si A es inductivo, y si A es
inductivo y A C N, necesariamente A = N. Como N contiene, por ejemplo,
el conjunto N/ formado por 0 y por los niimeros de la forma n+1 con n € N,
¥ este conjunto es inductivo (0eN,ysine Ny m=n+ 1€ N entonces
Mm+1=(Mm+1)+1€N, puessn+1 € N), se deduce que N=N'. Es
decir, N={0}U{n+1:n¢ N}, y como n+1 = 0, n € N, implica que
le(-N) ¢ R_,delocual 1 € R.NR_, y asi 1 = 0, que es absurdo, se
deduce que la unién es disyunta. Esta observacién se debe a G. Peano, y se
expresa usualmente diciendo que todo nimero natural m 7 0 es el sucesor
de algiin otro (m =n + 1), pero 0 no es el sucesor de ningiin otro natural.
Algunos elementos de N son entonces 0, 1 = 0+1,2 := 1+1, 3 := 2+1, 4 :=
3 +1,...,.etc. Se obtiene entonces el siguiente teorema.

Teorema 1.4. Si m es un nimero natural entonces m = 0 y si m > 0,

necesariamente m > 1. Es decir, no existen nimeros naturales m tales que
O<m< 1.
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Demostracién. La primera afirmacién es clara, pues NCR,. Sim >0
entonces m #0,asiquem=n+1,n€N,delocualm—-1€eR ym>1.
O

Teorema 1.5. Si m y n son numeros naturales, m + n es un nimero
natural.

Demostracion. Sea N” el conjunto de los mimeros naturales m tales que
m +n € N para todo n € N. Evidentemente 0 € N”, y si m € N”, también
m+1 € N’ pues (m+1)+n = (m+n)+1 € N para todo n € N. Entonces
N” C Ny N” es inductivo, asi que N=N". O

Teorema 1.6. Si m > n son naturales, m — n es un natural.

Demostracidn. Sea N el conjunto de los naturales n tales quesim € Ny
n < m, existe p € N con n+ p = m. Evidentemente 0 ¢ N” ysine N"y
n+1<m,meN,dado que m=p+1, p €N (pues m # 0), se tiene que
n < p. Existird entonces ¢ € N tal que n+q = p, de lo cual (n + 1) +g =m.
Entonces N = N, pues N es inductivo. 0

Corolario 1.1. Si m < n son naturales entonces m+ 1 < n. Lo mismo,
st m < n+ 1, enfonces m < n.

Demostracién. Si fueran < m+1, seria 0 < n—m < 1, lo cual es absurdo,
puesn—meN. O

Teorema 1.7. (Principio de buena ordenacion de N). Si A C N es no
vacio, A tiene un minimo. De hecho, inf A = min A.

Demostracién. Como 0 € A~, A~ # @. Sean a = infA y m € A tal que
m < a+1. Entonces m—1 < a, de lo cual m—1 < n para todo n € A, osea
m < n para todo n € A, asi que m = min A. Ademds m = g, pues @ = M
yaqueme A, ym<a,puesm€E€A” ya=mixA~. U

Teorema 1.8. (Arquimedes). El conjunto N no es acotado superiormente.
Si a,b son reales y a > 0, existe n € N tal que na > b.

Demostracion. Sifuera Nt # @, existiria a = supN. Esto es absurdo, pues
existirfa n € N tal que a — 1 < n, de lo cual a < n+ 1 € N. Ahora, si fuera
na < b para todo n € N, se tendrfa que b/a € N*. O
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Nota 1.12. Del teorema 1.8 se deduce quesia € Ry a > 0, existe n € N,
n > 0, tal que 1/n < a. Si A C N es superiormente acotado y no vacio,
Yy si a = sup A, necesariamente a € A; es decir, a = max A. En efecto,
existird n € A,n > a — 1, asi que n > m para todo m € A. Entonces,
n = méxA, ycomon € A, n < a. Por otra parte, como n € At y
a = min A+, también a < n.

Un método frecuente de demostracién est4 basado en el siguiente teore-
ma.

Teorema 1.9. (Principio de induccién). Si P (z) es una afirmacion sobre
une variable z, y si

1. P(0) es verdadera, y

2. P(n+1) sededuce de P(n) paratodon € N,
entonces P (n) es verdadera para todo n en N.

Demostracion. Sea N = {ne N: P(n)}. Claramente 0 € N,ysineN,
de modo que P (n) es verdadera, también P (n + 1), al deducirse de P (n),
lo serd. Entoncesn+1€N, ysera N=N. O

]!T:jemplo 1.1. Como aplicacién del teorema anterior demostraremos que
81 m € N entonces mn € N para todo n € N. Sea m € N arbitrario
pero fijo, y sea P (z) la condicién “mx € N”. Entonces P (0) es verdadera
(pues m0 = 0 ¢ N), y si suponemos que P (n) es verdadera también lo

ie;é‘ P(n+1), puesto que m (n + 1) = mn + m € N se deduce del teorema

La siguiente forma del teorema, 1.9 sers también usada en lo que sigue.

Cor?lario 1.2. Sean P (z) una afirmacidn sobre una variable x, m € N.
Supdngase que

1. P(m) es verdadera.

2. De la validez de P (k) para todo los k € N, m < k < n, se deduce la
validez de P (n).
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Entonces, P (n) es vdlida para todo n € N, n > m.

Demostracidn. Sea X el conjunto de los k € N, k > m, tales que P (k) es
falsa (es decir, que “no P (k)” es verdadera). Demostraremos que X = &.
En efecto, si fuera X # &, existirian = min X (pues X C N). Comon € X,
P (n) es falsa. Ademds m < n, pues P (m) es verdadera. De hecho, P (k) es
verdadera para todo m < k < n. Pero esto implica que P (n) es verdadera,
lo cual es absurdo. Entonces X = &, y P (k) es verdadera para todo & € N,
k>m. 0O

Usaremos el teorema 1.9 y el Colorario 1.1 sin mencionarlos explicita-
mente.

1.4. Numeros enteros y aritmética elemental

Definicién 1.12. El conjunto Z = NU (—N) se denomina el conjunto de los
nimeros enteros. Sia € Z, se dice que a es un numero entero.

Como es claro, decir que m € Z es equivalente a decir que m € N o
—m € N. Por lo tanto, n € Zsi y sélosim € Ry |m| € N.

Una de las propiedades més notables e importantes del conjunto Z de
los enteros se establece en el siguiente teorema.

Teorema 1.10. (Euclides). Si m,n € Z, n# 0, ezisten q,r € Z, 0 <1 <
|n|, dnicos, tales que m =ng+r.

Demostracion. Nétese que T es siempre un nimero natural. Podemos
suponer también que n es un natural, pues si m = nq +r, también m =
(—n) (—q) + r. Supongamos primero que 7 es un natural y razonemos por
induccién. Si m = 0, la afirmacién es evidente con ¢ = r = 0. Supongamos
entonces que m =ng+r, 0 <r < n, asique0<r+1<n Sir+l<mn,
la afirmacién en m + 1 es clara, pues m+1=ng+(r+1). Sir+1=n,
entonces m + 1 = n(g+ 1) + 0, es también de la forma deseada. Esto de-
muestra la afirmacién para todo m € N. Ahora,sim <0y (-m) =ng+r,
0L<r<nseram=n(—q)sir=0ym=n(-¢g-1)+(n—r)sir>0.
Esto completa la demostracién de existencia, pues 0 < n—r < n. La unici-
dad resulta de observar que si m,n > 0 son enteros entonces nm > n, de lo
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cual ng+r = ng + ', que equivale a n (¢ — ¢') = v’ — r < n, es imposible
cong>q. O

Se concluye que todo niimero entero m es d= una y sélo una de las formas
m =2k o m = 2k + 1, donde k € Z. En el primer caso se dice que m es
par; en el segundo, que es impar.

Sim,ne€Zy q,r €Z son tales que m = gn+1r con 0 < r < m, se dice
que q es el cociente de dividir m por n y que 7 es el resto de tal divisién. Es
usual escribir ¢ = ¢ (m,n) y r = r (m,n). Nétese que si m,n € N, también
g€ N.

Sia,b e Z entonces a+b € Z. Estoesclarosia,be€ N;ysia,be (—N)
entonces — (a + b) = (—a) + (—b) € N, de lo cual a+b € (—N). Por iiltimo,
sia,b € Nentonces a+(—b) =a—beNsia>bya+(—b) = —(b+ (—a)) =
—(b-a) e (-N) sia < b. También ab € Z si a,b € Z, como resulta de
:)as1 relaciones ab = (—a)(—b) y —ab = (—a)h = a(-b). Como es claro,

1 € Z.

Definicién 1.13. Sean a,b € Z. Se dice que 2 divide b, que a es un divisor
de b, 0 que a es un factor de b, y se escribe a ' b, si

1. q *0
2. Existe c € Z tal que b = ac.
Se dice también que b es un mailtiplo de a.

Como se verifica, inmediatamente, a|b es equivalente a cualquiera de las
afirmaciones siguientes: a | 8], lal | 1bl, lal| b, al(=b), (—a)|b, (—a)|(—b).

Sia=00siano es un divisor de b, escribiremos a { b (a no divide b).

E?bclajro que si a # 0 entonces a | 0 (pues a-0 =0) y que a | b si y sélo si
T(0,a) =0.

Es evidente que si a, b, ¢ € Z, entonces

1. a|a (sia#0).

2. Sia|by b#0entonces |a] < [b].
3. Sia|by b|aentonces |a|] = |b].
4. Sia|by b|centoncesa|c.
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Definicién 1.14. Sean a,b € Z tales que a2 + 4% > 0. Se dice que d es un
mdzimo comun divisor de a y b, si

1. d>0,
2. dlay d|b,
3. clay c|bimplicac|d.

La propiedad (2) expresa que d es un divisor comin de a y b. La propiedad
(3) implica que cualgquier divisor de a y b debe ser menor o igual que d, de
lo cual el nombre dado a d.

Si a,b € Z, no es evidente que exista un d € Z, maximo comin divisor d
de a y b. Sin embargo, de lo dicho anteriormente se deduce que, si existe,
es dnico. En efecto, si d’ es otro, entonces d |d' y d' | d, delo cual d = d’.

Teorema 1.11. (Bezout). Si a,b € Z y a® +b? > 0, eziste d € Z, el cual es
mdzimo comin divisor de a y b. Mds ain

d = ma + nb, (1.25)
donde m,n € Z.

Demostracién. Sea A = {za +yb > 0: z,y € Z}. Es claro que A € N,
y tomando z = a, y = b se deduce que A # @ (pues a® + b> > 0). Sea
d = min A (teorema 1.7). Como d € A, es claro que d > 0, y existen ademés
m,n € Z tales que d = ma + nb, relacién que asegura que si ¢ layc|bd
entonces ¢ | d. Veamos qued | a y d | b, lo cual completard la demostracion.
Si suponemos, por ejemplo, d { a, se tiene que @ = gd+7 con 0 < r < 4,
asi que r = (1 — gm) a+(—qn) b, lo cual es absurdo, pues implica que 7 € A.
De la misma manera se razona si d { b. Esto demuestra el teorema. 0

En vista de su existencia y unicidad, denotaremos con mcd(a,b) el mé-
ximo comun divisor de a y b (cuando a? + 4% > 0). La relacién

mcd(a, b) = ma + nb

dada en el teorema 1.11 se denomina una relacién de Bezout pare mecd(a, b) .
En general m y n no son unicos (véase el ejercicio 1.29).

Corolario 1.3. Sia,b€Z, a2+b*>>0y d>0,d=mcd(a,b) siy sdlo st
d es un divisor comin de a y b y existen m,n € Z tales que d = 1na + nb.
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Demostracion. Del teorema 1.11 sabemos que si d =mcd(a,b) entonces
d > 0, d es un divisor comiin de a y b y existen m,n € Z que verifican
(1.25). Sélo resta por demostrar que si d > 0 es un divisor comiin de a y
b, y d = ma + nb, m,n € Z, entonces d = mcd (a,b). Pero esto es obvio,
puessic|ay c|b, de d = ma+ nb se deduce que ¢ | d. O

Nota 1.13. Si a,b € Z, el solo hecho de que d = ma+nb > 0, m,n €

Z, no asegura que d = med (a,b). Se necesita que d | a y d | b. Por

ejemplo, 2 = 3.5+ (—1)-13, pero 2 #med(5,13) = 1. Mas generalmente, si

mcd(e,b) =1, en cuyo caso 1 = ma+nb, m,n € Z, para todo d > 0 se tiene

que d = (md) a+ (nd) b, y ningiin real d > 1 puede ser mcd(a, b) . Obsérvese,

iull embalrgo, que si 1 = ma+ nb, m,n € Z, entonces 1 = mcd (a, b), pues
ayl]b.

Nota 1.14. Sia?2+5 >0 y d > 0 es un divisor comin de a y b, entonces
d'Z ¢ para todo divisor comin c de a y b si y sdlo si d = mcd(a,b) (pues
s1 d > ¢ para todo divisor ¢, entonces med(a,b) < d, y como d | mcd (a,b),
bor ser un divisor, también d < med (a,b). Por otra parte, ya hemos visto
que si d = med (a, b) entonces d > ¢ para todo divisor ¢ de a y b).

Evidentemente, 5 = med (10,15) y 5 = (—1) 10 + 15; 2 = med (14,22) y
2=2.224 (-3)-14;1 =med(3,5) y1=2-3+ (=1) - 5. Sin embargo,
7=14.3 4 (=7) .5, pero 7 # med (3,5) . Nétese también que med (a,b) =

7oA (416) = med ], 5) = md o, ) = med (~2,8) = mod e ) =

T(;Ore'ma 1.12. Si d = med(a,b) y ¢ > 0, entonces mecd(ca,cb) = cd. Si
ademds c|a y c | b, entonces d/c = med(a/c,b/c).

gemostrac.ién. En efecto, d = ma + nb, m,n € Z, y cd = m(ca) + n(cb).
domo obviamente cd | ca y cd | cb, entonces cd = med(ca,cb). También

/¢ = m(a/c) + n(b/c), y como d/c € Z, d/c | a/c y d/c | b/c, entonces
d/c = mcd(a/c, b/c). O

Ccirolario 14. Sia2+b >0 yd=mcd(a,b), entonces mecd(a/d,b/d)

Definicién 1.15. Si med(a,b) = 1, se dice que a y b son nimeros primos
relativos.
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Nota 1.15. Como es claro, a y b son primos relativos si y sélo si existen
m, n € Z tales que 1 = ma+nb. En tal caso se deduce que si c | a, también
med(c, b) = 1 (pues 1 = (mq)c + nb para algin g € Z).

Por ejemplo, 3 y 5 son primos relativos, y lo mismo es cierto de 8 y
21, pues 2-3+(-1)-5 =1y 8-8+(-3)-21 = 1. También 4 y 21
son primos relativos, pues 16 -4 + (—3) - 21 = 1. Nétese que 7 | 21 y que
1=16-4+(-9)-7=2-44+(-1) 7.

Nota 1.16. Es claro que si d # 0 entonces d | a si y sélo si med(d, a) = |d] .
En particular, med(1,a) = 1.

Los siguientes resultados son de gran importancia en la teoria elemental
de los nliimeros, y a lo largo de todo este curso.

Teorema 1.13. Si a | bc y mcd(a,b) = 1, entonces a | c.

Demostracién. Evidentemente existen m,n,q € Z tales que 1 = ma +
nb y be = ga, de lo cual ¢ = (mc)a +n(be) = (mc+ng)a. O

Corolario 1.5. Si mcd(a,b) = med(a,c) = 1, entonces med(a,bc) = 1.
En particular, si |a| > 1, entonces a t be.

Demostracién. Si d = mcd(a,bc) entonces d | be, y como también
d | a, entonces mcd(d, b) = 1 (nota 1.15). Se concluye que d | ¢, asf que
d =mecd(d,c) = 1 (pues d | a y med(a,c) =1). O

El corolario anterior se puede generalizar.

Corolario 1.6. Si mcd(e,a;) =1, i = 1,...,n, entonces mcd(a1,az - - - @n)
=1. Sila| > 1, entonces afaiaz- - an.

Demostracién. La afirmacién es evidente sin = 1,2. Y si n > 2, resulta de
un argumento inductivo, observando que a; : - - an = (a1-+-an-1)an. O

Nota 1.17. Se deduce que si a | (a1 - @n)@n41, y med(a,a;) = 1,
i =1,2,..,n, entonces a | an41 (pues med(a, ajaz -+ -a,) = 1, y basta
aplicar el teorema 1.13).

Teorema 1.14. Si a|c, b|c y med(a,b) =1, entonces ab | c.

Demostracién. Sean o', b’ tales que ¢ = aa’,c = bb' y m,n € Z tales que
1 = ma + nb. Entonces ¢ = mac + nbc = (mb' + na’) (ab). O

Definicién 1.16. Sea p € Z tal que
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1. p>1.

2. Sigq|p entonces gl =polq =1.

Se dice entonces que p es un numero primo. Es decir, p es un primno si y
solo si p > 1y sus nicos divisores son £1 y *xp.

Teorema 1.15. Si p > 1, entonces p es un primo si y sdlo si para todo
entero a, p | a 6 med(p,a) = 1, y las dos posibilidades son mutuamente
ezcluyentes. Por otra parte, si p > 1 no es primo, existen m > 1 y n > 1
en Z tales que p = mn.

Demostracién. Si p>lesprimoya € Zentoncesp|ladpta Sipta
entonces d = mcd (p, a) # p, y como d | p, necesariamente d = 1. Supdngase
reciprocamente que p no es primo. Entonces existe a € Z, 1 < a < p, tal
quea | p. Como es claro, pt a, y sin embargo, mcd(a,p) = a # 1. La tltima
afirmacién es trivial. [J

Nota 1.18. Evidentemente 2 y 3 son primos, y no es dificil verificar que
también 5 y 7 lo son.

Corolario 1.7. Sean p un primo y a,b enteros. Si p | ab, entonces p | a
0p|b. Mds generalmente, si ay,...,an Son enteros y p| a1 - - - an, entonces
Pl a; para algin 5, 1 < i < n.

Demostracign. Sj pta; para i = 1,2,...,n, entonces mcd(p, a;) = 1, asi que
(corolario 1.5) mcd(p, a; - - - a,) = 1. Entonces, pfa; ---an. O

Nota 1.19. Es claro que si p y g son primos, p | ¢ si y sélo si p = q.

Lema 1.1. Seaa e Z,a > 1. Entonces, existen nimeros primos p; < ... <
Pn, 2 1, tales que

a=7p1--*Pn- (1.26)

En particuler, existe al menos un primo p tal que p | a.

Demostracién. Sea X el conjunto de los a > 1 en Z para los cuales no
existen primos p; < ... <pp,n>1 talesquea =p1::- pn. Si X # @,
existe a = min X. Claramente a > 1 y no es primo, asi que existen b > 1,
¢ > 1 tales que @ = bc. Como b,c < a, entonces b,c ¢ X, y existirdn primos
que dividen b y primos que dividen ¢. Sea p; el minimo de tales primos
(tal minimo existe, pues el conjunto de los primos es un subconjunto de N).

B
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Claramente p1 | a ¥y a/p1 € X, pues a/p1 < a. Existirdn entonces primos
P2 < ... € pn, n > 2, tales que a/py = D2 - * - Pm, Y cOMoO p2 | @, p2 dividird b
oc, asi que p; < pa. Entoncesa =p;---p, y a € X, lo cual es absurdo.
Entonces X = @, y el lema queda demostrado. O

Teorema 1.16. Sia € Z y a > 1, ezisten primos p1 < ... < pp, n =21, ¥
enteros oy, ..., 0tn, @; > 0 para todo i, tales que

a=pf - pg". (1.27)
Tal factorizacion de a es ademds tinica, en el sentido de que st 1 < ... < Gm,
m > 1, son primos, Bi,...,Bm son enteros, B; > 0 para todo i, y también
a= qf’ - -gm*, entonces m=nyp;=¢,o=0;,1=12,..,n

Demostracidn. Agrupando primos iguales, la existencia de una factori-
zacién (1.27) es consecuencia obvia de (1.26). Demostraremos la unici-
dad, haciendo induccién sobre a. Ahora, si @ = p; es primo y también
a = qfl - qg{“, entonces p; | ¢; para algin i (corolario 1.6), asi que
P1 = qi, de lo cual py > qi, y si fuera py > g; se tendria que ¢ # 1,
g1 # p1 y @1 | p1, lo cual es absurdo. Entonces py = ¢;. Esto implica
ademds que 1 = qfl"lqu .- -qﬁ{", lo cual es también absurdo si m = 2 o
B1 > 1. Entonces m = 1y f§; = 1. Supongamos ahora que la afirma-
cién es cierta para todo 1 < b < a, y demostrémosla para a. Supongamos
@ =p...pan = gf'...gfr. Denuevop: | g - g (pues p1 | a),
asi que p; = ¢; para algin 1 < i < m, de lo cual p1 = q1. Anélogamente
q1 = p;j para algin 1 < j < n, delo cual g1 > p;. Entoncesi =3 =1y
a1 = p1, asi que b=pP T pg? - p3n = g Tlgf? -+ g Como1<b<a,
esto implica que m = n, que & — 1 = f1 — 1, az = Ba,...,an = fn y que
P1=q1,...,Pn =Gn- Entoncesm =mn,p; =¢ y & = BGi,i=12,..,n. O

Dada su importancia, el teorema anterior se conoce como el teorema
fundamental de lo aritmética.

Nota 1.20. Es claro que del teorema 1.16 se deduce la unicidad de la fac-
torizacién (1.26), pues agrupando términos iguales, una factorizacion (1.26)
es obviamente equivalente a una (1.27).

Nota 1.21. Si a # 0,1, |a| admite una factorizacién unica de la forr.na.
la| = p3 - p§r,n 21, p1 < .o < Py 4 > 0 para t_:odo i. Se dice
que tal descomposicién es la factorizacién de a en potencias de primos o,
también, la descomposicién primaria de a (si a # 0, un factor primario de
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a es un divisor m de a de la forma m = p", donde p es un primo y n > 1
es un entero). A su vez, la factorizacién |a| = p; - - - pm, donde m > 1
y p1 < ... £ pm son primos, se denomina su descomposicidn en factores
primos o, simplemente, su descomposicion prima. Nétese que si a < —1,
Q== P2 ya=—p1e pm.

Nota 1.22. Si|a| > 1y el conjunto {py, ..., p»} contiene los factores primos
de a, |a| puede escribirse en la forma

|C”l=p‘]:.u '”pgn: a; 20, i=1,2,..,n (128)
Como es claro, a; > 0 en (1.28) si y sélo si p; es un factor primo de a.

Del teorema 1.16 se deduce el siguiente corolario.

C9rolario 1.8. Sila]=pf---p2» y |b] = p?l ... pA", donde los pi son
primos y o; > 0, 8; > 0 para todo i = 1,2, ...,n, entonces

mcd (a,b) = p}* - - - pa" (1.29)
donde ; = min{e;, 3;}, 1= 1,2, ..., 1.
Demostracién. Si ¢ = p]* - - - p&*, es claro que ¢ layc| b ysiad =

a/ f:,b' = b/c, es también claro que si p; | @’ entonces p; { b’, y reciprocamente,
ast qu? ningiin primo p divide simultaneamente a a’ y '. Esto implica que
med(a’,¥) =1y asf med(a,b) = ¢. O

Sia,bez y ab # 0, se define el ménimo comin mailtiplo mcm(a, b) de
2y bpor
|ab]

mem (a,b) = med (@, 0)’ (1.30)

851 que si Ja| = pfs ... pan y |p| = pf1 ... p*, donde los p; son primos y
a; 20,6, >0, entonces

mem (a,b) = p? .. . pin, 4y = max{a;, i}, 1< i< m, (1.31)

como resulf;a inmediatamente de observar que méx{a;, 8;} + min{c;, 5;}
=o;+6;,i=1,2, ey M.

Teorema 1.17. SiabeZ y ab # 0, m =mcm(a, b) es un miiltiplo tanto
de a como de b; y si n es un migltiplo tanto de a como de b, n es un muiltiplo
de m. En particular, m < |nj.
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Demostracién. Evidentemente m =mcm(a,b) es un miltiplo de a y de b,

pues si d = mcd(e,b), entonces m = a(+b/d) = (+a/d)b. Ademss, si

n > 0 es un miiltiplo tanto de a como de b entonces d | n, y tanto (a/d)

como (b/d) dividen a (n/d). Como ademis mcd(a/d,b/d) = 1, también

b

% = % divide a (n/d) (teorema 1.14). Entonces m |n,y asim <n. 0O
El teorema anterior explica la razén del nombre minimo comin miltiplo.

Es frecuente convenir en que mcm(e,0) =mcm(0,0) = 0 para todo a € Z.

Es de esperar que el lector esté familiarizado desde sus estudios bésicos
con los procedimientos para obtener las descomposiciones prima y primaria
de un entero y para calcular los médximos divisores y los minimos multi-
plos comunes. Para finalizar esta seccién, presentamos el siguiente famoso
teorema de Euclides.

Teorema 1.18 (Euclides). El conjunto de los nimeros primos es infinito.

Demostracién. Supéngase, por el contrario, que sélo existen finitos primos
D1y Pn, ¥ S€a a = (p1 - -Pn) + 1. Debe existir al menos un primo p-tal
que p | a (lema 1.1). Pero evidentemente p # pi, ¢ = 1,2,...,n, pues p { L.
Esto es absurdo. Entonces, deben existir infinitos primos. 0O

Para las nociones precisas de conjunto finito e infinito, véase la seccién
1.11. Para un tratamiento de los enteros, andlogo al que hemos dado, véase
[15].

1.5. Los nimeros racionales

El subconjunto Q@ = {a/b : a,b € Z, b # 0} de R se denomina el sistema de
los niimeros racionales. Sir € Q, diremos que 7 es un nimero racional.

Recordamos que a/b = 2 = ap L. Supéngase un momento que a,b,c,d

son ndmeros enteros. Nétese que a/b = (—a)/(—b), lo cual implica que
todo nimero racional se escribe en la forma a/b con b > 0. Como es claro,
a/b = c/d si y sélo si ad = bc (con bd # 0). Como

' ad + be

c
== 1.32
d bd ( )

Z 4+
b
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—_— — ==

(1.33)

se deduce que (+) y (-) son clausurativas en Q, es decir, que r + 7' y rr/
estdn en Q si r y v’ lo estdn. Notese que 1 = 1/1 € Q y 0 = 0/1 € Q.
Como — (a/b) = (—a) /b, se deduce que si r € Q entonces (—r) € Q. Como
también (a/b)™' = b/a si a/b#0,0sea,sia##0,entoncesr~! € QsireQ
y r # 0. Finalmente como ac/bc = a/bsi ¢ # 0, se tiene que si med(a, b) = d
entonces a/b = ad~1/bd~! y, como es claro, med(ad~!,bd~1) = 1. Es decir,
todo nimero racional r se escribe en la forma a/b con b > 0 y med(a, b) = 1.
Se dice en tal caso que a/b es la forma reducida de 7.

Lema 1.2. Si A C Z es superiormente acotado y no vacio, y st a = sup A,
entonces a € A; es decir a = méx A.

Demostracién. En efecto, a — 1 no es cota superior de A, asi que existe
n€Acona~1<n,delocual a <n+1 Estoimplicaque m <n+1, 0
sea que m < n, para todo m € A, asi que n = méx A. Pero a < n, pues n
es cota superior de A; y también n < a, puesn € A. Entoncesa=n€ Ay
ea=mixA. O

Definicién 1.17. Siac R, definimos

la) := sup{m € Z: m < a}. (1.34)

38 dice que |a| es el mayor entero en a. También, que |a] es la parte entera
e a.

Nota 1.23. Nétese que como no es posible que a < m para todo m €
Z (pues serfa —a > —m para todo m € Z y, por lo tanto, —a seria, en
particular, una cota superior de N), siempre existird m € Z, m < a, asi que
el conjunto en (1.34) es no vacio. Como ademés a es cota superior de tal
conjunto, |a] estd bien definido y, en virtud de lema 2, |a] pertenece al
conjunto de la derecha en (1.34). Se tiene entonces que |a] € Z, y que
la] £a<|a)]+1,0seaquea—~1 < la] < a. De hecho, m = |a] siy
sélosimGZymSa<m+1o,loqueeslo mismo, si y sélo si m € Z
ya—1<m < a. En efécto, esta 1iltima relacién implica obviamente que
le) — 1 <m < |a], o0 sea, que {a] < m < |a].

Teorema 1.19. Sig,b€ERya < b, exister c Qtalquea < r < b.
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Demostracién. Sea m € N tal que m (b—a) > 1. Entonces [ma| < ma <
mb~—1,delocual ma< |maj+1<mb yasia<(|ma]+1)/m<b O

El teorema 1.19 tiene implicaciones importantes en diversas areas de la

matemaética (especialmente en el denominado andlisis matemaético).

1.6. Dos notaciones utiles

Sean a,, a3, ..., a, nimeros reales, n > 1. Escribiremos

n
Zak =a1+ a2+ ...+ an.
k=1

En particular, Z,lc=1 ar = a, Zi=1 ar = a) + ag.
Convendremos en que

1. n
Zak = zak.
k=1

k=n

m

Sil<!<m<mn,entonces ) ar =a;+ a1+ ... +am.
k=l
De igual manera definimos

n
Hak:al @9 - Qp.
k=1
1 2
En particular, [] ax = a1, [] ax = a1 a2 y convendremos en que
k=1 k=1
1 n

[los=TTo
k=n k=1

m
Si1<!<m,entonces [[ ax =a; a1 m-
k=t

(1.35)

(1.36)

(1.37)

(1.38)
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1.7. Los nimeros irracionales

Si a € R, definimos inductivamente

a®:=1, (a#0); a®:=a""la, n=1,2,... (1.39)
Nétese que entonces a™t! = g"a y a® ! = a"a"1,n > 0.
‘También definimos, si a # 0,
a":=(a”)7", n=-1,-2,... (1.40)

Nétese que (a=1) ™ en (1.40) ests ya definido en (1.39), y se deduce que
@™l = g"g, n < 0. En efecto, esto es clarosin = —1; y sin < —1, entonces
atl = (a-l)‘“-l = (a"l)—" (a-l)’l = a™a (pues —n > 0). Si m,n son
enteros, es facil verificar (por induccién sobre n si n > 0, y usando la relacién
(140) sin < 0) que para a € R,

1. a®ra~l=a"!, a#0,

2, g™t =ao™-a",

3. @) l=(aY)" =a"",
4. (@™ =a™ = (a™)™.

(1.41)

Se supone que si alguno de los niimeros m, n es menor que 0 entonces a 7 0.

Demostraremos (1) y (2). Supongamos primero n > 0 en (1). La
afirmacién es clarg si n = 0. Supongdmosla para n. Como entonces
a™tlg=1 o (a™a)a~! = g* = a(*+t)-1, la afirmacién queda demostrada
en este caso. Supongamos ahora n < 0. Entonces a”a™! = (a71)"a7l =
(a—l) T = gn (pues —n > 0). Veamos la demostracién de (2). Supon-
gamos primero m > 0 6 n > 0. Digamos n > 0. La afirmacién es evi-
dente si n = 0. Suponiendo entonces la validez de (2) para n, se deduce
que aMH(ntl) — (min)+l _ gmin, — o™ (a”a) = a™a™!. Sim > 0, se
procede de la misma manera. Queda entonces por considerar el caso m < 0,
n < 0, de modo que m + n < 0. Se tiene que a™*™" = (a—l)_(m'*'”) =
(=)™ (@™1)™ = a™a™ (pues —m >0y —n > 0).

También

(ab)™ = a™b™, (1.42)
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donde a,b # 0 si m < 0. Obviamente a™*#0y (a‘l)—1 =a sia#0. Es
también facil verificar (por induccién) que cuando 0 < a < b, entonces

a"<b, n=0,1,2,... (1.43)
En esta iltima circunstancia se tiene también que si a # 0 entonces
b "<a ™™ n=0,12,.. (1.44)

pues si a < b, obviamente b~ < o~ 1.

Demostraremos ahora un resultado aritmético 1til, con una consecuen-
cia sorprendente (por lo menos fue sorprendente para Pitdgoras). La de-
mostracién requiere sin embargo el axioma (A.C.R.) y no es, por lo tanto,
puramente algebraica. Requiere, ademds, de las dos observaciones prelimi-
nares siguientes. En primer lugar, si z,y € R, entonces

n
-yt =(z—-y) Zx"‘kyk“l, n> 1. (1.45)
k=1

Esto resulta inmediatamente de un argumento inductivo basado en la igual-
dad gt — gyt = 2" (z —y) + y(z" —y"). SededucequesiO <y <<z
entonces

ny" l(z-y) <z —y" <nz" "z -y), (1.46)

pues g7 kyk—1 < gn—kgk=1 = gn-1 gn—kyk-1> yn-1

Teorema 1.20. Sib>0yn €N, n > 1, existe a € R, a > 0, tal que
a™ =b. Tal a es ademds dnico.

Demostracién. Supdngase primero que b > 1, yseaA={r€R:z>0y
z" < b}. Como 1 € A, A es no vacio. Por otra parte b+ 1 es cota superior
de A, pues si z > b+ 1 entonces z* > (b+1)" > b+ 1 > b, asi que si

T € A, necesariamente z < b+ 1. Sea entonces ¢ = sup A. Clg,ramgnte
—-a

a > 0. Si fuera a® < b, podriamos tomar 0 < € < a tal que € < FiTpgn-T’

asi que, de (1.46), (a+€)" < n(a+¢&)" Te+a™ < (2" na* ) e+a” < b,

lo cual implica que a + € € A, que es absurdo. Tampoco puede ser b < a™,
n

a® —
nan—1
o™ — (a — €)® < na™le < a® — b, lo cual asegura que (a —¢€)" > b, que es
también absurdo, pues obviamente a — ¢ € A. Se concluye que a™ = b en
este caso. Si ahora suponemos 0 < b < 1 entonces b-1>1,ysiceR,c>0,

pues tomando 0 < e € aye < se obtiene, mediante (1.46), que
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es tal que ¢® = b~1, entonces (¢™1)" = (¢*) ™! = (b=1) ™! = b, y basta tomar
e =cl. Esto completa la demostraciéon de la existencia de a. Ahora, si
a" =c"=by0 < c< aentonces, de (1.46), 0 < n(a—c)c""! <0, delo
cual n(a—c)c*! = 0, asi que ¢ = a. Esto establece la unicidad de a y
completa la demostracién. O

Definicién 1.18. Sib > 0y n > 1 es un ndmero natural, el inico a > 0 tal

que a” = b se denomina la raiz n-ésima positiva de b y se denota con b1/™
o con ¥b.

Nota 1.25. Es costumbre escribir simplemente v/b en lugar de /6. Como
es claro, 1/ = 1 para todo natural n» > 1. Es también usual convenir en
que 0/ = O (pues 0" = 0). Cuando n = 2, se dice que b/™ = b!/2 es la
raiz cuadrade positiva de b. Cuando n = 3, que b1/™ = b1/3 es la raiz cibica
de b. Notese que cuando n es par, también (—bY/ 7)" = b. Por otra parte,

sin es impar y b <0, (- jol/)" =¢.

El siguiente resultado justifica el haber desviado la atencién del lector
hacia las anteriores consideraciones sobre las raices de niimeros reales. Para
otras justificaciones, véase la seccién 1.8, férmulas (1.54) y (1.85).

1/n

Teorema 1.21. Si p es un ndmero primo y n = 2, p/™ no es un nimero

facional

Demostracidn, Supéngase que pl/* = a/b, donde a,b € N con med(a, b) = 1.
Entonces P = a™/b"*, asf que p | a™, de lo cual p | @ y a = pc para algin
c€N. Se deduce que p*~1c* = b*, asf que p | b", y entonces p | b. Esto es
absurdo, pues mcd(a,b) =1. O

. Se deduce que R\ Q# 2. Siz € R\Q, sedice que z es un numero
urracional. Tal vez el més famoso de los nimeros irracionales, por ser el
primero conocido (Pit4goras), es v/2 (aunque 7 y e puedan ser més impor-
tantes). Los niéimeros irracionales son, en un sentido preciso, mas abundantes
que los nimeros racionales (véase la seccién 1.11). Que no son tan escasos,
se puede apreciar en el siguiente teorema.

Teorema 1.22. Si a,b son nimeros reales, con a < b, eziste un niumero
wrracional z tal que a < x < b.

Demostracién. En virtud del teorema 1.18, podemos suponer que a es
racional. Sea entonces n € N tal que n(b—a) > V2, de lo cual b >

=
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a+v2/n > a. Como a++/2/n es irracional (si fuera a+v2/n =71 € Q, se
tendria que v2 = n(r — a) € Q), el teorema queda demostrado. O

Nota 1.26. Sib>0yn €N, n> 0, entonces, por definicién, (bl/")n =b.
Por otra parte ™ > 0, y si (b")I/" = @ entonces a > 0 y b” = a", de lo
cual a = b, y también (b")™ = b. Es decir, si b > 0 entonces (bl/")n =
(6®)/™ = b para todon € N, n > 0.

Nota 1.27. Las consideraciones anteriores sobre las raices permiten dar
sentido a b" para todo b > 0 y todo r € Q. Basta, en efecto, definir

pn = (p™)/m (1.47)

para todo par m,n € Z, n > 0. Como se verifica inmediatamente, tam-
14 1/2\™ (o (pl/n\™ 1/n\™ T
bién b™/" = (b1/7)™ (si (b¥")™ = a entonces a > 0y [(b'/™) =

[(bl/")n]m = b™ = a", de lo cual a = (5™)/"). De esto se deduce sin

4 ’ T Y 4 .
maés que si b > 0 entonces (b")" =" = b’) y b"6" = b"*", cualesquiera
que sean r,7’ € Q. Si también a > 0, entonces (ab)” = a"b"para todo r € Q.
Para una definicién de a”, a > 0, r arbitrario en R, véase (7], capitulo 5,
nota 5.10, o el ejercicio 1.45 més adelante. No haremos uso de este concepto.

1.8. Los nimeros complejos

El sistema (C, +, -) de los nimeros complejos se obtiene al dotar C =R x R
de las leyes de composicidn interna

1. (a,b)+(c,d) = (a+cb+d), (1.48)

2. (a,b)-(c,d) = (ac — bd,ad + bc) .
En lugar de (a,b) - (c,d) es usual escribir simplemente (g, b) (c,d) -

Usaremos preferencialmente las letras z, £, { para denotar los elementos
de C, especialmente cuando aparecen como variables. Si z = (a,b) € C, a se
denomina la parte real de z : a = R (2) . A su vez, b es la parte imaginaria de
z:b=S(z). El nimero complejo Z := (a, —b) se conoce como el conjugado
de z.
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Es costumbre identificar el mimero complejo (a,0) con el nimero real a :

(a,0) = a. (1.49)
Esta identificacién permite considerar a R como un subconjunto de C.

También se definen

- (a,b) == (—a,-b),
- (Cl., b) = (—a, —b) )
(a,b) — (c,d) :=(a,b) + (—(c,d)) =(a—c,b—ad). (1.50)
El ndmero complejo
i:=(0,1), (1.51)

que juega un papel importante en la teorfa de mimeros complejos, se deno-
mina la unided imaginaria. De hecho, un nimero complejo de la forma (0,6)
se denomina un nimero imaginario. Dado que (0,b) = (b,0) (0,1) = bi,
Como resulta inmediatamente de (1.48) y (1.49), los nimeros imaginarios
son los multiplos reales de i. Se tiene que

¢ =(0,1) (0,1) = (-1,0) = —1. (1:52)
El tener la relacién (1.52) lo que hace interesante el sistema (C, +,-) .
Como
(a,b) = (a,0) + (0,b) = a + bi,
todo nimero complejo z se escribe
z=R(z) +S(2)i. (1.53)

Siz = (a,b) es un nvimero complejo, (1.48) y (1.49) implican que 2z = a?+b?,

¥ el nimero real
|z} := V2Z = Va?® + b2

se denomina valor absoluto de z (para la nocién de rafz cuadrada de un
numero positivo, véase la seccién 1.7). Claramente |z| = 0. Nétese que
lzl =vV22sizeR (pues b=0y z = a en 1.53).

(1.54)

Sean 2, £ nimeros complejos. Las siguientes afirmaciones se verifican
facilmente a partir de las definiciones (1.48), (1.50), (1.51) y (1.54), y las de

S
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R (2), S(z) y Z (algunas, como (8) y (9), con algo de paciencia):
1. |i =1,

R(z+£)=R()+R(E),S(z+8) =F(2) +3(§),

z es real si y sdlo siS (z) =0, si y sélosi z=R(z),

z4+zZ2=2R(z), z— %z =29(2)1,

z es real si y sélo si z = Z,

zZ=z,

z+E€=7Z+¢,

z€ =%,

2Z = |z|?,

10. |z] =0siy sélosi z=0,

11. 2| = |z = |-2],

12. Rzl < J2l, 192l < 2], |2l = /(®R2)? + (92)%,

13. |z| € |Rz| + [Sz| < V2|2

14. |2¢] = |2| [€] s

15. 26 =0siysélosi 2=06 ¢ =0 (de (10) y (14)),

16. Rz = 2] siy sblosiz =|z|.

Es también claro que R(2) = R(2), §(z) = -8 (3), R(2) = ¥ (i2) y que
S (2) = —R (iz).

N OO W

(1.55)

©

Si z, £ y ¢ son numeros complejos, se verifica inmediatamente a partir
de (1.48) y (1.50) que

L (z+8)+(=2+(+(),
2 sHE=Ets (156)
3. z2+0=z2,
4. z+(-2)=0.
Para a # 0 real y z complejo, escribiremos
a—lz = E = z/a — (w’?‘ﬁ) .
a a a
Definimos ahora, para z € C, z # 0,
-1, % 1.57)
T (
s 2 1. -1 1 -1 6 s
Es también usual escribir 27" = z= l/zyz—" €= S = &/z. Noétese que
.2 (1.58)
z |4
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férmula que suministra la manera més cémoda de efectuar la divisién de
mimeros complejos.

Con un poco de paciencia se verifica, a partir de (1.48) y (1.57), que

L. (26)¢ = z(&¢),
2. 2§ =¢z,

3. z-1=2, (1.59)
4. zz71=1, z#0.
Ademis
z-0=0 (1.60)
y
z(€+¢) = 2§+ 2¢. (1.61)

'I_‘al como en el caso de los niimeros reales, si a,b € C, la ecuacién a +z = b
tiene la solucién tinica z = b + (—a) = b—a. De igual manera, si a # 0,
también oz = b tiene la solucién tnica z = ba~! = b/a. Las propiedades
algebraicas de (C,+,-) son enteramente silmilares a las de (R, +,:). EnC
Do existe, sin embargo, una relacién de orden semejante a la que existe en

R, es decir, que sea compatible con (+) y (-). Véase al respecto el ejercicio
1.40.

La siguiente relacién es muy importante en la teorfa de los nimeros
complejos:

|z + €| < 2] + €] (1.62)
En efecto,
2462 = (2488 = l2I* +2€ + 2+ [€)°

2% + 2R (2€) + lEI? < |2 + 2= 1€] + 1€
= (l2| + €)%,

como se deduce de (4), (6), (8), (9), (11), (12) y (14) de (1.55). Notese que
de la demostracién, 1a igualdad en (1.62) es cierta si y sélo si & (28) = |=¢]
9 1o que es lo mismo (de (1.55), (16)), si y s6lo si 2€ = |2€|, que se da si y
301031§=O,O§#Oyz=a,§,a,e]R, a > 0 (témese a = |z| / |€]|). En total,
(1.62) es una igualdad si y sélo si 2, £ est4n sobre una misma semi-recta que
parta del origen (es decir, sobre un conjunto de la forma {az : a € R4},
2z €C, z#0). De (1.62) se deduce inmediatamente, teniendo en cuenta que
si @ y z son reales entonces |z| < a si y sélo si —a < z < a, que

liz| — €1l < |z — &. (1.63)
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En efecto, |2| < |z —€&|+ €] y |€] < |z — €| + |2], de lo cual — |z —¢| <
lz| — &l < |z — &].

Tal como lo hicimos para los nimeros reales, definimos inductivamente,
para z € C,

1. 2%=1,
2 zn —_ zn—lz’ n= 1’2’ 3, (1.64)
También,
= (21", 2#0, n=-1,-2,-3,... (1.65)

Obsérvese que (2£)™* = 271£~! cuando z€ # 0. Si m,n son enteros, es
fcil verificar (por induccién sobre n si n > 0, y usando la relacién (1.65) si
n < 0) que

1. 2"zl =21

2. 2Mtn = pman
3. (2" '=2z7m,
4. (z™)" =™

(1.66)

para todo z € C (z # 0, si alguno de los niimeros m 0 n €s menor que cero).
Demostraremos (3) y (4) suponiendo que (1) y (2) ya han sido demostrados
(véase al respecto la seccién 1.7). Para (3) obsérvese que, de (2), z"z™" =
27" = 20 =1, de lo cual 27" = (2")~!. Para demostrar (4), suponga-
mos primero que n > 0. La afirmacién es clara si n = 0. Supongdmosla
para n. Entonces (z™)™+! = (2™)"zm = gmngm = pmntm = ymntl)
y la afirmacién es vélida para todo n > 0. Ahora, si n < 0, entonces
(™" = [(zz"‘)—1 "= (z=™)™" = 2(-™(") = ;™" (pues —n > 0). Se

tiene también, que

()™ = 2™ (1.67)

donde z£ # 0 si m < 0. Esto es obvio, por induccién, sim > 0. Ysim <0
—m 8 > ~
entonces (z£)™ = [(zg)“l] = (¢7127Y) ™= (1) m (z71) m_ gmgm

pues —m > 0. Obviamente 27! #0si 2 #0, y

() =z ()7 =€ 2,640, (1.68)
lo cual usamos en la demostracién de (1.67). Sim =2¢+r, r =01, la
relacién

i = (=1)74" (1.69)

es ocasionalmente 1itil.
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Las siguientes relaciones obvias son frecuentemente ttiles:

L |27} =277,
o |&] =&l ,x0. (1.70)
z |z
La primera resulta de observar que |z~!| |2| = |z7!z| = |[1| = 1. La segunda,
de [627Y| = J¢]|2|"". También,
lzm|=|z|m, meEZ (z;éOsim<0), (171)

cuya verificacién es inmediata (por induccién si m = 0 y usando la relacién
(1.65) si m < 0).

Si z = (a,b) es un niimero complejo, [z| = Va2 +b%ysiz#0, z/|2| =
(a/vaZ+ b2,b/v/aZ + B2), el cual es un punto sobre el circulo unidad z? +
2 =1. Porlo tanto, eziste 0 < 6 < 2w tal que

£ - (cosf, senf) = cosf + isend, 0 < 6 < 2. (1.72)

|2|
Este es un hecho aceptado como obvio, pero la demostracién formal re-
quiere conocimientos basicos de trigonometria, los cuales, por definicion,
“trascienden” los dominios del lgebra (para una presentacién rigurosa,
véase [9], capiftulo 1, seccién 1.5), pero una cierta familiaridad con las no-
ciones intuitivas usuales puede ser suficiente para nuestros propésitos. La
exclusién del valor 27 en (1.72) se hace con el fin de tener unicidad para
0 (pues cos2r =cos0, sen2r =sen0). El nimero @ se denomina el argu-
mento (natural) de z y se denota con Arg(z). Notese que, por definicién,
0 <Arg(2) < 2r.

Si para 6 € R definimos

e'? := cosf + isenf, (1.73)

es claro entonces que

z = |z| eihre(2),

(1.74)
lo cual se conoce como la forma polar de z. El término de la izquierda en
(1.73), a pesar de sugerir la presencia del nimero e, (lo cual a la larga es
cierto), es en principio sélamente una notacidn abreviada, muy conveniente,
del término de la derecha. Como veremos a continuacién, esta notacién es

plenamente justificable desde un punto de vista estrictamente matemdtico.
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Ejemplo 1.2. Si z es real y z > 0, es claro que Arg(z) = 0. A su vez,
Arg(—1) = m, como se deduce de la evidente pero curiosa férmula

e +1=0, (1.75)

debida a Euler, la cual involucra los niimeros mas notables de la matematica:
0, 1, e, m, i. También Arg(i) = /2, mientras que Arg(—i) = 37/2.

Obsérvese que si z # 0,

Arg(z) = Arg (%) . (1.76)
Las relaciones
1. |e®] =1,
2. e~ .= cosf — isend = €¥ = (e"")_‘1 (1.77)

3. il = il0+6")

son consecuencia de identidades trigonométricas elementales. En este ca-
so, de sen?f+cos?0 = 1, cos(—8) =cosf, sen(—8) = —senf, cos(@ + §¢)
=cosfcosd’' — senfsend’, y sen(d + 0’) =senfcosf'+cosfsend’. Las relaciones
(1.77) justifican la notacidn e para el niimero complejo cosd + isend (pues
implican que e se comporta en gran medida como lo haria e?, el nimero e
elevado a la potencia 8, cuando 6 € R. Debe entenderse, sin embargo, que
aunque (1.73) define bien €', § € R, en ninguna forma permite definir el
niimero real e ni dar sentido a lo que puede significar e, cuando 6 € R (so-
bre todo, si § ¢ Q). Este no es un problema fécil. De hecho, una definicién
razonable de e (o de e, z € R) es imposible dentro del dmbito restringido
del algebra, requiriendo, en una forma u otra, la ayuda de procesos infinitos:
limites, derivadas, integrales, series o semejantes). Véase, al respecto de
todo esto, [7], capitulo 1, seccién 1.5 y capitulo 5, nota 5.10). Nétese, en
particular, que (1.77), (3) implica inductivamente que

(ew)n =e™ neN. (1.78)
De hecho, (1.77), (1) (2) y (3) implican conjuntamente, por via de (1.65)
que esta relacién vale para todo n € Z. Nétese que (1.78) dice en realidad
que

(cosf + isenf)™ = cosné + isennd (1.79)

para todo n € N (de hecho, para todo n € Z), lo cual tiene una apariencia
menos trivial que (1.78), a la cual es, sin embargo, equivalente.
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De (1.73) es claro que

e =1siysélosi 8 =2km, k€ Z, (1.80)
pues cosf = 1 implica que # = 2km, k € Z, en cuyo caso, send = 0. Esto
implica que e’9‘= e siy sélosi @ = 0 + 2w, k € Z. En particular, si
z#0, z=|z|e® si y sélo si @ =Arg(z) + 2k, k € Z, asf que si z = |z| €,
0 =Arg(z) si y sélo si 0 < 6 < 2.

Las siguientes relaciones son frecuentemente iitiles.

- Si Arg(z) = 0y
Arg(2') = ¢, entonces

_[e+9, 0<0+¢ < 2m,
Arg(z7) = { 940 —2m 2m<O+0' (1.81)
Are(a~1) — a=d 0 Arg(z) = 0,
18(27) = Arg(2) { 2w — Arg(z), Arg(z) #0. (1.82)
Finalmente,
_ [ Arg(z)+m, Arg(z) #m,
Arg(—Z) = { O, Arg(Z) = 7. (1.83)
Nétese también quesin€Z,yquesi z= re?, r # 0, entonces
2" =", neZ (1.84)

l]il/[as relaciones (1.78) (1.79) y (1.84) se conocen como las férmulas de De
oivre.

No.ta 1.28. Usando las propiedades ya establecidas de los nimeros com-
Plejos, y en particular la relacién 2 = —1, se obtiene que

(@+bi)(c+di) = alc+ di)+bi(c+ di)

ac + adi + bci + bdi?

= (ac—bd) + (ad + bc)

= (ac—bd,ad + bc) = (a.b) (¢,d),

Il

que es la segunda de las férmulas en la definicién (1.48).
propiedades de la adicién y la multiplicacién de nimeros complejos, una
vez establecidas, permiten recuperar la definicién de esta tltima operacién,
haciendo innecesario el tener que memorizarla.

Es decir, las
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Sean finalmente n > 0 un entero y z # 0 un nimero complejo. Supdéngase
que z =re, r > 0. Siparak=0,1,2,...,n — 1, definimos

;042
2 = 7,.l/nez =

(1.85)

(r/™ ha sido definido en la seccién 1.7), entonces 2J = re*(6+2k™) = reif 2k
= rei® = 2, asf que los 2, son raices n-ésimas de z. Tales raices son distintas,

2k=g)m ;
puessizx =2, 0<k, j<n—1,k#j entonceszszT1=e = i=£],ya
que (k — 7) /n no es un entero. Sea ahora
wp = ent, (1.86)

Es cl%ro que w,’i = e%i, k=0,1,2,...,n—1, y que wi = 1, asi que taml::ién
(wE)" = (w?)® = 1,1 < k < n—1. Por lo tanto, las w} son n raices

n-ésimas de 1, distintas entre si. Noétese que

2]

Zp = rl/nei;w”g, k=0,1,..,n -1, (187)

asi que las raices z;x de z pueden obtenerse a partir de la rafz particular
rinein de z y de las w, (sin embargo, el cdlculo de las z; es en general mds
facil a partir de (1.85) que de (1.87).

Queremos demostrar que las z; son las tinicas raices n-ésimas posibles
de z, lo cual implicar que las wk, k = 0,1,...,n — 1, son las tnicas raices
n-ésimas posibles de 1. Ahora, si £" = z y £ = se'?, donde s = |¢|, entonces
s" =1, asi que s = rt/" y e = ¢¥("?), 0 sea que np—6 = 2mm, m € Z, de lo
cual ¢ = 8/n+2(l + k/n)w, donde m =ln+k, L,k€Z,0<k<n (teorema
1.10). Entonces £ = 2z, como se querfa establecer. Hemos demostrado
entonces el siguiente teorema.

Teorema 1.23. Si para n = 1,2,..., w, estd dada por (1.86), las wﬁ,
0 < k < n-—1, son n raices n-ésimas distintas de la unidad, y las unicas

posibles. Si ademds z =re", donde z# 0 yr=|z|, y

2, = rlfnei(ﬂﬁﬁ) = rl/"ei%wﬁ, k=0,1,..,n-1, (1.88)

las z;, son n raices n-ésimas distintas de z, y las dnicas posibles.
Ejemplo 1.3. Asf, wy = w} = /3 = —1/2+ V3i/2, w] = 1y w3 =

e?™i/3 = —1/2 — 1/3i/2 son todas las raices ciibicas de 1. Como ¢ = ey
e"/6 = /3/2+1/2, las raices clibicas de z = % serén zp = in/6 = \/3/2+1/2,
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2z = €% (~1/2+ V3i/2) = (V3/2+i/2) (-1/2 + V3i/2) = —/3/2+14/2,
2y = (\/§/Z+i/2) (—1/2— \/§z/2) = —i. Naturalmente, es mds cdmodo
calcular directamente /6, g57i/6 376,

Nota 1.29. Sin > 1 es un entero y wn, = €2*/" es como en el teorema
1.23, no sobra recalcar que si k € Z entonces wk = 1 si y sélo si n | k, pues
wh #lparar=12,.,n-~1 (teorema 1.23), y si n { k entonces k =iln+r
conl,r€2,1<r<n-1,delocual wk =1 =w}, que es absurdo.

Nota 1.30. Sin > 1, la rafz w, genera al conjunto de todas las raices
n-ésimas de 1, en el sentido de que cualquier otra raiz n-ésima de 1 es de
la forma wf, k € Z (teorema 1.23). Ma4s generalmente, si w es una rafz
n-ésima de 1 tal que {w* : k € Z} es el conjunto de todas las posibles raices
n'é.SimaS de 1, se dice que w es una raiz primitiva n-ésima de la unidad.
Evidentemente 1 es una raiz primitiva n-ésima de la unidad si y sélo si
n=1,ysin> 1y w esuna tal rafz, del teorema 1.23 se deduce que w = w¥,
1<k <n-1 (w, =e/m). Como entonces wy = w! = wk! para algin
! € Z, deber4 tenerse que kl — 1 = mn para algin m € Z (nota 1.29), asi que
1= kl+(-m)n, de lo cual 1 = med (k,n). Recfprocamente,sil < k <n—1
Y 1=med (k,n) = kl + mn, I, k € Z, entonces (w,’i)l = wn - (W?)™™ = wy,
fo cu al implica que w = wk es una rafz primitiva n-ésima de la unidad. Es
d?cu" St W = e?Mi/M 4 o5 una raiz primitive n-ésima de la unidad si y sdlo
St w=wf, donde 1 <k < n—1y med(k,n) = 1. Nétese, por ejemplo,
que 2 es una rafz cuarta primitiva de 1, mientras que (—1) no lo es; pero
* 110 €3 una rafz octava primitiva de 1 (sin embargo w = (V2 +1iv2) /2y

w=(v2- iW/2) /2silo son).

1.9. Sistemas numéricos, dominios y campos

Consideraremos en esta seccién algunas estructuras que se generan natu-
ralmefn?:e dentro de log nimeros complejos: sistemas, dominios y campos
numéricos. Estas han estado en la génesis de muchas de las estructuras
abstractas que constituyen la esencia del slgebra moderna. Pensamos que
estudiarlas en su contexto propio puede ser conveniente e instructivo, tanto
mds cuanto que este contexto es excepcionalmente rico.

Si§ C C estal que
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i. 0,1 €8,
it. Dados a,b € S, también a + b y ab € S,

se dice que (S,+,-) es un sistema numérico. Por ejemplo, (N,+,-) es un
sistema numérico. Por otra parte, si (S,+,') es un sistema numérico en-
tonces 0,1 € S, y si n € N es tal que n € S, (i7) implica que también
n+4+1 € S. Luego S es inductivo, asi que N C §; es decir, todo sistema
numérico contiene los nimeros naturales. Otros sistemas numéricos son

(R+v +,)y (Q+a +, ) , donde Q4 = QNR;.

Si (S, +, ') es un sistema numérico tal que
iti. —S={-a:a€ 8} CS,

asi que —S = S, se dice que (S, +,-) es un sistema aditivamente simétrico,
o un dominio numeérico, o, simplemente, que es un dominio. Un dominio
es entonces un sistema numérico que contiene los inversos aditivos de sus
elementos. Es claro, por ejemplo que (Z, +, -) es un dominio, y quesi (S, +,-)
es un dominio entonces Z C S (pues, como N C S, también (—N) C §)
asi que todo dominio contiene los enteros. Un dominio interesante es, como
veremos més adelante, Z[i] = {a + bi : a,b € Z,i2 = —1}, denominado el
dominio de los enteros de Gauss, €l cual no estd exento de importancia.

Si (K, +,-) es un dominio y K* = K \ {0} es tal que
(K*) '={a':a€e K} CK",

o sea, que (K*)~! = K*, se dice que (K, +,) es un dominio multiplicativa-
mente simétrico , que es un campo numérico o, simplemente, que es un cam-
po. Por ejemplo (Qa +, ) y (Ra +, ) ’ (C: +, ) son campaos, y si (K, +, ) es un
campo, entonces Q C K. En efecto, Z* = Z~ {0} C K*, asi que si a,b € Z,
b # 0, entonces b~} € K, y, en virtud de (i), también a/b = ab™! € K.
Un campo es entonces un dominio que contiene, junto con sus elementos
no nulos, los inversos multiplicativos de estos. Como es claro, el dominio
(Z,+,-), no es un campo.

Si K, L son campos numéricos y K C L, se dice que K es un subcampo
de L o que L es una extensién de K. En vista de lo anterior, todo campo es
un subcampo de C y una extension de Q. Es claro, por ejemplo, que

Q [\/ﬁ] = {a+bvV2:a,b€Q} (1.89)
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es un campo numeérico, el cual es un subcampo de R (ejercicio 1.56), mientras
que

Qli]:=={a+bi:a,beQ, =1} (1.90)

es también un campo que extiende propiamente a Q pero no es un subcampo
de R (ejercicio 1.56). Por el contrario,

Q:={a+b¥2:a,becQ} (1.91)
no es un campo (véase el ejercicio 1.58), mientras que
Q[\s/—é] = {a+b\3/§+cxs/71:a,b,ceQ} (1.92)
si lo es(véase ejercicio 1.57). Nétese que
C=R[i]:={a+bi:a,beR, = -1} (1.93)

Teorema 1.24. S; (S,+,-) es un dominio, existe un campo (§ y +, ) tal
que

1' Sgg,

2. Si K es un campo y S C K, entonces Sck.

Demostracién. Como se verifica inmediatamente, si $* = S\ {0}, entonces
§.= {a/b:a € S,be 5} (1.94)

€S un campo que satisface (1) y (2). O

Definicién 1.19. Si (S, +,-) es un dominio, se dice que (§,+, ) es el

campo de cocientes de (S, +,-) .

Nota 1.31. §; (s, +, ) es un sistema numérico, siempre existe un dominio

numeérico (§, +, ) tal que

1. §¢§,

2. Si (&, +, *) es un dominio numérico y § C S, entonces S c 9.

Basta, en efecto, tomar § = S U (—S). Se dice que S es el dominio de
saldos o el dominio de activos y pasivos de S (este lenguaje proviene de la
contabilidad, oficio en el cual se originé el concepto). Nétese que N=Z y
que Z= Q. Si § es ya un dominio, es claro que S = S. Y si S es un campo,
entonces § = S.

1.10. POLINOMIOS SOBRE LOS SISTEMAS NUMERICOS a7
1.10. Polinomios sobre los sistemas numeéricos

La teoria de los polinomios sobre los dominios y campos abstractos es el
corazén del dlgebra moderna. Sobre los dominios y campos numéricos lo
es, igualmente, del lgebra cldsica. Como en la seccién anterior, pensamos
que considerar estos casos especiales, particularmente ricos, puede ser una
excelente motivacién para el estudio de sus contrapartes abstractas. Las
analogias entre ambos casos pueden ser, ademds, de gran ayuda para la
comprensién de estas tltimas. Los conceptos y resultados de esta seccién no
seran indispensables en los capitulos 2 y 3 de este trabajo (sélo en el capitulo
11 tendrén algiin papel), pero serian fundamentales en muchas partes de un
posible segundo curso. Dada la similitud de muchos de los resultados de
esta seccién con los de secciones previas, similitud que no es gratuita, hemos
considerado apropiado incluirla en este punto.

Sean (S, +,-) un dominio numérico y z ¢ C un objeto fijo. El conjunto
de las sumas “formales” -
fl@)=) aat (1.95)
k=0
tales que para algiin m > 0, a; = 0 para todo k > m, asi que la suma en
(1.95) es realmente finita), se denomina el sistema de los polinomios sobre
S en la indeterminada z y se denota con S [z]. Se entiende que

o oo
Z akx" = Z bk.'rk
k=0

k=0

si y solo si ax = by para todo k > 0.

Nota 1.32. A pesar de la notacién funcional utilizada, f (z) € S [z] no es,
en principio, una funcién (nétese que z es un objeto fijo, no una variable).
Sin embargo, f (z) define de manera natural una funcién f : § — S, por

f(s)= iaksk. (1.96)
k=0

Nétese que la suma de la derecha en (1.96) es finita y define efectivamente
un elemento de S. Aunque en el caso de los sistemas numéricos no es
muy importante distinguir entre el polinomio f (z) y la funcién f, es mejor
hacerlo, asf sea por las rezones siguientes: en primer lugar, si (K,+,-) €s
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otro dominio tal que § C K, también S [z] C K [z], asi que f (z) € K [z],
Y por lo tanto, f(z) define también, de manera natural, una aplicacién de
K en si mismo, por medio de (1.96), la cual se denotaria ain con f. Asfla
funcién f definida por f(z) no estd unfvocamente determinada. Por otra
parte, no se puede excluir, a priori, que exista otro polinomio g (z) € S [z],
9 (z) # f(z), tal que g (s) = f (s) para todo s € S (esto no se da en el caso
de los polinomios sobre los sistemas numéricos, pero puede darse en el de los

polinomios sobre dominios finitos, a los cuales extenderemos, en el futuro,
la nocién de polinomio).

Si f (z) es como en (1.95) y ax = 0 para k > m, es usual escribir
f(z) = ap + a1z + agz® + - - - + amz™. (1.97)

I\.Iét%e que esto sugiere que z° = 1 y 2! = z, lo cual aceptaremos en lo que
Sigue, y no excluye que ay = 0 para k < m. Definimos

o0
0(z) = Zakmk, a; = 0 para todo k, (1.98)
k=0
y
1(z) = bpz*, bp =1, b = 0 para todo k > 0, (1.99)
k=0

asi que, segiin (1.97),

0(z) =0, 1(z)=1 (1.100)
lo cual identifica los polinomios 0 (z) y 1 (z) , respectivamente, con los nime-
r0s 0y 1. De hecho, S puede considerarse como un subconjunto de S [z],
identificando ¢ € § con el polinomio a+ 0z + 0z2+--- (ao = a, ax = 0 para
todo k£ > 0). Para J (z) como en (1.97), definimos

—f(@) = (=f) () := Z (—ax) z*. (1.101)

k=0
Es claro que (~£) (z) € S[z].

[
Sif(z)=Y az* yg(z) = § brz* estén en S [z], definimos también
k=0 k=0

F@)+9(x) =) (ax+bg)z*. (1.102)
k=0
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Obsérvese que
f(z)+g(z)eSd,
pues si a = 0 para k > m y by = 0 para k > n, entonces

ar + b =0, k > méx {m,n}
Nétese también que
f@)+0(z) = f(z)+0=f(z) =0+ f(z) =0(z) + f (2).
Por otra parte,
f@)+ (=) @) = (=) (=) + f(z) = 0(x).
También es obvio que
(f (@) +9(2) +h(z) = f(z) + (9 () + h(z))

y que
f(@)+g(x)=g(z)+ f(2).

Definamos ahora
(@) g(@)=f()g@) = exa¥,
k=0

donde

k k
= Zaibk—i = Zak—ibi = Z a;b;.

i=0 i=0 i+i=k
Nétese que si i + j = k > m + n entonces ¢ > m o j > n, asi que

¢k =0, k>m+n; cpin = Gmbn.
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La segunda relacién en (1.111) resulta de observar quesii+j=m+n e
i < m entonces § > n, y si j < n entonces i > m. Ademés, i = m si y solo

si j =n. Entonces
f(z)-g(z) € Slal,
y, como es obvio,

f@)-1(@)=f(@)1=f(x)=1f(z)=1(z)- f(2).

Veamos que

(f (z) g (@) h(z) = £ (z) (9 (z) h(z))-

(1.112)

(1.113)

(1.114)
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o0 o0 o0
Escribamos f(z) = Y axz®, g(z) = Y txzk, h(z) = 3 crz¥, y supon-
k=0 k=0 k=0

gamos que f (z) (g (z) h(z)) = 3> dez* y (f (2) g (z)) h(z) = S lpz*. En-
tonces k=0 k=0

]

m i m
dm Zam—i( bi—jcj) = Z am-ibi_jc;
0

=0 = (i.5)eET
m m m [/m—j

= Zzam—ibi—jcj = z Zam—j—kbk c;j,
7=0 i=j =0 \ k=0

donde T'={(4,5):0<i<m, 0<j<i} ={(4,5):0<j<m,j<i<m}
(véase Figura 1.1) y k = i — j, j fijo. Entonces, dm = lm, m = 0. Esto
demuestra la afirmacién.

M == cs an ow v o= o
ib- £
6 p o >
Figura 1.1

ga< regién de sumacién es el tridngulo de vértices 0, m, (m,m). (Para cada
=t < ™, la suma es sobre el segmento vertical. Para cada 0 < j < m,
fijo, sobre el Segmento horizontal).

Es también claro que

F@)-0(z)=f(z)-0=0=0-F(z)=0(z) f(z). (1.115)
Yy que
f@)g@)+h(z))= f(z)g(x)+ f(z)h(z), (1.116)
(9(@)+h(@)f(z)= g(z)f(x)+h(z)f(2).
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De (1.110) se deduce finalmente que

f(x)g(z) =9g(z) f (). (1.117)

Nota 1.33. Las propiedades (1.103) a (1.108) y (1.112) a (1.116) son bésicas
para una teoria coherente de los polinomios. Cuando (S, +,:) es sélo un
sistema numérico, (1.101) puede no tener sentido, y tampoco lo tendria
(1.106). Por esta razén sélo definimos S [z] cuando S es, como minimo, un
dominio numérico.

Aunque podria hacerse, la multiplicacién de polinomios no se efectia
generalmente mediante (1.110) sino segun los procedimientos usuales del
dlgebra elemental (véanse, [6] y [1]). La validez de estos procedimientos
es consecuencia de las propiedades establecidas arriba, especialmente de las
(1.113), (1.114), (1.115) y (1.117) (y hace, en cierta forma, innecesario recor-
dar la férmula (1.110)).

o
Sean (S,+,-) un dominio numérico, y f(z) = Y axz* € S[z]. En-

k=0
tonces, existe m > 0 tal que ay = 0 para todo £ > m. Siap, # 0, se dice
que f (z) tiene grado m, o que es un polinomio de grado m. Se dice también
que m es el grado de f (z) :

grad(f (z)) :==m

Sélo hemos definido arriba el grado de un polinomio f(z) cuando f(z) #
0(z), en cuyo caso

grad(f (z)) := méx{k : ax # 0} > 0. (1.118)
Convendremos en que
grad(0 (x)) := —oo. (1.119)
Esta convencién es 1itil teniendo en cuenta que, como se acepta usualmente,
-0 <ay—o0+a=a+ (—00)=—00, para todoa € R

Teorema 1.25. Si (S,+,-) es un dominio y f(z),g(z) € S[z], entonces
grad(f (z) + g (z)) < méx (grad(f (z)), grad(g (z))) (1.120)

grad(f (z) g (z)) = grad(f (z)) + grad(g (z))- (1.121)



52 CAPITULO 1. CONJUNTOS, FUNCIONES Y SISTEMAS NUMERICOS

Demostracién. Resulta inmediatamente de las relaciones (1.104) y (1.111).
Obsérvese que (1.120) es atin vélida si f (z) + g(z) = 0 y que (1.121) tam-
bién lo es si f(z)g(z) = 0, pues, como se deduce de (1.111) y (1.115),
f(x)g(z)=0siysélosi f(x)=06g(z)=0. O

Nota 1.34. De (1.121) se deduce también que
grad(f (z)) < grad(f (z) g (z))

cualquiera que sea g(z) € S[z], g(z) # 0. Es claro ademés que grad(f (x))
=0siysélosi f(z)=a€ S, a#0.

(1.122)

Definicién 1.20. Sean f(z),g(z) € S[x]. Sedice que f (z) divide a g (z)
en S(z], que f (z) es un divisor de g (z) en S [z], o que f (z) es un factor de
9(z) en S[z], si f(z) #0, y existe h(z) € S [z] tal que g (z) = f (z) h(z).
Se escribe f (z) | g (z) en S[z]. Si f (z) =0, o si f(z) no es un divisor de
9(x), escribiremos f (z){ g (z).

Nota 1.35. El escribir f(z) | g (z) asegura entonces que f (z) # 0.
Sean (S,+,-) un dominio y f(z),g(z),h(z) € Slz]. Si f(z) # 0

entonces f (z) | 0, y si f(z) | g(z) y g(z) # O se tiene que grad(f (z)) <
grad(g (z)). También

F@)| f(z), f(z)#0 (1.123)
y
Si f(z)|g(x) yg(z)|h(z), entonces f(z) | h(x). (1.124)
Ademi4s,
Si f(z) | g(z) y g(z) | f (z), entonces f (x) = ag(z), (1.125)

donde a € S es tal que a1 € S.

Si (S,+,-) un dominio ya € S es tal que a=! € S, se dice que a es
multiplicativamente invertible en S o que a es una unidad de S. El elemento
unidad 1 de S es una unidad de S. Sin embargo, no toda unidad de S es un
elemento unidad de S. Por ejemplo, si § = Z, 1,~1 son (las tinicas) unidades
de S, y —1 no es un elemento unidad de S. Si (S,+,-) es un campo, todo
elemento no nulo de S es de hecho una unidad. Si S = Z [¢] es el dominio
de los enteros de Gauss, las unicas unidades de S son +£1 y +¢{. Esto se
deduce de observar quesia+ bi € Z[i] y a + bi # 0, el inverso de a + bi en
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Ces (a—bi)/ (a® + b?), y como a/a® + b? y b/a? + b? deben ser enteros, si
queremos que (a + bz')‘1 € Z[i], esto sblo es posible cuandoe ==+1y b=0
oa=0y b= =+l1.

Definicién 1.21. Si f(z),g(z) € S|z] y f(z) = ag(z) donde a es una
unidad de S, se dice que f (z) y g(z) estdn o son asociados en S|z], y se
escribe f (z) ~ g (z) (mod S).

Es claro quesi f (z) | h(z) y g(z) ~ f(z) (mod S), también g (z) | h(z).
Ademss, si f (z)g(z) # 0,

F (@) | g(x) yg(z)| h(z)siysélo si f(z)~ g(z)(modS). (1.126)

La teoria de la divisibilidad de polinomios sobre un dominio numérico S
presenta caracteristicas que son frecuentemente mejor comprendidas si se
tiene en cuenta que S([z) € 5[], donde S es el campo de cocientes de
S, como sera claro més adelante (véase la nota 1.56). De hecho, la teoria
de la divisibilidad de polinomios sobre campos es més rica, accesible y 1til
de lo que suele serlo la teoria sobre dominios. Por esta razén haremos
mayor énfasis, en lo que sigue, en los polinomios sobre campos, aunque algo
diremos, cuando sea ficil hacerlo, acerca de los polinomios sobre dominios.
Dejaremos, sin embargo, muchos aspectos de la teoria sobre dominios a la
consideracién de capftulos posteriores y, algunas veces, inclusive, a la de
cursos mds avanzados de algebra.

El teorema siguiente, por ejemplo, marca una diferencia notable entre el
comportamiento de los polinomios sobre dominios y sobre campos.

Teorema 1.26 (Euclides). Sean f(z),g(z) € K [z} donde K es un campo
numérico. Si g(z) # 0, existen polinomios q(z),r (z) € K [z] tales que
grad(r (z)) <grad(g (z)) y que

f(z)=q(z)g(z)+7(z).

Ademds, q (z) y r () estdn unfvocamente determinedos por f(z) y g(z).

(1.127)

Demostracién. La validez de (1.127) es evidente en cualquiera de las dos
siguientes circunstancias: (i), grad(f (z)) <grad(g (z)) (t6mese g(z) =0y
r(z)=f(x),y (@),g9(x)=be K,b#0(cong(z) =b"1f(z) yr(z) =0).
Supongamos entonces que grad(f (z)) = grad(g (z)) 2> 1, e, inductivamente,
que (1.127) vale para todo polinomio cuyo grado es estrictamente menor que
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grad(f (z)). Sientonces f(z) =apz™+---+aoyg(z) =bpax™ +---+ b
con ambn # 0y m > n > 1, al definir '

f(z) = f () - b3'amz™ g (z)
se obtiene que gra,d(f(z)) < grad(f (z)), asf que
f(z) =3(z)g () +7(z)

donde §(z),7(z) € K [z] y grad(7 (z)) <grad(g(z)), de lo cual se deduce
que

f(z)=q(z)g(z) +7(z)
con ¢ (z) = b7 laz™ " +§(z) y 7 (z) = 7(z) . Esto establece (1.127). Para
demostrar la unicidad de g(z) y r(z), supbngase que también
f@)=q(z)g(z)+ (z) con grad(r’ (z)) <grad(g(z)). Entonces

(a(z)—d' (2)) g(x) =" (z) =7 (2),

lo cusl, dado que g(z) # 0 y que grad(r' (z) — r (z)) <grad(g(x)), sélo
€ posible si g(z) = ¢’ (x), en cuyo caso, también r (z) = " (z). Esto
demuestra el teorema. O

Sig(z)yr (z) son como en (1.127), se dice que g (z) es el cociente y que
T (x) es el residuo (o resto) de dividir f (z) por g(z) en K [z]. Escribiremos

q(z) = g(f(z),9(x)), (&) =7(f(2),9(z))- (1.128)
En lugar ge (1.127) es también corriente escribir
f(=) _ r(z) 1.129
P OREAAIO) (1.129)
Asi,
z? —
a2 -5z +6 2
-1 ot

Nota 1.36. EIl teorema 1.26 se conoce como €l algoritmo euclideo de
la division. El proceso de demostracién de (1.127) es en efecto algoritmi-
co (repetitivo de los mismos pasos un mimero finito de veces), y consiste,
bésicamente, en reducir el problema al caso grad(f (z)) <grad(g(z)) (la
afirmacién es inmediata si g(z) = b € K, b # 0). Por esta razén se sustrae

1
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b ta,z™ g (z) de f (x) para obtener f(:z:) = k™ K+ tep, k2 1, ,
si ain m — k > n, se repetira este paso y se sustraers b7 lc,_xz™ 5" "g (z),
y asi sucesivamente. El propésito se logrard en un nimero finito de pasos.
Para conocer como se ordenan las cosas para llevar esto a cabo sistemética-

mente, consiltese cualquier texto de 4lgebra elemental. Por ejemplo [4] o
[24].

Nota 1.837. Como es ficil comprobarlo, el teorema 1.26 es aun vdlido si
K = Z, o, de hecho, si K es cualquier dominio numérico, cuando g (z) =
bpz™ +---+bg conn >0y b, =1. Por ejemplo,

(-Nz+7
22 -3z +2

x5 -3zt +22° - 322+ 2z + 1 N

22— 3z +2 3+

Si b, # 1, el resultado puede ser, sin embargo, falso. Por ejemplo, no existen
q(z), r (x) € Z[z] tales que 22 ~ 1 = g(z) (2z) + r (z) con r (z) € Z.

Nota 1.38. Si L es una extensién de K entonces K [z] C Liz], y si
f(z),g9(z) € K [z], también f(z),g(z) € L[z]. Como es claro,
q(f(x),9(z)) y 7(f (z),9(x)) son independientes de donde se efectiie la
division: K [z] 6 L[z].

Nota 1.39. Como es también claro, si K es un campo, g (z) | f (z) en K [z]
siy sélo si r(f (z),g(z)) =0.

El siguiente corolario simple del teorema 1.26 es, sin embargo, de gran
importancia. Recordamos que si f(z) = apz™ +--- + a9 € K [z], f(2)
define una aplicacién f : K — K dada por

f(8)=ams™+---+ap (1.130)
para todo s € K
Corolario 1.9. Si K es un campo, a € K y f(z) € K [z], entonces

f(@)=g(z)(z—a)+ f(a) (1.131)

donde g (z) € K [z].
Demostracién. Segin (1.127), f (z) = g (z) (z — a)+7 (z) donde g (z) , T (%)

€ K [z] y grad(r (z)) <grad(z —a) = 1, asf que r(z) = b € K. Como
f(a) =g(a)(a—a)+b=0+b=0b, la afirmacién queda demostrada. O
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Definicién 1.22. Si K es un dominio numérico, f(z) € K [z],y a € K es
tal que f (a@) =0, se dice que a es una raiz de f (z) en K.

Del corolario 1.9 se deduce entonces que

Corolario 1.10. Si K es un campo, a € K y f(z) € K [z], a es una raiz
de f(z) en K siy sdlo si existe g (z) € K |z] tal que

f@)=g(z)(z—a).

Esto implica, por otra parte, que:

(1.132)

Teorema 1.27. $i K es un campo, f(x) € K [z] y grad(f (z)) = n =0,
entonces f(z) tiene a lo sumo n raices distintas en K.

Demostracién. La afirmacién es clara si grad(f (z)) = 0,1. Puede suceder
que f (z) no tenga raices en K cuando n > 1, con lo cual la afirmacién del
teorema es trivialmente cierta. Pero si f (z) tiene al menos una raiz a € K,
Ek"posible escoger g(z) € K [z] tal que f(z) = g(z)(z — a), y cualquier
raiz de f (z) distinta de g serd una raiz de g (z) . Como grad(g (z)) =n -1,
Tazonando inductivamente podemos suponer que g (z) tiene a lo sumo n—1

I;{Ifm distintas en K. Entonces f (x) tendré a lo sumo n raices distintas en
. O

NOta’1.40. Como es claro, si f(z) € K [z] ¥y grad(f (z)) = n 2 0, f ()
tendré a o sumo n rafces distintas en cualquier extensién L de K. Puede
suced.er, sin embargo, que f (z) tenga una o més raices en L y ninguna en K.
Po’r ejemplo, f(z) = 241 e R [z] no tiene ninguna rafz en R, pero iy —i son
raices de f (z) en C. Nétese, sin embargo, que toda raiz de f (z) en K es una
ralz de f (z) en L. Se deduce también quesi f () € K [z] y grad(f (z)) < n,
f (z) tendré n o més rajces en K siy sélo si f(z) =0, en cuyo caso todo
elemento de K es rafz. Esto implica que si f (z),9(z) € K [z], f(z),g ()
definen la misma funcign 0: L — L (p(a) = f(a) = g(a) para todo
a € L) en alguna extensién I de K si y s6lo si f () = g (z) (pues h(z) =
f () — g(z) tendrfa infinitas soluciones en L).

Nota 1.41. Como es fécil de verificar, los corolarios 1.8 y 1.9, asf como el
teorema 1.27, son adn vilidos si K es simplemente un dominio. Obsérvese
también que si z € Cy n > 1, el teorema 1.27 aplicado al polinomio z" — z €
C [z] asegura que z tiene a lo sumo n raices n—ésimas distintas en C, y como
las zg, k = 0,4,...,n ~ 1 son n rafces n—ésimas de z, distintas entre si, se
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concluye, de manera distinta de la usada en la demostracién del teorema
1.23, que z tiene exactamente n raices n—ésimas (distintas) en C

Definicién 1.23. Se dice que un campo numérico K es algebrdicamente
cerrado, o, simplemente, que es cerrado, si todo polinomio f (z) € K [z] con
grad(f (z)) > 1, tiene al menos una raiz a € K.

Ni Q@ ni R son cerrados, pues 22+ 1 € Q[z] C R [z], pero ninguna de sus
raices, i, —%, estd en Q 6 R.

Teorema 1.28. Un campo numérico K es algebrdicamente cerrado st y
sdlo si todo polinomio f(z) € K [z], con grad(f (z)) = n > 1, se escribe en
la forma

f@ =a(z—a)-(z—an), (1.133)

donde a # 0 y los ax, k=1,...,n, estdn en K.

Demostracién. Supongamos primero que K es cerrado y que f(z) € K [z]
tiene gradon > 1. Sin =1, asi que f(z) = ax + b, a,b € K, a # 0,
entonces f (z) = a(z —a1), con a; = —b/a € K. Supongamos entonces que
n > 1,y sea a, € K tal que f(ap) = 0. En virtud de (1.132), corolario
1.8, existe g (z) € K [z] tal que f (z) = g(z) (z — an), y como grad(g (z)) =
n —1 > 1, podemos suponer inductivamente que existen ¢ € K, a # 0,
Y @1,.,8n—1 € K, tales que g(z) = a(x —@a1) - (z — an—1). Entonces,
f (z) satisface (1.133). Reciprocamente, si todo polinomio f(z) € K (]
con grad(f (z)) = n > 1 satisface una relacién (1.133), entonces f (ax) = 0,
k=1,2,..,n, a; € K, y K serd, asi, algebriicamente cerrado. U

Corolario 1.11. Si K es algebraicamente cerrado y f(z) € K [z] tiene
grado n > 1, ezisten a},...,a;, EK,1 <m<n, g, #ajsik#j,yor € Z,
1< ar<n,k=1,..,m, tales que

f (1;) =a (:z; - a'l)a] N (:U — a;n)am R (1134)
donde a € K y a # 0. Ademds,
Q)+t Gy =T (1.135)

Demostracién. La relacién (1.134) se obtiene de la (1.133) agrupando fac-
tores iguales. La relacién (1.135) es consecuencia de la (1.121). O
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Nota 1.42. La relacién (1.133) se expresa diciendo que f (x) tiene en K
n rafces (no necesariamente distintas). La (1.134), diciendo que f (x) tiene
en K m raices distintas o, ..., al,, con a}, de multiplicidad oy, k = 1,...,m.
De hecho, si (z—a)* | f(z), donde a € K y a € Z, a > 0. son tales que
(x—a)*t' t5 (z), se dice que a es una raiz de f(x) en K de multiplicidad
a. Nétese que segiin nuestra demostracién de (1.134), oy es simplemente
el nimero de veces que a}, aparece como raiz de f(x) en (1.133). Cuando
o =1, se dice que aj, es una raiz simple de f (). Si ar = 2, se dice que a
€s una reiz doble, etc. Nétese que si ap = 0, ax no es, rcalmente, una raiz
de f () (una rafz de multiplicidad 0).

Establecer la existencia de campos numéricos algebraicamentec cerrados
es en general un problema dificil cuya solucién requiere usualmente instru-
mentos matemé4ticos avanzados y, no puramente algebraicos. Tal vez el re-
sult@do m4s notable en esta direccién es el siguiente, debido a C. . Gauss,
e} cual es conocido, por su importancia, como el teorema fundamental del
dlgebra, ¥ el cual enunciamos sin demostracion.

Teorema 1.29 (Gﬁuss). El ‘ca,mpo (C,+,-) de los nimeros complejos es
algebrdicamente cerrado.

A partir del teorema 1.29 es posible establecer, en forma puramente al-
gebraica, la existencia de otros campos numéricos algebraicamente cerrados,
aunque esto Gltimo requiere, en general, conocimientos elementales de Al-
gebra Lineal. Nosotros usaremos libremente el teorema 1.29 para propésitos

m4s modestos, Demostraciones del teorema 1.29 pueden encontrarse en [7],
[17], (23] y 1

No-ta 1.43. Es posible que atn si K no es algebrdicamente cerrado, un
polinomio dagq f (z) € K [z] se escriba en la forma (1.133) con a y los ag,
k = %,2, N, en K. Si éste es el caso, en ninguna extensién L de X puede
existir b € L, distinto de los ax, tal que f (b) = 0; es decir, A = {a1,...,an}
€S un conjunto completo de raices de f (r) en cualquier extension L de K,
ya que las hipétesis sobre b garantizan que f (b)) =a(b—a1)- - (b —an) #0.
Esto implica obviamente que lo descomposicidn (1.133) es la wnica posible
de f(x) como producto de polinomios de grado 1, y no sélo en K, sino en

(C;Lalqu)z'er extensién L de K, y lo mismo seréd cierto de la descomposicién
.134).

Las descomposiciones de un polinomio como producto de polinomios de
grado menor pueden suministrar informacién valiosa sobre éste. Desafor-
tunadamente, una descomposicién como la (1.133), la mejor posible, puede
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no existir si X no es algebraicamente cerrado. En lo que sigue daremos,
sin embargo, respuestas parciales, vilidas ain si K no es algebraicamente
cerrado. Necesitaremos algunas nociones adicionales.

Definicién 1.24. Sean K un campo numérico, f(z) € K [x]. Si f(z) =
amz™ +---+ag,donde m >0y a, =1, es decir, si f(z) =10 f(x) =
I +am1z™ 1 +-- - 4ag, m > 1, diremos que f () es un polinomio mdnico.

Nétese que si f(z) es ménico entonces grad(f (z)) = 0. Claramente
f{z) = 1 es el tinico polinomio ménico de grado 0. Por otra parte, si K
es un campo, todo polinomio no nulo en K [z] estd asociado con un dnico
polinomio ménico.

Nota 1.44. La Definicién 1.24 tiene aiin sentido cuando K es simplemente
un dominio, y para todo m > 0 hay polinomios ménicos en K [z] de grado
m. Sin embargo, no todo polinomio no nulo en K [z] estd asociado con un
polinomio ménico. Por ejemplo en Z [z], 2z + 1 no est4 asociado con ningiin
polinomio ménico.

En lo que sigue nos limitaremos, salvo advertencia expresa de lo con-
trario, a polinomios sobre campos.

Definicién 1.25. Sean K un campo numérico, f (z),g(z) € K [z], uno
al menos de los cuales es no nulo. Se dice que d(z) € K [z] es un mdzimo
comiin divisor de f (z) y g(z), si:

1. d(z) es mdnico,

2. d(z)| f(z) yd(z)]|g(z),

3. Si h(z)| f(z) y h(z)|g(z), donde h(z) € K [z], entonces h(z) |
d(z).

La propiedad (2) expresa que d (z) es un divisor comiin de f () y 9 (%) -
La (3) asegura que todo divisor comvin k (z) de f (z) y g (z) en K [z] debe ser
un divisor de d (z) , y deberé tenerse entonces que grad(h (z)) < grad(d(z)) -
En este sentido, d(z) es un mdzimo comiin divisor de f(z) y g (z).

De la Definicién 1.25 no se deduce la existencia de méximos comunes
divisores, aunque si su unicidad, en caso de que existan (pues si también
d' (z) es un méximo comun divisor de f(z) y g(z) entonces d(z) | d'(z)
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y & (z) | d(z), asi que d(z) = ad’ (z), a € K, a # 0, y, necesariamente,
a =1). El siguiente teorema garantiza la existencia de méximos comunes
divisores.

Teorema 1.30 (Bezout). Sean K un campo numérico, f(z) y g (x) poli-
nomios en K [z], uno al menos de los cuales es no nulo. Entonces, existe
d(z) € K [z], el cual es mdzimo comun divisor de f(z) y g (z). Mds ain,
d(z) se escribe en la forma

d(z) =m(z) f (z) + n(z) 9 (), (1.136)

donde m (z),n(z) € K [z] .

Demostracion. Sea A= {p(z) f (z) +q(2) g (z) #0: p(2) ,q(2) € K [z]}-
Claramente A # @, pues si f(z) # 0 entonces f (z) € A (ya que f(z) =
L-f(z)+0-g(2)), y un resultado andlogo vale si f (z) = 0 pero g (z) # 0.
Sean m = min{grad(k (z)) : h(z) € A}, D (z) € A con grad(D (z)) =m,y
@€ K tal que d (z) = aD (z) sea ménico. Nétese que m > 0. Evidentemente
d(z) se escribe en la forma (1.136), lo cual implica que si h(z) € K [z],
h(z) I F(z)y h(z) | g(z), entonces h(z) | d(z). Veamos entonces que
d(z) | f(z) y d(z) | g(z), lo cual demostraré la afirmacién. Supongamos
que d(z) ¢t f(z), asf que f(z) = q(z)d(z) + 7 (z) con 0 <grad(r(z)) <
grad(d (z)). Pero entonces

T(z) =(1—q(z)m(z)) f (z) + (—q (z) n (z)) g (z),

lo cual asegura que 7 (z) € A. Esto es absurdo, pues 7 (z) # 0 y grad(r (z))
< grad(d (33)) Entonces, d(z) | f(z). El argumento para demostrar que
a(z) | g(z) es andlogo. (J

Sif(z),9(z) e K [z] y no son ambos nulos, escribiremos

d(z) = mcd (f (z),9 (z))
para denotar el méximo comn divisor de f(z) y g(z). La relacién

med (£ (2),9(2)) = m (z) f (@) +n () 9 (2) (1.137)

dada por el teorema 1.30 se denomina una Relacidn de Bezout para
mcd(f (z),g(z)). En general m (z) y n () no estén univocamente determi-
nados (ejercicios 1.66 y 1.67). Como es claro, si d (z) = mcd (f (z),g (z)),
existen m(z),n(z) € K|z] tales que d(z) = m(z) f(z) + n(z)g(z),

[

=
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pero el sélo hecho de que esta tltima relacién sea vilida no garantiza que
d(z) = mcd (f (z),g(z)). Por ejemplo, en Q[z], 22 = 2% (z + 1)+ (—=z?) =,
pero 2 #mcd(z + 1,z) . De hecho, med(z + 1,z) = 1. Obsérvese, sin em-
bargo, que si 1 = m (z) f () + n(z) g (z) donde m (z),n (z) € K [z], nece-
sariamente 1 = mecd (f(z),g(z)) pues 1 | f(z) vy 1 | f(z). Obsérvese
también que si f(z),g9(z) € K [z], d(z) = med(f (z),9(z)) en K[z] siy
sélo si esto es también vélido en L [z], cualquiera que sea la extensién L
de K. En efecto, si (1.136) es vélida en K [z], también lo es en Liz], y
sid(z) | f(z) y d(z) | g(z) en K [z], esto también serd cierto en L [z].
Por otra parte, si f(z),g(z) € K [z] y d(z) = med (f (z),g(z)) en K [z],
d' (z) = mcd (f (z),9(z)) en L[z], entonces d(z) | d’ (z) pues d(z) es un
divisor de f(z) yg(z)en L[z],y d' (z) | d(z) en L [z], ya que d () satisface
una relacién de Bezout en L [z], asi que d(z) = d'(z). Sin embargo, una
relacién de Bezout para d(z) en L [z] puede no ser vilida en K [z].

Nota 1.45. Aunque la labor de determinar el méximo comiin divisor es
més ardua en el caso de los polinomios (véase el ejercicio 1.70), el lector debe
haber observado la analogia existente entre las nociones y resultados ante-
riores y los de la seccién 1.4. Esta analogia persistiré a lo largo de la seccién
y nos permitiré, de hecho, ser breves y concisos en nuestras consideraciones
y en las demostraciones de muchos de los resultados. Por ejemplo, las de-
mostraciones de los siguientes resultados son completamente anélogas a las
de algunos de los establecidos en la seccién 1.4, y las omitiremos, dejdndolas
como ejercicio al lector.

Teorema 1.31. Si d(z) = med(f(z),9(z)) y h(z) es mdnico, entonces
med(h (z) f (), h(z) g (z)) = h(z)d(z). Siademds h(z)| f(z) y h(2)|
0 (z) entonces d(z) /h(z) = med (f (z) /h(z), g (z) /h (=)

Corolario 1.12. Si d(z) = mcd (f (z),9(z)) entonces

med(f () /d(z),g () /d(z)) = 1.

Definicién 1.26. Si f(z),9(z) € K [z], y med(f (z),g (z)) = 1, se dice
que f(z) y g(z) son primos relativos en K [z].

Teorema 1.32. Para que f(z) y g(z) en K [z] sean primos relativos es
necesario y suficiente que existan m(z),n(z) € K [z] tales que

1=m(z) f(z) +n(z)g(z)

Corolario 1.13. Si f(z) y g(x) son primos relativos en K [z] y h(z) |
f (z), entonces h(z) y g(x) son ain primos relativos en K [z] .

(1.138)
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Teorema 1.33. Si f(z) y g(z) son primos relativos en K [z] y f(z) |
9(z) h(z), entonces f(z) | h(z) en K [z].

Corolario 1.14. Si g (z) y h(zx) son primos relativos con f (z), también lo
es g(z)h(z). En tales circunstancias, si grad(f (z)) > 0, entonces f(z)1
g(z)h(x).

Mas gveneralmente:‘

Corolario 1.15. 8 mcd(f (z),9:(x)) = 1, ¢ = 1,2,...,n, entonces
med(f (z), 91 (z) g2 (z) - - - gn () = 1. Si grad(f (z)) > O, entonces f ()1
91(2)92(z) -+ g, (z). Dicho de otra manera: si med(f (z),gi(z)) =1,i=
L2,..,n,y F(z) | g1 (z) g2 (x) - - - gn (Z) gn+1 (z) , entonces f () | gn+1 ().

Teorema 1.34. Si f(z) | h(z),9(z) | h(z) y £(@),9(x) son primos
relatiyos, entonces f(z) g (z) | h(z).

Nota 1.46. Obsérvese quesi f(z),g(z) € K [z], f (x) y g(x) son primos

flgtivos en K [z] si y sélo si lo son en L [z], cualquiera que sea la extensién
e K.

Definici¢n 1.27. Se dice que p (z) € K [z] es un polinomio irreducible de
K a] si p(z) ¢ K y los tnicos divisores de p (z) en K [z] son los elementos
110 nulos de K y Jos polinomios f (z) = ap (z) con a € K, a # 0 (es decir las
constantes no nulas de K y los polinomios asociados con p (z)). Si p(z) es
mbnico ¢ irreducible, se dice que p (z) es un polinomio primo de K [z] .

Nota 1.47, g; p(z), f (z) € K [z] y p(z) es irreducible en K [z], decir que
P()1f(z) es equivalente a decir que p(z) y f (z) son primos relativos.

Todo polinomio irreducible tiene grado al menos 1, y todo polinomio de
Ygratdql es irreducible y asociado de un polinomio primo. De hecho, todo
pOImemiO irreducible es asociado de un polinomio primo. Si f (z) € K [z]
10 es irreducible y f () ¢ K, se dice que f (z) es reducible en K [z]. Como
es claro, f(z) es reducible en K [z] si y slo si grad(f (z)) = 2 y existe
9(2) € Ka] con 0 < grad(g (=) <grad(f (=) tal que g (@) | f ().

Nota 1.48. Es claro que si p(z),q(z) € K [z] son irreducibles,
p(x) | g(x) siy sblosip(z) ~ g () (mod K), y que si p(z), ¢ (x) son primos,
p(z) | g(z) si y sblo si p(z) = g(z). Dos polinomios primos distintos son
primos relativos.
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Nota 1.49. El hecho de que p(z) € K [z] sea irreducible en K [z] depende
de K, es decir, si p(z) es irreducible en K [z] y L es una extensién de K,
puede ser que p(z) no sea irreducible en L [z]. Asf 22 + 1 es irreducible en
R [z], como se verifica facilmente, pero no en Clz], pues x + 1y = — ¢ son
divisores de 22 + 1 en C [z].

Nota 1.50. Como se deduce del teorema 1.28, un campo K es algebrdica-
mente cerrado si y sélo si los dnicos polinomios irreducibles de K [x] son los
de grado 1. Asi, los tinicos polinémios primos en C [z] son los de la forma
z—aconac€C.

Nota 1.51. En cualquier campo X, un polinomio de grado 2 es irre-
ducible si y sélo si no tiene raices en K (ejercicio 1.68). De esto se de-
duce que un polinomio f(z) de grado 2 en R [z] es irreducible si y sélo si
f(x) = az® + bz + ¢, a,b,c € R, con b — 4ac < 0. De hecho éstos son los
tinicos polinomios irreducibles de R ([z] con grado mayor que 1. Para de-
mostrar esto obsérvese que si f (z) € R[z] y a € C, entonces f (o) = f (@),
asf que si @ € C es raiz de f(z), también @ lo es. Ahora, si f(z) tiene
grado mayor que 1 y una raiz real, f(z) es reducible (corolario 1.9). En-
tonces, si f(z) € R|z], grad(f (z)) > 1 y f(z) es irreducible en R [z],
sus raices son todas complejas no reales, y si a es una de ellas, también lo
serd @. Como go(z) = (x—a)(z—a) =22 +bz+cconb=—2R(a) y
c = |af?, se tiene que gq (z) € R[x] y, de esto, que f(z) = h(z)ga(z),
donde h (z) € R [z]. Pero como f (z) es irreducible y k (z) € R {z], necesa-
riamente h(z) = a € R, a # 0, asi que f(z) = ago(z). Como evidente-
mente (e (2))® ~ (alal)? = a? (R () - |a|2) < 0, pues |R ()| < lal,
ya que S (a) # 0, esto demuestra la afirmacién.

Nota 1.52. Por el contrario, en Q [z] pueden existir polinomios irreducibles
de cualquier grado, como demostraremos al final de esta seccién (teorema
1.36).

Nuestro siguiente teorema es completamente andlogo al lema 1.1 de la
seccién 1.4 y da una descripcién de cualquier polinomio sobre un campo K
en términos de polinomios irreducibles (en general, de grado menor), lo cual
puede dar valiosa informacién sobre la estructura del polinomio. Nétese
que si p(z) es primo en K [z] y p(z) t fi(z), i = 1,2,...,n, el hecho de que
p(x) | f1(2) - - fa () fas1 (2) asegura que p(z) | fas1 (z) (pues, corolario
1.14, med(p (z), fi (x)) = 1,7 =1,2,..,n).
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Teorema 1.35. Si K es un campo, f (z) € K [z] y grad(f (z)) = 1, existen
polinomios primos p; (), ...,pn (z) en K [z], n 2> 1, ¥ a € K, tales que

f(@)=ap (z) - pn (2). (1.139)

Tal descomposicién es ademds inica, en el sentido de que si también

f(z)=bq(x)--gn(z) (1.140)

donde b € K y los ¢(z), i =1,2,...,n, son polinomios primos en K [z],
entonces @ = b, m = n, y eziste una aplicacion biyectiva o de {1,2,...,n}
en st mismo tal que

Pi () = go(p) (), 1=1,2,..s 1 (1.141)

St f(z) es mdnico, se puede tomar a=1 en (1.189).

Demostracién. Sea A el conjunto de los polinomios en K [z] con grado
a- yor o igual que 1 y para los cuales no es posible una descomposicién
(1'139)- Supéngase que A # @ y sea f(x) € A de minimo grado posible.
Claramente grad(f (z)) > 1 y no es irreducible, pues, en tal caso, existirfan
¢ € Ky pi(z) € K [z], primo, tales que f (z) = ap1(z). Pero entonces,
i:is"'en 9(z),h(z) € K [z], con 1 < grad(g (), grad(h (z)) <grad(f (z)),
E e que f (z) = g(z) h(z), y, por definicién de A, g(z) ¢ Ay h(z) & A.

Sto da, para cada uno de g (z), h(z), y por tanto para f(z), una de-
Tcomposicién de la forma (1.139). Esto es absurdo, asi que A = &, y
; nacién sobre la existencia de una representacién (1.139) para to-

© polinomio f(z) ¢ K [z} con grad(f(z)) = 1 queda asegurada. En
cuanto g g unicidad, supéngase que (1.139) y (1.140) valen para f (x).
Entonces p, (z) | @1(z) - - - gm (), asi que existe o (1) = 1,2,...,m tal
que py (z) | %(1) (z). Esto es consecuencia del corolario 1.13. Entonces
P1(Z) = go(1) (z), y se tendra que

9(z):= ap2 (z) - - - p, (x) = bqy () - - - Qo (1) (z) -« gm (x), (1.142)

donde el sfmbolo ~ significa que gg(1) () debe omitirse. Podemos ahora
Tazonar por induccién, suponiendo que la afirmacién es vélida para todo
polinomio g(z) € K [z] con 1 <grad(g(z)) <grad(f (z)). Nétese que es
obviamente cierta si grad(f (z)) = 1, pues en tal caso m = n = 1 (si no,
una al menos de las dos descomposiciones deberfa tener grado mayor que
1), y de ap; (z) = bq; (x) se deduce que a = by p1 () = ¢1 (). Obsérvese
que es también vélida si n = 1 en (1.139), pues (1.142) implicaria que
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ab™! = q1 (z)-+-Go(1) (2)**qm () , lo cual es absurdo si m > 1 (compérense los
grados), e implica de nuevo que a = by que p (z) = go(3) (%) = q1 (z) . Pero
entonces, si grad(g(z)) = 1 en (1.142), la hipétesis de induccién garantiza
que m = n, que @ = b es el coeficiente de grado maximo de f (), y que existe
o :{2,..,n} — {1,..,n} \ {0 (1)}, biyectiva, tal que g,(;) (z) = p:i (),
1= 2,...,n. Esto demuestra el teorema. [l

Nota 1.53. El teorema anterior se expresa frecuentemente en términos de
polinomios irreducibles (en lugar de primos), diciendo que si f (z) € K [z]
y grad(f (z)) > 1, existen p; (z), ..., Pn (z), irreducibles en K [z], tales que
f(@)=p(x) - -pn(z), n 21,y quesi también f (z) = ¢1(z) - - - gm ()
con los g; (z) irreducibles en K [z], entonces m = n y existe o como antes
tal que p; (z) ~ go(;) (z) (mod K) para todo ¢ = 1,2,...,n. Claramente esto
es equivalente al enunciado del teorema 1.35, y en este momento parece
superfluo. Sin embargo, existen algunas razones para esto (véase, la nota
1.56, mas adelante).

Del teorema 1.35 se deduce sin mds el siguiente corolario.

Corolario 1.16. Si K esun campo y f (z) € K |z] es tal que grad(f (z)) =
1, existen a € K, polinomios primos distintos p) (z), ..., pn () en K [z], ¥
enteros a; > 0, i = 1,...,n, tales que

f (=) = ap}® (z) --

Ademds, tol descomposicidn es inica, salvo por el orden de los factores.

.pon (). (1.143)

Demostracion. Obviamente (1.139) y (1.143) son, después de agrupar fac-
tores iguales, equivalentes. O

Definicién 1.28. Las factorizaciones de f (x) dadas en (1.139) y (1.143)
se denominan, respectivamente, las descomposiciones prima y primarie de

f(z).
Como en el caso de los enteros, si f(z),g(z) € K|z], f(z)g(z) #0,y
f (@) =apft () P (2) = b} (@) - P" (=),
donde a,b € K, los p; (z) son primos, y &, f; > 0 para i = 1, ...,n entonces

med (f (z), g (z)) = p7* (z) - - - pY* (z), % =min(a;, B), i=1,...,n.
(1.144)
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Y si
(ab)™! f (z) g ()
med (f (z), g (z))

(el minimo comidn miiltiplo de f (z) y g (z)), entonces

mem (f (), g (z)) :=

(1.145)

mem (f (z),9(z)) =p4* (z) - - PP~ (), i = méx (i, Bi), i =1,...,n.
! (1.146)
Nota 1.54. Si K es un dominio, las propiedades (1.103), (1.105), (1.106),
(1.107), (1.108), (1.112), (1.113), (1.114), (1.115), (1.116), (1.117), y el hecho
de que
f(z)g(z) = 0siy sélo si f(z) =00 g(z) = 0, sugiere que, salvo porque
K[z]¢C, K [x] podria considerarse como un dominio (lo es, en el sentido

ab?;traCtO), aunque no como un campo (ain si K lo es), pues, por ejemplo,
Z~" carece de sentido.

Notal.55. La nocién de méximo comiin divisor de dos enteros se genera-
liza a un nimero finito de ellos (no todos nulos): d = med (a4, ..., an) (véase
la seccién 1.4). La nocién de miximo comiin divisor de dos polinomios
sobre un campo K también se generaliza a un mimero finito de ellos (no
todos nulos), y es claro aiin que d(z) = med (f1 (), ..., fn (z)) si y sblo si
d(z) | f;(z) y existen m;i(z) € K [z},1=1,2,...,n, tales que

d(z) =my (z) f1(z) + -+ +mn (z) fu(z). (1.147)

Asu vez, 8i ninguno de los fi(z)esnuloya € K es tal que afy () -+ fn (z)
€3 monico, se define axin

afy(z) - - - fn (2)

mem (fy (2) ..., f (2)) := mcd (£1(z) ;) fn (2))

(1.148)

Incursmna.r.el?ms ahora, brevemente, en la teoria de los polinomios sobre
Z y sobre dominios mgs generales.

Definicién 1.29. Si f(z) = AnZ™ +ap_12"  + -+ +ap € Z[z], f(z) #0,
se define

¢(f (z)) = med (@, --r @n) - (1.149)

Se dice que c(f (7)) es el contenido de f(z). Sic(f(z)) = 1, se dice que
f (z) es un polinomio primitivo de Z [z}, o un polinomio primitivo sobre Z.

1.10. POLINOMIOS SOBRE LOS SISTEMAS NUMERICOS 67

Evidentemente c(f (z)) € Z y c(f (z)) =2 1. Todo polinomio ménico es
obviamente primitivo. Sia€Z,a#0y f(z) € Z|z], f(z) # 0, entonces

c(ef (z)) = la|c(f (z)), (1.150)
pues mcd(aag,...,ea,) = |a|mecd(ag,..;an). Ademds, claramente
f(z) = c¢(f(z)) f(z), donde f(z) es primitivo, y no es dificil demostrar
que si f(z),g(x) € Z[z] son primitivos, también f (z) g (z) lo es (ejercicio
1.80). Esto implica que si f(z),g(z) € Z [z] son no nulos entonces

c(f(z)g(z)) =c(f(z))c(g ().
En efecto, f(z) = c(f () (#), 9(2) = (9 (2))§(2), donde f () y §(z)
son primitivos, de lo cual c(f (z) g(z)) = c(f (z))c(g(z))c (f (z) ?j(w)) =
c(f(z))c(g(z)), pues ¢ (f(a:)'gi(x)) = 1. La relacién (1.151), que juega

un papel importante en la teoria de los polinomios sobre dominios, se debe
a Gauss. Noétese que (1.150) es un caso especial de (1.151).

(1.151)

. Supédngase ahora que f (z) € Z[z], con grad(f (z)) = 1. Como f(z) €
Q|lz], f (x) se escribe en la forma

f(z) =aq () gn(z) (1.152)

donde a € Z y g, (z) € QJz] es, para todo & = 1,2,...,n, un polinomio
primo en Q[z]. Sea ahora by € Z tal que pi(z) = brgr (z) € Z[z],
k =1,2,...,n (témese, por ejemplo, by igual al minimo comin miltiplo de
los denominadores de los coeficientes no nulos de g (z)). Claramente pg (z)
es atin un polinomio irreducible de Q[z], y si Pk (z) = c(pk (:I:))—1 pr (x),
también P (z) es irreducible en Q[z]. Pero entonces, como es obvio, P (z)
es irreducible en Z [z]. Ahora,

by bpf(z) =api () - pn(z),
de lo cual [by - - - bp| c (f (x)) = lalc(p1 (%)) - - - ¢(pn (z)) , &si que, si Flz)=
c¢(f(z))”! f (z), entonces f(z) = api (z) - Pa(z). Se deduce que
f@)=c(f(z) -p1(2) - Pn(z).

Por otra parte, si p € Z, es claro que p es irreducible en Z [z] si y sélo si
también lo es en Z. Se deduce que si ¢(f (z)) = up1 - pm, u = £l,esla
descomposicién prima de ¢ (f (z)), entonces

f(z)=wupr-: pa-P1(2) " Pu(z), (1.153)
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asi que f(z) es producto de irreducibles en Z[z]. Obsérvese que si un
polinomio p(z) es irreducible en Z|z], necesariamente p(x) es primitivo
(si no, e¢(p(z)) # 1, seré entonces producto de irreducibles de Z, y como
p(z) = c(p(z))P(z) con $(z) primitivo, p(z) no serd irreducible). Es-
ta observacidn implica, como se verifica ficilmente, que la descomposicién
(1.153) de f(z) € Z[z] es tinica, salvo por asociados y orden de los fac-
tores. Por esta razén se dice que Z[z] es un dominio de descomposicion
factorial dnica, o, simplemente, un dominio factorial. Si K es un dominio
arbitrario, puede suceder que K [z] no sea un dominio factorial, pues, de
hecho, K mismo puede no serlo (véase el ejercicio 1.55). Si K = Z[i] es
el anillo de los enteros de Gauss, es posible demostrar que tanto K como
K [z] son dominios factoriales. De hecho, bastaria demostrar esto para K,
Pbues trabajando entonces en K (=] (I? es el campo de cocientes de K), es
posible usar argumentos completamente andlogos a los usados mas arriba
para estableder que también K [z] lo es. Sin embargo, no demostraremos
por ahora que Z [{] es un dominio factorial, dejindolo para més adelante.

Demostraremos ahora el criterio de irreducibilidad de Eisenstein, pre-
Viamente mencionado.

Teorema 1.36 (Criterio de Eisenstein). Sea f (x) = anz™+---+ao € Z []
Y supéngase que eriste un primo p tal que
(1.154)

p{a'na p|ak’ k=0’1”"7n—1! pz‘ra'o'

Entonces, f (z) es irreducible en Q [=].

Demostracién. No hay pérdida de generalidad al suponer, para los propédsitos
a la vista, que f(z) es primitivo, ya que si f (z) = c(f (z)) f (=), los coefi-
cientes de f () satisfacen las mismas condiciones (1.154) que los de f (z),
pues p { ¢(f (z)). Supongamos entonces que f (z) es reducible en Q[z] y
que f(x) = go (z) ho (z), donde go (), ho () € Q[z] con 1 < grad(go (z)),
grad(ho (z)) < grad(f (z)), y sean b, c € Z tales que g (z) = bgo (z), h(z) =
cho (z), estén en Z[x]. Como bef (z) = g(x) h(z), se deduce que |bc| =
c(g(z) h(z)), de lo cual f(z) = G(z)h(z), donde G (z),kh(z) € Z[z]
son primitivos. Supongamos que §(z) = bo + b1z + -+ + brz”, h(z) =
co + 1z +--- 4 ¢z, siendo 7 > 0 y s > 0 los grados respectivos de g (x)
y h(z). Suponemos b, =0,i > r; ¢; = 0,1 > s. Nétese que ap = bgcp,
y como p | ap entonces p | bp o p | co. Como p? { ap, podemos supo-
ner que p { ¢g. Ahora, p{ b, y Pt cs, pues p t an (y an = brcs). Sea
k=min{i:p{b;,i=0,1,...,7}. Como p| by entonces k > 1y p | b; para
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todo i = 0,1,...,k — 1. Pero ax = brcop + bp—1c1+---+bock y p | ax, lo
cual contradice el hecho de que p { bxco. Esta contradiccién asegura que la
factorizacion f (x) = g (z) h (z) no es posible, asi que f (z) es irreducible en

Qlz]. O

Nota 1.57. Nétese que si en el teorema 1.36, f (z) es primitivo, entonces
f (z) también es irreducible en Z [z].

El siguiente corolario del teorema 1.36 asegura la existencia de poli-
nomios primos sobre Q de cualquier grado.

Corolario 1.17. Si p es un primo, x™ — p es irreducible sobre Q para todo
n> 1.

Demostracion. Teniendo en cuenta que ap—1 = ap—2 = --
afirmacion es consecuencia obvia del teorema. O

-=a; =0, la

El siguiente resultado es 1til en la teorfa de las llamadas extensiones
ciclotémicas que serdn examinadas en el segundo curso de dlgebra. Véase,
al respecto, la seccion 1.7, relacién (1.45).

Corolario 1.18. Si p es un primo, el polinomio

P -1
rz—1

f(z)= =P 1 4P 2. 41

(1.155)
es irreducible sobre Q.

Demostracion. Demostraremos que f(z + 1) es irreducible sobre Q. Es-
to es suficiente, pues si f(z) = g(z)h(z), g(z),h(z) € Q|z], también
f(z+1)=g@x+1)h(x+1),y es claro que g(z+1),h(z+1) € Q[z].
Pero

flz+1)= @.i:.lx_)f.‘_l = i (Z)xk”l (1.156)

k=1

(véase el ejercicio 1.44), y evidentemente (5) =1y p| (®), 1 < k < p, pues
(%) = mgigy> mientras que p* { (5), pues (§) =p. O
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1.11. Conjuntos finitos e infinitos

Para terminar este ya largo capitulo, revisaremos brevemente las nociones
de conjunto finito e infinito, y estableceremos algunas de sus propiedades
més elementales, las cuales seran, sin embargo, utiles en el futuro (y de
hecho, suficientes para casi todas las necesidades basicas de la matemadtica).
Algo diremos también sobre la nocién de cardinal y sobre la interpretacién
cardinal del niimero natural. Los argumentos de esta seccién son simples,
pero a veces engorrosos. Aconsejamos al lector asimilar las definiciones
Yy comprender los enunciados de los teoremas, y luego recurrir méas a su
intuicién que a las demostraciones.

Definicién 1.30. Se dice que un conjunto X es infinilo, si existe una
aplicacién inyectiva y no sobreyectiva de X en si mismo. En caso contrario
se dice que X es finito.

La anterior caracteristica de la infinitud parece ser la unica importante
N matemdticas (Cantor). Si existe otra, no entraremos a investigarla.

Ejemplo 1.4, El conjunto N de los nimeros naturales es infinito. La
aplicacién f(n) = n + 1 de N en sf mismo es inyectiva pero no sobreyectiva
(no existe n & N tal que f (n) = 0). El conjunto vacio y el conjunto reducido
3 un \nico elemento son finitos.

.Para. poder establecer algunas propiedades bésicas de los conjuntos in-
finitos necesitaremos el siguiente axioma de la teoria de conjuntos.

Axioma de eleccién (A.E.) Si(Ai);e; €5 una familia de conjunios no
vacios tales que A, N Aj =@ sii# ], ysil# D, existe una aplicacidn
fil— _LGJIAi tal que f (i) € A; para todo © € I.

1

Se dice que f es una funcién de eleccion. El enunciado anterior es equi-
valente al siguiente: existe un conjunto A que tiene con cada A; ezactamente
un elemento en comin. En efecto, si (A.E.) es vélido y f es una funcién de
eleccién, sea A = f (I). Recfprocamente, si el enunciado anterior es vélido,
sea f: I — |J A; dada por f (i) igual al nico elemento en A; N A (nota

icl

K
1.1). SiI# @y A; # & para todo i € I, el axioma (A.E.) asegura, adn si
los A; no son dos a dos disyuntos (no necesariamente 4; N A; = & si i # j),
la existencia de una funcién de eleccién (f (¢) € A; para todo 7 € I). Basta,
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en efecto, tomar f = pog, donde g: I — |J A; x {i} tal que g (i) € A; x {i}

i€l
para todo ¢ € I estd dada por (A.E), yp: X xI — X, X = |J 4;, es
iel
p((a)?)) = a.

El axioma (A.E.) asegura la existencia de un mecanismo que permite ele-
gir un punto de cada conjunto de una familia no vacia (I # @) de conjuntos
no vacios, sean ésta finita o infinita. Frecuentemente este mecanismo est4 in-
volucrado en la descripcién misma de la familia (por ejemplo, si (A4;);¢; es
una familia de subconjuntos no vacios de N, una funcién de eleccién esta au-
tomadticamente dada por f (i) = min 4;), pero el axioma (A.E.) asegura que
aun si este no es el caso, la eleccién es posible. El axioma (A.E.) tiene
implicaciones importantes en todas las dreas de la matemdtica. Las que es-
tudiaremos en este capitulo tienen que ver con la distincién entre conjuntos
finitos e infinitos.

Lema 1.3. Sean X,Y conjuntos. Entonces:

(a) Si X # @y f: X — Y, para que exista g : Y — X tal que
go f =ix es necesario y suficiente que [ sea inyectiva.

(b) St f: X — Y, para que exista g : Y — X tal que fog =iy es
necesario y suficiente que f sea sobreyectiva.

Demostracion. (a) Siexiste g : Y — X tal que go f = ix, necesariamente
f es inyectiva, pues si f (x) = f (2') entonces z = g (f (z)) = g(f (z')) = ="
Supongamos ahora que f sea inyectiva. Si f(X)=Y,seag:Y — X
dada por g (y) igual al \inico elemento de f~! ({y}) para todo y € Y. Si
f(X)#Y,seana€ Xy f:Y — X dada por

(y) = a, siyeY \ f(X),
A tinico elemento de f~! ({y}), siy € f(X).

Evidentemente g (f (z)) = = para todo z € X. (b) Si f o g =iy, necesaria-
mente f es sobreyectiva, pues si y € Y entonces f (g (y)) = y. Supongamos,
reciprocamente, que f es sobreyectiva. La afirmacién es obvia si Y = &, pues
también deberd ser X = @, y bastard tomar f = g = (&,9,d). Suponga-
mos entonces que Y # @, asi que también X # &, yseag:Y — X tal que
g(@) € f~1 ({y}) para todo y € Y. La funcién g esté dada por el axioma
(A.E.), es decir, es una funcién de eleccién para la familia (f~! ({y}))

Evidentemente f (g (y)) =y paratodoy €Y. O

yeY *
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Corolario 1.19. Las afirmaciones siguientes para un conjunto X son equi-
valentes:

(a) Eziste f: X — X, inyectiva y no sobreyectiva.

(b) Eziste g: X —» X, sobreyectiva y no inyectiva.

Demostracidn. Nétese que ambas condiciones aseguran que X # @. La
demostracién resulta entonces del lema 1.3. En efecto, si f es inyectiva y no
sobreyectiva, existe g:X —s X tal que gof = ix, asf que g es sobreyectiva;
Y no es inyectiva, pues si lo fuera, seria f = g—l, y f seria sobreyectiva.
B£Cfprocamente, si g es sobreyectiva y no inyectiva, y si go f = ix, f es
Inyectiva y no sobreyectiva. 0

Nota 1.58. Por 1o tanto, si toda aplicacién inyectiva de X en si mismo
es sobreyectiva, toda, aplicacién sobreyectiva g : X — X serd automatica-
mente inyectiva.

Corolario 1.20. yn conjunto X es infinito si y s6lo si existe g : X — X,
sobreyectivg Y no inyectiva.

Corolario 1.21. Lgs afirmaciones siguientes son equivalentes:
(1) X es finito.
(2) Toda aplicacién ingectiva f : X — X es sobreyectiva.

(3) Toda aplicacién sobreyectiva f: X — X es inyectiva.

Definicién 1.31. g; m,n € N, m < n, se define
(mn)={geN:m<g<n} (1.155)
Asi, (m, m) = {m}, (m,m + 1) = {m,m+ 1}, etc.

Lema 1.4. Si esiste f : (0,n) — (0,m), inyectiva, entonces n < m. S
aedemds f no es sobreyectiva, n < m.

Demostracion. Todo es claro si n = 0. Haremos induccién sobre n. Supon-
gamos que f : (0,n+1) — (0,m) es inyectiva. Entonces f((0,n +1)) C
(0,m), asf que f ({0,n + 1)) es no vacio y superiormente acotado. Entonces
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(nota 1.23), existe 0 < p < n + 1, unico, tal que f (p) = méx f ((0,n + 1)).
Sea i : (0,n) — (0,n+1) dada por i(k) = k, k < p, i(k) = k+ 1,
k > p. Claramente f oi es inyectiva, y aplica (0,n) en {0,m — 1), puesto
que f(k) < f(p) S msik#py foi((O,n) = f({0O,n+1)—{p}) C
(0,f(p)—1). Entonces n < m—1,yn+1 < m. Supongamos ahora
que f no es sobreyectiva. Si f o4 lo fuera, se tendria que f(p) = m y
f({0,n + 1)) = (0,m), lo cual es absurdo. Entoncesn < m—1,yn+1 <m.
O

Corolario 1.22. Si f: (0,n) — (0,m) es sobreyectiva entonces m < n.
Si ademds f no es inyectiva, m < n.

Demostracién. Consecuencia de los lemas 1.3y 1.4. O

Corolario 1.23. Los conjuntos {0,n), n € N, son finitos. Para que exista
una aplicacién biyectiva f : (0,n) — (0,m) es necesario y suficiente que
m = n.

Corolario 1.24. S§i X es infinito y n € N, no eziste ninguna aplicacién
sobreyectiva f : (0,n) — X.

Demostracion. Supdngase lo contrario y sea n minimo para el cual existe
tal f. Entonces n > 1y f es inyectiva {puessi f (i) = f(j),0<i<j<n
y ¢ : {0,n—1) — (0,n) se define por p(k) =k, k <14, p(k) = k+1,
k > i, es claro que f o ¢ es alin sobreyectiva). Sean entonces g : X —
(0,n) inyectiva y h : X — X inyectiva y no sobreyectiva. Claramente
goho f:{0,n) — (0,n) es inyectiva y no sobreyectiva. 0]

Corolario 1.25. Si X es infinito, existe f : N — X, inyectiva.

Demostracién. Como X # @, existe fo : (0,0) — X, y como X es infinito,
fo no es sobreyectiva. Sean z, € X \ fo ({0,0)) y /1 :(0,1) — X dada por
£1(0) = f5(0), f1 (1) = z,. Haremos induccién sobre n > 1, suponiendo que
existe fn : (0,n) — X, inyectiva, tal que fy (k) = fao-1(k)sik € (O,n — 1).
Como f, no es sobreyectiva, podemos definir entonces fn41: (0,n+1) —
X tal que fayi(k) = fa(k), k € (O,n), frua(n+1) € XN fa ({0,m)) .
Claramente f,.1 es inyectiva. Sea ahora f: N — X definida por f (n) =
fa(n), n=0,1,2,.... Es facil verificar que f es inyectiva. [J

Corolario 1.26. Si X es infinito, existe g : X — N, sobreyectiva.
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Si un conjunto X tiene un subconjunto infinito ¥, X mismo es infinito,
puessi g:Y — Y es inyectiva y no sobreyectiva, f : X — X, definida por
f@=z,z€ X\Y; f(z) =g(z), z €Y, es inyectiva ¥ no sobreyectiva.
Se concluye que si X es finito y Y € X, también Y es finito. Es también
evidente que si X es infinito y f : X — Y es inyectiva, f (X) cs infinito.
Por lo tanto, si existe f inyectiva de N en X, o g sobreyectiva de X en N,
X es necesariamente infinito. Esto implica el siguiente teorema.

Teorema 1.37. Si X es finito y f : X — N entonces f(X) ¢s acotado.

Demostracidn. Si no, existirian no < n1 < --- < 7ng--- en f{X)y
h:N— f(X), definida por h (k) = nz, serfa inycctiva. Esto swninistraria
una aplicacién sobreyectiva g de f (X) en Ny go f : X — N seria también
sobreyectiva. [J

Corolario 1.27. $i X es finito y no vacio, existenn € Ny f : (0,n) — X,
sobreyectivq,

Demostracign. Si no, razonando como en el corolario 1.23, se podria cons-
truir f: N —, x , inyectiva. [J

Corolario 1.28. §i X es finito y no vacio, existen un inico n y une
aplicacion biyectiva f ; (0,n) — X.

gemostra cién. Sean, minimo, para el cual existe f : (0,n) — X, sobreyec-
i ; i
Va. Entonces f es inyectiva. O

Definicigy 1.32. Si X es finito y no vacio y n €s como en el corolario 1.26,
se dice que x tiene n + 1 elementos, o que el cardinal de X es n + 1. Se
escribe Card(X) =+ 1. Se dice también que & tiene 0 elementos y que
Su carding] es () - Card(2) = 0.

- Si X es finito, existe un vnico n € N tal que n =Card(X). Si existe f
bxy.rectiva de (0,n) sobre X, X es finito con n + 1 elementos. En efecto, si
existe ¢ : X — X inyectiva y no sobreyectiva, f~1opo f : (0,n) — (0,7)
Seria nyectiva y no sobreyectiva.

El siguiente concepto precisa la nocién de enumerar un conjunto: asignar
un numero natural distinto a cada uno de sus elementos.

Definicién 1.33. Si existe f : X — N, inyectiva, se dice que X es enu-
merable.
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Todo conjunto finito es enumerable, pues si f(0,n) — X, n € N, es
biyectiva, f~! puede verse como una aplicacién inyectiva de X en N. De-
cir que X # @ es enumerable equivale a decir que eziste una eplicacion
sobreyectiva g : N — X.

Nota 1.59. Si X,Y son enumerables, también lo es X x Y. En efecto,
sig: X — N, ¢: Y — N son inyectivas, f : X x Y — N, dada por
f(z,y) = 2939 (véase el ejercicio 1.32), es inyectiva. En particular
N x N es enumerable, y existird ¢ : N — N x N, sobreyectiva. El anterior
resultado implica que si (A,),ey €5 una familia de conjuntos enumerables,
A = UpenA, es enumerable. En efecto, si para todom € N, fpy : N — Ap,
es sobreyectiva, f : N x N — A dada por f (m,n) = fm (n) es sobreyectiva,
y también lo serd fo¢: N — A.

Ejemplo 1.5. El conjunto Z de los nimeros enteros es enumerable, pues
la aplicacion ¢ : Z — N dada por

%+1, k>0
¢(")={ —2(k+1), k<0 (1.156)

es inyectiva (y obviamente, también sobreyectiva). También es enumerable
el conjunto Q de los niimeros racionales, pues la aplicacién ¢ : Z x Z* — Q,
p(m,n) = m/n, es sobreyectiva.

Nota 1.60. En realidad, X es enumerable infinito si y sélo si existe
f: N — X, biyectiva. En efecto, si X es enumerable, existe una funcién
sobreyectiva g : N — X. Para cada z € X, sea n(x) = ming~'(z). Siel
conjunto A = {n(z) : z € X} fuera finito y m fuera su méximo, seria evi-
dente como definir X — (0, m) inyectiva y (0, m) — X sobreyectiva. Por
lo tanto, si X es infinito, también lo es A. Si ahora definimos np = min 4, e
inductivamente 7,41 = min (4 \ {ng, ...,"m}),y si ¢ : A — X estd dada
por ¢(n(z)) =z y ¢ : N — A lo estd por p(m) = nm, es claroque d y ¢
son ambas biyectivas, y basta tomar f = ¢ o ¢. Lo reciproco es trivial.

Un nimero real ¢ € [0,1) = {t € R: 0 < ¢t < 1} tiene una expresién
decimal de la forma

a = 0.a1a203 - - - (1157)

donde0 < ar <9,k=1,2,.... Ademds, existe k > 1talquear #0ya; =0

para todo ¢ > k si y sé6lo si a tiene también la expresién decimal 0.b1b2b3 - - - ,

donde b; = a;, 1 =1,2,.., k-1, by =ar—-120y b =9, > k. En

efecto, ambas expresiones decimales representan el mismo niimero racional
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a = (a1a203---ax) /10* = (10*~la; + 10¥~2a3 + --- + ai) /10F. Esto es
obvio en el primer caso, y en el segundo resulta de observar que 10%a =
biba---bx +0,999--- y que 0,999--- = 1 (pues si b = 0,999--- , entonces
10b — b = 9b = (9,999---) — (0,999---) = 9). Denominaremos desarrollo
decimal de a aquel que no contiene sélo nueves a partir de un cierto k > 1.
Todo desarrollo decimal 0.a1a2a3- - es el desarrollo decimal de un nimero
a €[0,1). Asf 0,44999... = 0,45, pero el desarrollo decimal es 0,45.

Teorema 1.38. E! intervalo [0,1) de R, es no enumerable.

Demostracién. Sea ¢ : N—[0,1), y escribamos ¢ (n) = 0.a1na2,83n " ,
donde 0.01,a3,a3,, - - - es el desarrollo decimal de ¢ (n). No hay perdida de
generalidad al suponer que ¢ (0) = 0. Sea entonces a = 0.b1b2b3--- , donde
bn # anp y by, # 0,9, n > 1. Claramente a # 0 y difiere de ¢ (n), n > 1,
al menos en b, # Gnn, lo cual implica que a ¢ ¢ (N). Entonces ¢ no puede
ser sobreyectiva. [

Corolario 1.29. Los conjuntos R y C son no enumerables.

Demostracidn. Ya sabemos que [0,1) no es enumerable. Como ¢ : R —
[07 1) dada. por
lal
1»[1 (a') - 1 + I al
€s obviamente sobreyectiva, si R fuera enumerable y f : N— R fuera so-
breyectiva, 1 o f : N—[0,1) serfa sobreyectiva, lo cual es absurdo. En-
tonces, R no es enumerable. Tampoco C es enumerable, pues g : C — R,

g(a)=%g (a), es sobreyectiva. O

(1.158)

Definicién 1.34. Si x y Y son conjuntos y existe f : X — Y, inyectiva,
se dice que el cardinal de X es inferior al cardinal de Y, y se escribe

Card (X) < Card (Y). (1.159)

Nota.1.61. La relacién (1.159) es vdlida si X = @ (nota 1.2). Y si X # &,
es vdlida si y sélo si existe g:Y — X sobreyectiva (lema 1.3).

Si Card(X) <Card(Y) y Card(Y) <Card(X), se dice que X y Y tienen
el mismo cardinal, y se escribe

Card (X) = Card (Y). (1.160)

Se dice también que X y Y son eguinumerosos.
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Nota 1.62. Si existe f : X — Y, biyectiva, se dice que X y Y son
equipotentes. Es claro que si X y Y son equipotentes entonces Card(X) =
Card(Y'), es decir, X y Y son equinumerosos. Lo reciproco es también cierto,
pero como no lo usaremos, no lo demostraremos.

Definicién 1.35. Si Card(X) <Card(Y) pero Card(X) #Card(Y), dire-
mos que el cardinal de X es estrictamente inferior al de Y, y escribiremos

Card (X) < Card (Y). (1.161)

Nota 1.63. Decir que Card(X) <Card(Y’) equivale a decir que Card(X) <
Card(Y') pero no eristen f : X — Y, sobreyectiva, 0 g : Y — X, inyectiva.
Esto responde intuitivamente a la idea de que Y puede cubrir a X, pero X
no puede cubrir a Y'; o sea, a que, en alguna forma, Y tiene més elementos
que X.

Diremos que el cardinal de N es Rg (Aleph sub cero): Ry =Card(N). Si
X es infinito entonces

Ro = Card (N) < Card (X). (1.162)

Esto resulta del corolario 1.23. Més atin, Card(X) = Ry si y sélo si X es
infinito enumerable, como resulta de lo dicho en la nota 1.60.

Como lo hemos mencionado, la nocidn de cardinal generaliza la idea de
nimero de elementos de un conjunto finito a los conjuntos infinitos, ¥ el htf-
cho de que Card(X) <Card(Y) sugiere que Y tiene, en alguna forma, mas
elementos que X. Ya hemos visto, por ejemplo que Rp =Card(N) <Card(B) )
asi que hay mds numeros reales que ndmeros naturales. También
No <Card(C), y habrd mds complejos que naturales. Por otra parte
Rog < Card(R\Q), pues R\ Q es infinito (3? es irracional para todo
n €N, n > 0 (seccién 1.7), y N es infinito), y si fuera Ro =Card(R ~ Q)
o sea, si R~ Q fuera enumerable, R = QU (R \ Q) seria enumerable (nota
1.59), lo cual es absurdo. Entonces,

Rg < Card (R\ Q). (1.163)

En este sentido, C, R y (R \ Q) son mds numerosos que N, y que Zy Q,
pues,
Ng = Card (N) = Card (Z) = Card (Q) . (1.164)
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También Card(N) =Card(N x N) =Card(Z x Z) =Card(Q x Q) = R (nota
1.59). De hecho, si X es enumerable infinito, n > 2, y

X"=XxXx---xX (nfactores),
un argumento inductivo basado en la nota 1.59 demuestra que
Card (Xn) = No,

y lo mismo es cierto de todo subconjunto infinito ¥ € X", (pues Rg <
Card(Y) <Card(X") = Ng). De las consideraciones anteriores y de lo ob-

servado en la nota 1.59, se deduce el siguiente teorema, que serd iitil més
adelante.

(1.165)

Teorema 1.39. E! conjunto Q[z] de los polinomios en x sobre Q es enu-
merable.

Demostracién. En efecto, Q[z] = Ej Qn [z], donde Q, [z] = {f(z) €

n=1
Q2] :grad(s (z)) < n}, y obviamente la aplicacién ¢ : Q**! — Qp[z]
a por p(a, ay, ey @pg1) = @1 + G2T + -+ + an41Z" es biyectiva, asi que
?a.rd(Qn [z]) =Card(Q™+!) = No. Basta ahora aplicar lo dicho en la nota
59, O

EJERCICIOS

L1 Verifique 1as relaciones (1.1).
1.2 Verifique 1a primera de las relaciones (1.2).
1.3 Verifique 1a segunda de las relaciones (1.11).

1.4 Sean (Ai).;e] una familia de subconjuntos de X, f : X — Y. Verifique
que:

1. f(UAi) = UJr ),

i€l iel
2. f(nAi) c [f4),
icl i€l

y dé ejemplos de f: X — Y y de dos subconjuntos A;, A; de X
tales que f(A1NAy) # f(A1) N f(A2). Demuestre ademds que
f(A1NAg) = f(A;) N f(A2) cualesquiera que sean A;, Ay C X si
y sblo si f es inyectiva.
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1.5 Sean f : X — Y, (Bj);c; una familia de subconjuntos de Y. De-

1.6

1.7

1.8

1.9

muestre que

1. f"l (UB,-) = Uf—l(Bi),

icJ iedJ
2. f! (ﬂB,-) = (f1(By).
ieJ ieJ

Sean f: X — Y, AC X,B CY. Demuestre que

ACFUfA), F(FFUB)CB

y dé ejemplos en los cuales las inclusiones sean estrictas (es decir, donde
no valga la igualdad). ;En qué circunstancias es vélida la igualdad
para la primera de estas relaciones para todo A C X7 Y, la segunda,
para todo B C Y?

Sean f, Ay B como en el ejercicio anterior. Verifique que f~1 (Y \ B)
=X~ f~1(B), y que si f es inyectiva, f(X N A) CY \ f(4).

Sea G € X x Y una gréfica. Demuestre que (G’l)—1 =G, yque
si G’ C G entonces (G')™' € G~1. Demuestre en detalle que si f =
(X,G,Y) es una funcién, G~ les funcional si y sélo si f es inyectiva,
y que (Y,G71, X) es una funcién si y sélo si f es biyectiva.

Sean G C X x X una grifica. Se dice que R = (X,G, X) es una
relacion de equivalencia en X si:

(1) Ax € G((a,a) € G para todo a € X)
(2) GC G ! (delocual, G~ =G : (a,b) € G si y sélo si (b,a) € G)
(8) GoG C G (si (a,b) € Gy (b,c) € G entonces (a,c) € G).

Aqui, GoG = {(a,b) |a,b € X y existe c € X tal que (a,¢), (c,b) € G}.

Demuestre entonces que z € G (z), asi que G (z) # 9, para tado z €
X, que G (z)NG (y) # @ si y sblo si zRy, en cuyo caso G (x) = G (y),
y que X = UzexG (z), de tal manera que {G (z) |z € X} es lo que se
conoce como una particion de X. En lugar de zRy es usual escribir,
para una relacién de equivalencia R, z = y (mod R). Se dice ademés
que G (z) es la clase de equivalencia mddulo R de z y el conjunto
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{G(z) : z € X} de las clases de equivalencia médulo R se denomina 1.14 Sean X,Y conjuntos, f : X — Y. La aplicacién f induce aplica-
el conjunto cociente de X por R y se denota con X/R. La aplicacion ciones

¢ : X — X/R que a z asocia G (z) (¢ (z) := G (z)) se denomina la foip(X)—pY) [:p)— p(X)

aplicacidn candnica o la aplicacién cociente de R. A— f(A) B — f~1(B)

1.10 Verifique que: i Qué relacién existe entre f. (f* (B)) y B y entre f* (f. (4)) y A?

1.15 Sean X,Y conjuntos, f : X — Y. La aplicacién f induce aplicaciones
Q) Xx(YUZ)=(XxY)U(X xZ). P

b)) Xx(YNZ)=(XxY)N(X x Z). foipeX) —e(e®), fpl) —pkX))
*1.11 Es un axioma de la teorfa de conjuntos que si A es un conjunto y definidas respectivamente para A C p(X) y BC p(Y) por
A # 2, eziste B € A tal que BN A= @. Demuestre que este axioma fo(A) = {BCY:f1(B)eA},

mplica: f(B) = {f'(B): BeB}.

@) Si A es un conjunto, A ¢ A. (Indicacién. Considere {A}). Compruebe que B C f. (f* (B)) y que £* (f. (A)) C A.

b) Si Ay B son conjuntos y A € B entonces B ¢ A. (Indicacion.

Considere {4, B}). 1.16 Sean a, b, ¢ nimeros reales. Verifique que
c) Explique por qué no existe el conjunto de todos los conjuntos que C(atb) = (-a)+(-b),
pueden definirse en castellano con menos de veinte palabras. C(a—b) = b-a
@) Demuestre en detalle que las afirmaciones “z ¢ z”, “r es un ~ ’
- ) (a+b)—c = a+(b—0),
conjunto” y “z = z” no son colectivizantes.
(@a=b)+c = a-(b—0),

iSon colectivizantes las afirmaciones z € z, x # =7 (Resp. Si)

. . —b)—c = a—(b+c
e) Demuestre que si A es un conjunto, siempre existe a tal que a ¢ A. (@—b)—c a=(b+c)

f) Sean A un conjunto, X = p (A). Es colectivizante la relacién

“ 1.17 Sean a, b, ¢ niimeros reales con bc # 0. Demuestre que
T€Xyx¢az'. Siloes, jquées {z: X yz & z}?

(be)”! = b7,

112 Sea f : X — Y. Demuestre que si G = {(z,y) : f(z) = f (y)} en- b/t = ofb
tonces Ry = (X, G, X ) es una relacién de equivalencia en X (ejercicio ’
1.9), denominada, la relacidn de equivalencia asociada a f, y que si (ab) /e = a(b/c),
b X — X/R; es la aplicacién canénica de Ry, existe una aplicacién (a/b)c = af(b/c),
inyectivaf : X/R; — Y tal que fop = f. (a/b) /e = afbe.
1.13 Sean f: X —, Y, R una relacién de equivalencia en X con gréfica G, Sea a € R, a # 0. Demuestre que & = o~} si y sélo si a = £1.

¥:X — X/Rsu aplicacién candnica.
‘ 1.18 Sean a, b, ¢, d nimeros reales. Demuestre que

(a) Demuestre que Ry, = R y que para que exista una aplicacién .
f:X/R-—Y tal que f oy = f es necesario y suficiente que a) Stasbycsdentoncesatcsbtd
G € Gy, donde Gy es la grafica de Ry. (ejercicio 1.12). b) Si0<a<by0<c<dentonces ac < bd.

(b) Demuestre que f es inyectiva si y sélo si G = Gj. c) Si0<a<byc<d<0entonces bc < ad.
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1.19 Sean a, b, ¢,d nimeros reales. Demuestre que

a) a<bsiysblosia<boa=h

b) Sia<byb<centonces a < c.

c) Sia <bentonces b &£ a.

d) Sia<byc<dentoncesa+c<b+d.
e) Sia<byc> 0 entonces ac < be.

f) Sia<byc<0 entonces be < ac.

1.20 Verifique que R + Ry =Ry, RyRy = Ry.

1.21 Demuestre que si A C Z es inferiormente acotado y no vacio, A tiene

un minimo. De hecho, inf A = min A. Verifique entonces que si a € R
y [a] = min{m € Z: m > a}, entonces [a] € Zy [a] — 1 < a < [a]
con ¢ = [a] si sélo si @ € Z. Demuestre ademds que si m € Z,
m=[a]lsiysélosia <m < a+1. Sedice que [a] es el menor
entero mayor gque a. Demuestre finalmente que [a] = |a| sia € Z y
que [a] = |a| +1sia¢Z.

1.22 Sean ) : NxN — Z 1a aplicacién ¢ (a,b) =a—by R = Ry, la relacién

de equivalencia sobre NxN asociada con v (ejercicio 1.12). Sean Z =
NxN/R, ¢ : NxN — Z la aplicacién candnica, ¥ : Z—> Z la apli-
cacion obtenida de 9 como en el ejercicio 1.12. Demuestre que ¥ es
biyectiva. Para cada (a,b) € NxN, sea [a,b] = ¢ (a, b) la clase de equi-
valencia médulo R de (a,b). Demuestre que [a,b) = [c,d] si y sdlo si
a+d = btc (asi que la relacién de equivalencia R puede definirse inde-
Pendientemente de 4 por (a, b) = (¢, d) (mod R) si y sélo si a+d = b+c)
Y que [a,b] + [c, d] = [a + ¢, b+ d] define una ley de composicion inter-
na en Z tal que 1 ([a, b] + [c,d]) = ¥ ([a, 8]} + ¢ ([c,d]) . Demuestre que
también [a,b] [c,d] = [ac + bd, ad + bc]_define una ley de composicidn
interna en Z tal que ¢ (la, b] [c,d)) = ¥ ((a,b]) ¥ ([c,d]) .

Identifique N con Nx {0} y demuestre que ¢ : N —7Z es inyectiva y tal
que o (a +b) = ¢ (a)+¢ (b), ¢ (ab) = ¢ (a) ¢ (b) (asi que identificando
aN con N = ¢ (N), se puede considerar que (N,+, -) es un subsistema
de (Z,+,-))_

Nota: Se deduce que (Z+, -), construido arriba, es esencialmente

igual a (Z,+,.). Cuando se conoce (N,+,:), por ejemplo axiomética-
mente (Peano) o, mejor, a partir de una teorfa cardinal u ordinal, pero
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1.23

1.24

1.25

1.26

no se conoce el sistema (Z,+,-), éste puede construirse a partir de
(N,+,) via (Z,+, ) (definiendo R directamente). Para evitar este
tipo de costrucciones, evidentemente engorrosas, hemos preferido de-

sarrollar una teoria puramente axiomatica de los reales. (En ciertos
contextos tales construcciones son, sin embargo, inevitables).

Demuestre que la relacién de inclusién C es una relacién de orden en
p(X), pero que si X tiene mas de un punto, no es una relacién de
orden total. (nota 1.7).

Demuestre que a | b si y s6lo si a | ||, |a] | |b] o la| | b. Verifique
ademas que si a | b entonces |a] < |b], quea | by b | a siy sélo si
la| = [b], y que med(a,b) = mcd (a, |b]) = med (|a] , [b]) = med (a] , b) .

Sean a, b nimeros reales. Demuestre que

min {a, b} + méx {a,b} =a +b.

Sean a,,....,a, enteros, no todos nulos. Se dice que d > 0 es un
mdzimo comin divisor de ay, ....,ay,, si es un divisor comin de todos
los a;, y si todo divisor comiin de todos los a; es también un divisor
de d. Demuestre que el méximo comin divisor de ai, ...., @n, Si existe,
estd univocamente determinado por éstos nimeros. Se escribe:

d =mcd(ay,....,an) .
Demuestre que d > 0 es un méximo comin divisor de a1, ...., @n si €s
un divisor comiin de todos los a; y existen enteros my, ....Mxy tales que
d=mia; + .... + mpan

Demuestre la existencia de d observando que X = {¢ > 0: c=mja1+
veee + M@y, m; € Z} # @ y tomando d = min (X).

A su vez, si a) - - apn # 0, se dice que m es un ménimo comin multiplo
de ay, ..., an, si m > 0, si es un miiltiplo de cada a;, y si todo miiltiplo
de todos los a; es divisible por m. Demuestre que si d es como se
describe arriba, entonces

m=|a1a---ay|/d

es un minimo comin muiltiplo de ay,...,an, y €l Gnico posible. De-
muestre ademés que si los primos pj, ....,p; son distintos y tales que
i Mi=1,2,..,n, o >0, k=1,....,1, entonces

a,":pl -..p’
d=p‘121.--plal’ m=ﬂil."plﬁl
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1.27

1.28

/ 1.29

1.30

1.31

1.32

donde ar = min{ay, : i =1, ...
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)n} ) ﬁk = méx{aik 1= 1, ....,n} .
»Pn) y mem(p1, ...y Pn)?

Con respecto al ejercicio anterior, verifique que si a, b, ¢ son enteros no
nulos, entonces

i Qué son med(py, ...

mcd (med (a, b) ,¢) = med (a, b, ),

mem (mem (@, b) ,¢) = mem (a, b, ¢) .

Demuestre que si @ > 1 es un entero no primo, debe existir al menos
un primo p tal que p | a y p £ va. Concluya que si ningin primo
P < v divide a a, entonces a es primo.

Este ejercicio muestra que para buscar los factores primos de un
niimero a basta buscarlos entre los primos menores o iguales que /a.
Si uno de tales primos, p;, divide a, repitase el proceso con a/p, y
asf sucesivamente. Llegard un momento en que a/ PrPn,t > 1,esun

Primo pp1, 0 sea que ningtin primo < v/a/p1 - - - pn dividird a/p1...pa.
Entonces, a =p; - - - pn41.

Sean a,b € Z tales que a? + b?> > 0 y sea d =mcd(a, b). Verifique que
si d = ma 4+ nb, m,n € Z, entonces d = (cb+ m)a + (—ca + n) b para
todo ¢ € Z, asf que no es posible esperar unicidad de m y n en una
relacién de Bezout.

Sean ¢ : X — Ny 9 : Y — N aplicaciones inyectivas. Demuestre
que f: X x Y —s N dada por f (z,y) = 2¥(®)3%() es también inyec-
tiva.

Sea p un primo impar (i.e.,p > 2). Demuestre que p es de la forma
d4n+1o04n+3, n €N,y que el nimero de primos de la forma 4n + 3
es infinito. (Indicacién. Si py,...,pm son primos de la forma 4n + 3,
demuestre que P = p; - --p, es de la forma 4n+1 o0 4n+ 3. Concluya
que en el primer caso debe existir un primo p # p, ..., pm y de la forma
4n + 3 tal que p | P+ 2, y en el segundo, un primo p de las mismas
caracteristicas tal que p | P + 4.). Demuestre, de la misma manera,
que todo primo > 5 es de la forma 6n + 1 0 6n + 5, y que el niimero
de primos de la forma 6n + 5 es infinto.

Sean Z* = Z \ {0}, ¥ : Z x Z* — Q la aplicacién ¥ (a,b) = a/b,
R = Ry la relacién de equivalencia en Z x Z* asociada con ¢ (ejer-
cicio 1.12). Sean Q =ZxZ*R, ¢ : ZXZL* — Q la aplicacién
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1.33

1.34

1.35

1.36

canénica, ¥ : @ — Q la aplicacién obtenida de ¢ como en el ejer-
cicio 1.12. Demuestre que ¢ es biyectiva. Demuestre ademds que
(a.b) = (¢,d)(mod R) si y sélo si ad = bc (lo cual permite definir
R independientemente de ). Sea [a,b] = ¢(a,b). Demuestre que
la, b]+[c,d] = [ad + bc, bd] y [a, b] [c,d] = [ac,bd] definen leyes de com-
posicién interna en Q y que ¥ ([a,b] + [c,d]) = ¥ ([a,4)) + ¥ ([c,d]),
¥ ([a, 8] [e, d]) = ¥ (2, 8])  ([c,d]), (asf que (@,+,-) es esencialmente
lo mismo que (Q, +,-))._ Demuestre también que si Z se identifica
con Zx {1}, ¢ : Z —Q es inyectiva, pla+b) = pla) + @) ¥y
w(ab) = p(a) ¢ (b) (asi que Z puede considerarse como un subcon-
junto de Q).

Nota. Evidentemente, la construccién anterior de (@,+, ) es com-

pletamente andloga a la de (Z, +,-) en el ejercicio 1.22. Ambas se
originan en las ideas introducidas en el ejercicio 1.12. Generalmen-
e (@, +, ) se construye en segunda etapa, a partir de (i,+, -), ya
construido a partir de (N, +, ) como en tal ejercicio.

Compruebe que el sistema(Q, +,-,Q4), donde Q4 = Q N R4, satis-
face los axiomas algebraicos y los axiomas algebraicos del orden de R.
Compruebe, sin embargo, que el conjunto A = {:1: eQ:22< 2} es
acotado superiormente en Q pero no tiene extremo superior en Q.

Demuestre que si A C Q es tal que AU(—A4) =Q, AN(—4) C {0},
A+AC Ay AA C A, entonces A = Q4 = QNR,. (Indicacidn.
Demuestre primero que 0,1 € A y concluya que N C A).

Demuestre que si A C R es tal que AU (—A) =R, AN(—4) C {0},
A+AC Ay AAC A, entonces A =Ry

Sean A C R, A* := At NQ={a € Q:a>z paratodox € A}. S5i

A# @ # A"y ANA* = @, se dice que (A, A*) es una cortadura de
Dedekind de Q. Para cadaa € R, sea A, = {z € Q :z < a}. Verifique
que (A,, A) es una cortedure de Dedekind de Q y que si R es el
conjunto de todas las cortaduras de Dedekind de Q, ¥ : R — R dada
por ¥ (a) = (Aq, A2) es biyectiva. Defina en R la relacién de orden
(A, A®) < (B,B*) si y s6losi A C B. Con los significados obvios,
verifique que si A C R es superiormente acotado y no vacio, A tiene
un extremo superior.
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Nota. Este ejercicio apunta en la misma direccién que los ejercicios
1.23 y 1.34. Se trata ahora de construir R a partir de Q via R. Esto
requiere definir sumas y productos apropiados de cortaduras, lo cual
no es del todo trivial, pero puede hacerse. Si tenemos entonces una
teoria lo suficientemente buena de (N, +, -) para asegurar la existencia
de tal sistema (ninguna teoria axiomadtica lo hace), tal como en cierta
forma lo hacen la teoria ordinal o la cardinal, o si admitimos desde un
comienzo que (N, +, -) nos ha sido dado por Dios (Krénecker), podemos
construir (Z,+,), (Q,+,-) y (R, +, ), garantizando asi su existencia.
Este es un mérito de las teorias constructivas o genéticas, que las
teorias axiom4ticas no tienen.

*1.37 Sea (IE, -+, -,ﬁ.,.), un sistema numérico que satisface los mismos axio-

mas algebraicos de (R, +,-,R+) y los mismos axiomas de orden, in-
cluyendo el axioma (A.C.R). Demuestre que existe una aplicacién
biyectiva f : R— R tal que f(a+b) = f(a) + f(b), f(ab) =
f(a) f(b) y que f(a) < f(b) si @ < b. (Indicacidn. Defina N, Z,
QenR _de la manera obvia, y comience por definir f : N —R por
fO=0y7f (n+1) = f(n) + 1, verificando que f aplica biyectiva-
mente N sobre N. Luego extienda sucesivamente f a Z, y 2 Q, de la
manera obvia, verificando que f(Z) =Z y f (Q) = Q, biyectivamente.
Finalmente, para r € R, defina f(r) = sup{f(z):z € Q, =z < r}).
Demuestre ademss que f es tinica con las anteriores propiedades. De-
muestre finalmente que no es posible definir una aplicacién biyectiva
de R en Q que satisfaga las propiedades anteriores de f.

1.38 Verifique las relaciones (1.55), (1.56), (1.58), (1.59), (1.60) y (1.61).

1.39 Compruebe las relaciones (1.75), (1.76), (1.77), (1.78), (1.79), (1.80),
(L81), (1.82), (1.83) y (L.84).

1.40 Demuestre que no existe en C una relacién deordena < b (i.e.,a < by
a#b)talqued <a+by0<absi0<ay0 < b (Indicacidn.
Demuestre que no puede ser 0 < 32).

1.41 Para 0 < k < n, k y n enteros, se definen

nl = 1, n=0,
Tl (r=Dn, n2>1.

(%) = me=mr
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. n
Verifique que ( 0) = (Z) = 1 y demuestre que para 1 < k < n,

(n) _ ( n ) n + (™) = n+1
k] \n-k)' \k-1 k)] \ k)
Concluya quesi0 € k < n, (:) es un niimero natural (haga induccién

sobre n).

1.42 Sean a,b € C. Use induccién y los resultados del ejercicio 1.41 para
demostrar que si n € N entonces

(a+b)" = é (:) ki, on = ,,2:0 (Z)

Demuestre también que si a y b son reales, a,b > 0, entonces

(a+b)"<a"+b"

, n20.

2 2 -

143 Parac € R, a > 0, y r € Q, sea a” como en la nota 1.27. Demuestre
que

a) a"- o = a™t ' e Q.
) (@) =a™, nr'eqQ.

c) Sitambién b > 0, (ab)” =a"b", r € Q.

**1.44 (Para lectores muy pacientes). Paraa € R,a>1,yz € R,z >0,
definase

a® =sup{a":7€Q,0< 1 <z}.

Verifique que a? estd bien definido. Para0<a<lyz€R,z >0,
definase

a®=[(a™)"]™".
Finalmente, paraa >0y z € R, z < 0, definase

a® = (a™1)7".

Verifique que
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1.45

146 SiCy = {2 €C: R(2) 2 0} yC* = {z € C: ¥(2) = 0} json (Cy,+,")

1.47

1.48
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a) a*-a¥=a*",a>0, z,y €R.
b) (@YW =a*¥,a>0, z,y €R.

c) (ab)* =a*b*, a,b>0, z€R.

Demuestre también que si @ > 0 y r € Q, la definicién de a” dada en
la nota 1.27 coincide con la presente. Es decir, demuestre que

a"=sup{a®:5€Q,0<s<r},a=21l, T€Q, r>0.

Para otra definicién de a%, a,z € R, a > 0, véase [9], capitulo 5, nota
5.10.

Verifique que
= 2n nw
e 1)k = 2"cos—.
) kz=:0( ) (%) 2"cos—

L nw
b) > (-1 (2 Zﬁ 1) = 2"sen—-.

k=0 k
c) éo (—1)'c (g: 1 i) = 2“\/§sen(2—n#.
d) éo(_l)k (2n2-’i- 1) _ 2n\/§cos(lfﬁ‘z_1)_7ﬁ,
2 2n+1 7 n—k 2n+1
° E‘o(_l)k( 2% ) =21 (2k+ 1)'

¥y (C*,+,.) sistemas numéricos? Demuestre que si K € R es un
dominio y K, = {x € K : = > 0}, entonces (K4,+,) es un sistema
numérico.

Sea § C C. Demuestre que —(—S) = S, y concluya que § = —§
st y 86_1{) si —§ C §. Verifique igualmente que si 0 ¢ S entonces
(571)™ = 8, y demuestre que S"1=Ssiysblosi 1 C S.

Si (8, +, ") es un dominio numérico y a € S es tal que a~! € S, se dice
que a es una unidad de S. Demuestre que a es una unidad de § si
y s6lo si a~! también lo es, y que si a,b son unidades de S, ab es una
unidad de S. ;Cuéles son las unidades de (Z,+,-)? Si (S,+,:) es un
campo jcudles son las unidades de S7
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1.49

1.50

1.51

1.52

1.53

Si (S, +,-) es un dominio numérico y a,b € S, diremos que a |ben §
(a divide a ben S) si a # 0 y existe ¢ € S tal que ac = b. Se dice
también que a es un divisor o un factor de b. Demuestre:

a) Sia€Sya#0,a|laens$.
b) Sia,b,ceSyalb,b]c, entoncesa]ec

¢) Sia,be S,a|byb]|a,existen u,v € S tales que av =1 y que
b = ua, a = vb, asi que u,v son unidades de S. (ejercicio 1.48)

Si S es un dominio, a,b € S, y existe una unidad u € S tal que b = ua,
en cuyo caso a = vb, v = u™!, se dice que a y b son asociados en S,y
se escribe @ ~ b(mod S). Demuestre que si a, b € S, ab # 0, entonces
a~b(modS)siysblosia|byb|aenS. Demuestre también que
si G = {(a,b) : a,b € S,a ~ b(mod S)}, entonces R = (S, G, 5) es una
relacién de equivalencia en S.

Sea (S,+,-) un dominio. Se dice que a € S es irreducible en S, si
a no es una unidad, y si sus tnicos divisores son las unidades y los
elementos se S de la forma ua donde u es una unidad. Demuestre
que si (S,+,) es un campo, no existen en S elementos irreducibles.
i Cuaéles son los elementos irreducibles de (Z,+,-)? Demuestre que si
(S,+,:) ¥y (S’,+,") son dominios tales que S C S, entonces:

a) Sia € S esirreducible en §', a es también irreducible en S.

b) Si S # S, pueden existir elementos a € S que son irreducibles en
S pero no en $’. ;Puede usted dar un ejemplo de esta circun-
stancia?.

¢) Toda unidad de S es una unidad de §’.

Se dice que el sistema numérico (S, +,) es estable bajo conjugacion sfi
S={a:a€ 8} CS (es decir, si S = §). Demuestre que Z[i] y Q[{]
son estables bajo conjugacién, pero que N[i] = {a+ bi:a,b€ N} no
lo es.

Sea (K,+,-) un campo numérico. Demuestre que las afirmaciones

siguientes son equivalentes:

a) K es estable bajo conjugacién. (ejercicio 1.52).
b) Re(K)={R(a):a € K} es un subcampo de K.
¢) Sia € K, entonces |a|® € K.
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1.54 Demure que si (K,+,-) es un campo numérico, (?, +, ) también
loes (K := {Z:2 € K}).

1.55 Si § C C es tal que
1. 0€ S,
2. —-SCS,
3. S+S¢cS,

se dice que (S, +) es un grupo numérico aditivo o, mas precisamente,
un subgrupo aditivo de (C,+). A su vez, si S C C es tal que

1. 0¢85, 1€,
2. 871c S,
3. S§SC S,

se dice que (5,-) es un grupo numérico multiplicativo o, mas precisa-
mente, un subgrupo multiplicativo de (C*,-), donde C* = C \ {0}.

Demuestre:

e) Si (8, +,-) es un dominio, (S,+) es un grupo aditivo.

b) Si (K,+,-) es un campo, (K*,-), donde K* = K ~ {0}, es un
grupo multiplicativo.

¢) Si(S,+, -} es un dominio, el conjunto U (S) de las unidades de S
(ejercicio 1.48) es, con la multiplicacién, un grupo multiplicativo.

1.56 Verifique que Q [\/ﬂ dado por (1.89) es un campo numérico en el cual
a+bv/2 = c+dv2siysdlosia=cyb=d,yenelcual,si a+bv2 #0,
(a+b\/§)—l = (a—bv2) / (a® — 2b%) . ;Es posible que a? = 2b%,
2,5 € Q? Verifique también que Q [¢] dado por (1.90) es un campo en
el cual, si a + bi % 0, entonces (a + bi) ! = (a — bi) / (a? + b%).

1.57 Demuestre que Q [¥/2] dado por (1.92) es un campo. (Indicacién. Ob-
So Ve quesia, b, c € Q entonces med(z® — 2,a + bz + cz?) = 1 cuando
a®+b°+¢® # 0. Use entonces el teorema 1.30.)

1.58 Verifique que Q dado por (1.91) no puede ser un campo. De hecho, ni
siquiera es un sistema numérico. (Indicacién. Tal como en el ejercicio
1.57, obsérve que si a®+5+-c? # 0 entonces med (2® — 2,a + bz + cz?) =

1, y muestre que esto contradice el que V4 = (\?/5)2 = a+ bY2,
a,beqQ.)
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1.59 Sea Z [iv5] = {a+biv5:a,b€ Z}. Verifique que Z [iv/5] es un
dominio pero no un campo. Demuestre, de hecho, que las tnicas
unidades de Z [iv/5] son —1 y 1, y que a € Z [iV/5] es irreducible
si y sdlo si @ # £1 y sus \inicos divisores son £1 y *a. Diremos que
a es un primo de Z [iv/5] si a es irreducible y R(a) > 00 R(a) =0
e S(a) > 0. Verifique entonces que 2,3,1 + iv/5,1 — iv/5 son primos
distintos y que 6 = 2-3 = (1+i\/§) (l—i\/g),asiqueZ[z’\/S_J no es
un dominio factorial. Demuestre finalmente que todo irreducible de
Z [z\/g] estd asociado con un primo.

1.60 Sea p > 2 un primo y Q,, el conjunto de los 7 € Q que pueden escribirse
en la forma r = m/n con m,n € Z, ptn. Demuestre:

a) Qp es un dominio de integridad.

b) u € Q, es una unidad si y sélo si u = a/b donde a,bE€Z y ptab.

¢) Sir € Qp, existen n € Z, n > 0, y una unidad u € Qp, tales que
T = up".

d) Los tinicos elementos irreducibles de Q, son los de la forma up
donde u es una unidad de @Q,.

e) Qp es un dominio factorial.

f) Qp no es un campo.

1.61 Demuestre que en el dominio Z [i] de los enteros de Gauss, las inicas
unidades son £1 y %i. Sipes irreducibleen Z [i] y R (p) > 0, S (p) 2 0,
se dice que p es un primo de Z [i]. Demuestre que si ¢ es irreducible
en Z [i] , siempre existe un primo p tal que p ~ g(mod Z [i]) .

1.62 Verifique que 5 no es un primo de Z[i], y encuentre una descomposi-
cién de 5 en factores primos (Resp. 5 = (—i) (2+1) (1 +2i)). Veri-
fique también que 5 = (2 + 1) (2 — 1) = (1 +24) (1 — 2) son des com-
posiciones de 5 en factores irreducibles, y describa las relaciones de
asociacién para estas des- composiciones. (Resp. 2 +i = (1 —2i),
2 —i=(—i) (1 +29).)

1.63 Verifique las relaciones (1.115), (1.116) y (1.117).
1.64 Verifique la relacién (1.122).

1.65 Demuestre todas las afirmaciones del texto entre el teorema 1.31 y la
nota 1.48.
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1.66 Verifique que, en Q[z],

1 =3(22+1)+ 5= (1 +2)
_ 2
= 242 (52 +1) + S (1 4 g,

Demuestre, sin embargo, que si K es un campo numérico arbitrario,
f(z),9(z) € K[a], f(z) g(z) #0, y d(z) = med (f (z),9(2)), exis-
ten m(x),n(z), tnicos, tales que

d(z) =m(z) f (z) +n(z) g (z)

¥ que grad(m (z)) <grad(g (z)) o grad(n (z)) <grad(f ().

1.67 Sean K, L campos numéricos, K € L, K # L. Sean f(z),g(z) €
K [z]. Dé una relacién de Bezout para d(z) = med (f (z),g(z)), la
cual sea vélida en L [z] pero no en K [z].

1.68 Sea K un campo numérico, f (z) € K [z] un polinomio de grado dos o
tres. Demuestre que f () es irreducible en K [z] si y sélo si f (z) no
tiene raices en K. ;Es z2—4z+2 irreducible en Q [z]? ;Es irreducible
en R[z]? ;Son z3 + z+ 1y z® + 22 + = + 1 irreducibles en Q [x]?

1.69 Sean f(@=apz"+ ---+ap € Z[z], r =a/bE Q,cona,be Zy
med(a,b) = 1. Demuestre que si r es raiz de f(z) entonce b | an
Y @] ap. (Este resultado permite sistematizar la bisqueda de raices
Tacionales de f (z) € Q|z].)

L.70 (Algoritmo euclideo para el mcd.) Sean K un campo numérico,
f(z),9(z) € K [z], con g(z) # 0 y grad(g (z)) <grad(f(z)). Es-
cribase 7y () = f(x), r1 (z) = g(x), y supéngase que

T (2) = grq1 (@) 41 (@) +Th42 (2), 0S k<=1, n 2> 1,

donde grad(ry.z (z)) <grad(re41(2)), 0 S k< n—1,y ray1(z) =0
(divisién consecutiva de residuos hasta obtener un residuo nulo, comen-
zando con ry (z) = f(z), r1 (z) = g(z)). Demuestre que

7 (2) = med (ro (z) , 71 (x)) = med (f (z),9(x)) -

(Indicacién. Demuestre que T, () | f(z), rn(z) | 9(z), ¥y que si
T(z) | f(z), r(z) | g(x) entonces r(x) | 7o (z).). En los casos n =
1,2,3, encuentre, mediante el algoritmo mismo, m (z) y n (z) tales que
(1.137) sea valida.
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1.71 Sea K un campo numérico. Determine el med en K [z] de las siguientes
parejas de polinomios:

a) 3z® +13z2 + 15z + 9, z° + 422 + 45z + 3.

b) o+ 5+ +222+3x+1, ¥+ 4+ +1.
¢c) z2—6x+7, z+4. (Resp. 1)

d) 2z7 —4x5 -2, 22 -2, (Resp. z + 1)

e) zl—zt+2d-1,23-1. (Resp. z3 — 1)

(Resp. =+ 3).
(Resp. 1)

1.72 Sean a,b € Z, d = mcd (a,b), m,n € Z, m,n > 0. Demuestre que
d* = med (a™,b"), k = min (m,n). Concluya que d = mcd (a,b*) =
mcd(a™, b) . Extienda los anteriores resultados al caso de
d(z) = mcd(f (z),g(z)), donde f (z),g(z) € K [z] y K es un campo.

1.73 Se dice que una expresién decimal de a € [0,1] es periédica si es de
la forma 0.a1as...by b3...b;,, donde la barra sobre by bs...by, significa que
esta sucesion de digitos (0 < b; < 9), denominada el periodo de la ex-
presién, se repite indefinidamente. Asf, 1/3 = 0.3, 2/15 = 0,13, etc.
Demuestre que si a € [0,1] admite una expresién decimal periédica
entonces a es racional. (Indicacidn. Si a = 0.a¢1a2...b1 ba...0m, de-
muestre que 10™ (10™ — 1) a es un entero.). Verifique, por ejemplo,
que si a = 0,491 entonces a = 487/990, y que 1 = 0.9. Obsérvese que
0.a1a2...a,9 ha sido excluido de los desarrollos decimales. Asf, 0.9 no
es el desarrollo decimal de 1 : su desarrollo es 1 = 1.0.

*1.74 Demuestre que si a € [0, 1] es racional, su desarrollo decimal es pe-
riédico.

1.75 Demuestre que

a) 0.2x0.b=0.ax0.b.

b) == ==, b#0.
.a

C) —a—-—Ol,a#O
0a0 a
— =, b .

4) 0.0 b 70

1.76 Demuestre que si X es un conjunto finito con n elementos (seccién
1.11) el mimero de subconjuntos de X con k elementos, 0 < k < n, es
(3). Concluya que p(X) tiene 2" elementos, y que 2" es también el
cardinal del conjunto de todas las aplicaciones f : X — {0,1}.
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1.77 Demuestre que si X es un conjunto con n elementos (seccién 1.11), el

1.78 (Fracciones Parciales) Sean fi(z),..., fn (z), n 2

cardinal del conjunto Fp (X) de todas las aplicaciones biyectivas de X
en si mismo es n!.

2, polinomios no
nulos sobre un campo K, tales que med(fi (z),fj(z)) = 1sii#j, y
sean f (z) = f1(z) -+ fa(2) y 9 (z) € K [z] con grad(g (z)) <

grad(f (z)). Demuestre que existen m; (z) € K [z] con grad(m; (z))
<grad(fi(z)), i =1,...,n, tales que

g(x) _mi(x) _,,_,_mn(m).
f(x)  A®@) fn ()
(Indicacidn. Para cada i < k < 7, sea fx (37) f(z)/fx(z). De-

Mmuestre entonces que 1 = mcd (f 1(x) s fn (-’5)) » ¥ use una relacién
de Bezout (1.147) para med. Multiplique luego por g (z) / f (z) y recu-
rTa finalmente al algotitmo de la divisién en cada término.) Demuestre
también que si f(z) = (p(x)) ,n=>1p(z) e K[z], p(z) # 0y
9 (m) € K [z] con grad(g (z)) <grad(f (z)), entonces

9(@) _m (@), ma(z) ma () 1,2,

f(z)— p(x) (p(x))2+"'+ (p(w))n)

vy N

179 (Pracciones parcigles mondgenas). Sean K un campo y

1.80 (Gauss).

(:12 - am)nm Y

f@)=(z—a)™ -
dondeakGK ar # aj si k # j, ng 2 1, k=12,...,m. Demuestre
que si g (z) € K [z] y grad(g (z)) <grad(f (z)) , entonces

™M (a:) eEK [m] , grad (mk (.’1))) < ng.

g(z) Z my, (z)
“(z—ax)"™*

ag)™’

Demuestre ademss que para k=1,2,...,m,

ny b

m

=1 (z— ax)t’

c(f(z)) = c(g(z)) = 1). Demuestre que h(z) = f(z)g(z) tam-
bién es primitivo. (Indicacién. Supéngase que f (z) = ap+---+anz"®,

Sean f(z),g(z) € Z[z] polinomios primitivos (es decir
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1.81

1.82

1.83

1.84

g(x) =bo+- - +bmz™, con anbm # 0. Por hipétesis, med(ao, ..., an) =
mcd(bo, ..., bm) = 1. Supdngase ademds que a = c(h(z)), y que p es
un primo tal que p | a. Evidentemente p no divide a todos los a; ni a
todos los b;. Sean k =min{i:pta;}, h=min{j:p{b;},i=k+h.
Demuestre que si ¢; es el coeficiente de z! en h(z) entonces p { ¢,
observando, con ag; =0sik+i>m, by =0si h+i>n, que

h k
¢ — apby = Z Qg 4ibpi + Zak-ibhm

i=1 i=1

y que si p | ¢, p dividiria el miembro de la derecha pero no el de la
izquierda de la anterior igualdad.

Verifique en detalle que Z [z] es un dominio factorial (nota 1.56). De-
muestre también la afirmacién de la nota 1.57.

Sean R = (X, G, X) una relacién de equivalencia, ¢ : X — X/R la
aplicacién cociente. Si Y C X es tal que ¢ : Y — X/R es biyectiva,
se dice que Y es un sistema de representantes de R.

a) Demuestre que Y es un sistema de representantes de R si y sélo
si Y tiene un tnico elemento en comin con cada clase de equiva-
lencia médulo R.

b) Demuestre que el axioma (A.E.), seccién 1.11, es equivalente a
la afirmacién: Toda relacidn de equivalencia (X, G,X) tiene un
sistema de representantes. (Indicacién. Sil # @, A; # @ para
todoi € Iy A;NA; = & parai # j, entonces G = | J;f (4i X 4;)
es la grafica de una relacién de equivalencia sobre X = [J;es 4i-)

Sea (A;);c; una familia de conjuntos. El conjunto de todas las apli-
caciones f : I — |J,; A; tales que f (i) € A; para todo i € I (fun-
ciones de eleccidn) se denota con [];s Ai, y se denomina el producto
cartesiano generalizado de (A;);c;. Demuestre que si I = & entonces
Uier Ai = 2y [Lie; 4i = {(2,2,9)} , mientras quesi/ # 2y A; = 2
para algin ¢ € I entonces [;; A; = @. Demuestre también que si
I# @y A; # & para todo i € I, el axioma (A.E.) es equivalente a
afirmar que [[;c; 4; # @.

”n
Sean Xi,..., Xn, n > 2, conjuntos, X = |J X;. Demuestre que X; x

=1
X X # @ siysélosi X; # ,¢ = 1,2,..n. Demuestre en
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este caso, sin recurrir al axioma (A.E.), que existe una aplicacién
f:I — X, I={1,2,..,n}, tal que f(i) € X;, i = 1,2,..,n.
(Indicacién. Demuestre que existe una aplicacién biyectiva

P [[Xi — X1 % x Xy,
i€l
donde [] X; es el conjunto de las funciones de eleccién de I en X.)
i€l

1.85 Sea (A;);c; una familia de subconjuntos no vacios de N con I # @.
Demuestre sin usar el axioma (A.E.) que existe f : I — |J;c; A; tal
que f(i) € A; paratodoi € I. Si @ # A; C Z paratodoi € I, e
I # & jes posible demostrar, sin usar el axioma (A.E.), que existe
f:I — ;e Ai tal que f(3) € A; para todo i € I?

1.86 Demuestre que si X C Y entonces Card(X) <Card(Y), y quesi Y
es finito entonces X = Y si y sélo si Card(X) =Card(Y). iEs esto
tltimo cierto si X o Y es infinito?

1.87 Demuestre que Card(X) <Card(p (X)) y que si X es finito entonces
Card(X) < Card(p (X)) .

1.88 Demuestre que X es finito si y sélo si Card(X) < Ro.

1.89 Demuestre que si X oY es finito, Card(X) = Card(Y') si y sélo si existe
f 1 X — Y, biyectiva.

1.90 Se dice que a € C es un numero algebraico, si existe f(z) € Q|z],
f(z) #0, tal que f (@) = 0. De igual manera, a € R es un algebraico,
si existe f (x) € Z[z], f (z) # 0, tal que f(a) =0 Sea Alg (Q) el con-
junto de los nimeros algebraicos complejos. Demuestre que Alg (Q)
es enumerable. (Indicacién. Use los teoremas 1.27 y 1.39)

Parte I1

Teoria elemental de los
grupos




Capitulo 2

Grupos

Dado un conjunto G, una aplicacién

():GxG—G

(a,b) — a-b

se denomina una ley de composicidn interna sobre G. Interna se refiere al
hecho de que dados a, b € G, a-b es también un elemento de G. Otras
notaciones usadas frecuentemente para (-) son: (o), (*), (+). Se escribe
entonces, respectivamente, ao b, a x b, a + b, en lugar de a - b. La notacién
(-) se conoce como la notacion multiplicativa. A su vez, (+) es la notacidn
aditiva. La notacién multiplicativa (-) es la preferida para el desarrollo
de la teoria general, aunque (o) y (*) son también comunes. La notacién
aditiva (+) se reserva generalmente para casos especiales. Cuando se usa
la notacion multiplicativa, es corriente escribir simplemente ab en lugar de
a-b.

Definicién 2.1. Un grupo (G, -) es un sistema formado por un conjunto G
y una ley de composicién interna (-) sobre G tal que

(¢) (ab)c = a(bc), cualesquiera que sean a, b, c en G.
(¢4) Eziste e € G tal que ae = ea = a para todo a € G.

(#4i) Para todo a € G eziste o' € G tal que aa’ =a'a=e.

Si (G, ) es un grupo entonces G # &, pues e € G. La propiedad (z) de la
definicién anterior se conoce como la propiedad asociativa o la asociativided
de (). La (it), como la propiedad modulative de (-), y la (¢it), como la
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propiedad invertiva de (-) con respecto ¢ e. Como es claro, un grupo (G, -)
tiene la siguiente propiedad:

(v) Cualesquiera que sean a, b € G, también ab € G.

La propiedad (iv) se conoce como la propieded clausurativa de ().
Si un grupo (G, -) satisface la propiedad

(v) Cualesquiera que sean a, b € G, ab = ba,

se dice que (G, -) es un grupo conmutativo o un grupo abeliano. La propiedad
(v) se conoce como la propiedad conmutativa o la conmutatividad de (-).

Muchos grupos importantes son conmutativos; otros, igualmente impor-
tantes, no lo son.

Antes de dar ejemplos de grupos, estableceremos algunas propiedades de
los mismos que se deducen ficilmente de la definicién.

Teorema 2.1. En un grupo (G,-) exziste un unico e € G que satisface la
propiedad (ii) de la definicidn 2.1.

Demostracion. Supéngase que € € G es también tal que ae’ = e’a = a para
todo a € G. Entonces, ¢/ = ee’ =e. O

Definicién 2.2. Se dice que e es el elemento neutro de (G,-).

Teorema 2.2. §; (G,) es un grupo y a, b € G son tales que ac = bc para
algin c € G, entonces a = b.

Demostracién. Si ¢ € G es tal que cc’ = e entonces (ac) ¢ = (bc) d/, de lo

La pFopiedad establecida en el teorema 2.2 se conoce como la propiedad
cancelative a derechq de (). Anélogamente se tiene que:

Sia, b€ G yeriste c € G tal que ca = cb, entonces a = b. Esta se
conoce como la propiedad cancelativa a izquierda de (-). La demostracién
es andloga a la del teorema 2.2, tomando ¢ € G tal que dc =e.

Corolario 2.1. Si (G,-) es un grupo y € € G es tal que €'a = a para algin
a € G, entonces € =e, el elemento neutro de G.

CAPITULO 2. GRUPOS 101

Demostracion. En efecto, ¢’a = ea, y basta aplicar el teorema 2.2. O
De manera andloga, st ae’ = a para algin a € G, necesariamente e’ = e.

Corolario 2.2. Si (G,-) es un grupo y a € G, eziste un y sélo un o' € G
tal que aad' = e.

Demostracion. La existencia de a’ resulta de (4i¢) . La unicidad, del teorema
22. O

Andlogamente, existe un tnico @’ € G, tal que a’a = e. En total, existe
un y sélo un @’ en G tal que aa’ = a’a =e.

Definicién 2.3. Si (G,-) es un grupo y a € G, el tinico o’ € G tal que

a'a = ad’ = e se denomina el inverso de a y se denota con a™>.

Corolario 2.3. Si a € G, para que o' = a~! es necesario y suficiente que
ad’ =e o que d'a =e.

Teorema 2.3. Si (G,-) es un grupo y a, b € G, la ecuacién ax = b tiene
la tnica solucién = = a~'b.

Demostracién. Como a (a~'b) = (aa~1) b = eb =b, es claro que z = a~lb
es solucién. La unicidad resulta del teorema 2.2. O

De igual manera, z = ba™! es la dnica solucidén de za = b.

Corolario 2.4. Sean (G,-) un grupo, e su elemento neutro, a,b € G.
Entonces:

1. el=e
2. (a.'“l)"1 =a
3. (ab)"'=0b"la 1.
Demostracidn. (1) En efecto, e~! y e resuelven la ecuacién ex = e. (2)

Tanto @ como (a™}) " resuelven a=lz = e. (3) Ambos, (ab)™' y b™'a™?,
resuelven (ab)x =e. O

Nota 2.1. En general, (ab)~! # a~16~1. Véase el ejemplo 2,11.
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Nota 2.2. En un grupo abeliano (G, -) notado multiplicativamente, es usual
denotar con 1 (uno) el elemento neutro e de G. A su vez, es corriente denotar

con 6 b/a la solucién tnica de az = b, que es la misma de za = b. En

. 1 . -
particualar, a~! = ~ = 1/a. La notacién b/a puede ser causa de confusién
si se usa en el caso no conmutativo.

Nota 2.3. Sj (G,+) es un grupo abeliano notado aditivamente, es cos-
tumbre denotar con 0 (cero) el elemento neutro de G y con —a el inver-
so de a con respecto a 0. Nétese que entonces —0 = 0, —(—a) = a y
—(a+b)=(—a)+ (=b). A su vez, z = b— a denotara la solucién tnica de
a+z = b, que es la misma de z+a = b. Nétese que b—a = b+(—a) = (—a)+b
yque 0—qa = —q.

Ejemplo 2.1. Si X es un conjunto no vacio, denotaremos con Fo (X) el
conjunto de todas las aplicaciones biyectivas de X en sf mismo. Entonces
(Fo(X),0), donde (o) es la ley de composicién de funciones, (f o g) (z) =
F9(x)), z € X, es un grupo, en el cual la aplicacién idéntica I de X,
I(z) =¢ para todo © € X, es el elemento neutro, y en el cual f 4 1a
aplicacién inversa de f (f~Y(z) = y si y s6losi f(y) = z) es el inverso de f.
Si X se reduce a un tinico elemento a (X = {a}), Fo(X) = {I}, donde I es
la aplicacién 1 (@) = a. Si X es un conjunto con n elementos, Fo (X) tiene
n! elementos (ejercicio 1.77).

Ejemplo 2.2. §i X = {1,2,..,n},n > 1,y f € Fo(X), es costumbre .

escribir

1 2 .. n )
f = ’
( fQQ @ - f(n)

0,81 f(k) =my, k=1,2,..n,
1 2 ... n
f= :
ml ma2 aee M
Nétese que 1 <my <m, k= 1,2,..,n.

Es también corriente, en este caso, considerar como ley de composicién
en Fo (X) la ley

f.g;..—.gof (2‘1)
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en lugar de la go f. Como es natural, escribiremos fg = f-g. El producto

(-) hace més cémodo el célculo de g o f (k), como lo muestra el siguiente
diagrama:

1 N O 1 . fk) .. n |
fg= l ) ( ! )
fQ) . f(k) .. f(n) g(1) ... g(f (%) .. g(n)/

Asi,
1 2 3 1 23 123
3 1 2 3 21 3

Es usual escribir S,, = Fp ({1, 2, ...,n}) y denominar a (Sy, -) el grupo simétri-
co de n objetos.

Ejemplo 2.3. Los siguientes son grupos abelianos aditivos (véase capitulo
1):

1. (C,+): el grupo aditivo de los niimeros complejos,
(R,+) : el grupo aditivo de los nimeros reales,

(Q, +) : el grupo aditivo de los niimeros racionales,

L

(Z,+) : el grupo aditivo de los ntimeros enteros.
5. 8i(S,+,-) es un dominio (capftulo 1, seccién 1.9.), (S, +) es un grupo
aditivo.

En todos ellos, 0 es el elemento neutro y —a es el inverso de a. -
Ejemplo 2.4. Los siguientes son grupos abelianos multiplicativos:

1. (C*,-): el grupo multiplicativo de los nimeros complejos no nulos,
(R*,) : el grupo multiplicativo de los niimeros reales no nulos,

(Q*, ") : el grupo multiplicativo de los nimeros racionales no nulos.

- W N

Si (K,+,-) es un campo numérico (capitulo 1, seccién 1.9), (K*,-) es
un grupo multiplicativo.
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En el ejemplo 24,si G =G, R, Q, K, G* = G\ {0}, para cada uno de
estos grupos, 1 es el elemento neutro y a~! = 1/a es el inverso de a.

Ejemplo 2.5. Si K =Z, Q, R, C, entonces Mpxn (K), €l conjunto de las
matrices de orden m x n sobre K es, con la adicién usual de matrices, un
grupo abeliano aditivo.

Ejemplo 2.6. Si K = Q, R, C, entonces GL, (K), el conjunto de las ma-
trices cuadradas de orden n x n sobre K con determinante no nulo (matri-
ces no singulares), es, con la multiplicacién usual de matrices, un grupo
multiplicativo. Esto resulta de observar que si A € GL, (K) y A7l =
(Det (4))"*Adj(A), donde Adj(A) = [as;] con ai; = (—1)"*7Det(A;;), sien-
do Aj; la matriz obtenida de A suprimiendo la j-ésima fila y la i-ésima
columna, entonces A~!A4 = AA~! = I (la matriz Adj(A) se conoce como la
matriz edjunta de A), y ademés

Det (I) = 1, Det(AB) = Det (4) Det (B), (2.2)

donde I es la matriz identidad de orden n x n y Det(A) denota el determi-
nante de la matriz A. Nétese que entonces Det(A™!) = (Det (4))™'. Que
tal grupo no es abeliano si n > 2, se establece en el ejemplo 2.11.

Definicién 2.4. Si (G,-) es un grupo con elemento neutro e, a € G y
m € N, definimos

e, sim=0,

¢ ={a"a, sim=n+1, neN (2.3)

Nétese que o! = q, y un argumento inductivo demuestra ficilmente que
€™ = e para todom € N. A su vez, a™*! = a™a para todo m € N.
Por otra parte, a™+! = gg™. En efecto, esto es claro si m = 0; y si lo
suponemos para m entonces aa™+! = (aa™)a = a™tla = oMV de lo
cual es también valido para m + 1 y, por lo tanto, para todo m € N.

Teorema 2.4. Si (G,) es un grupo , a € G y m,n € N, entonces
a™t" = a™a". (2.4)

Demostracién. Haremos induccién sobre n (manteniendo m fijo, pero arbi-
trario). La afirmacién es clara si n = 0. Y si la suponemos para un cierto n
entonces @™t(n+1) = g(min)+l _ gmtn, = (g™a") @ = a™ (a™a) = a™a™+],
de lo cual vale también para n + 1y, asf, para todon € N, O
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Nota 2.4. Como es claro, a™*" = a™a™, asi que, a™a™ = a"a™ cualesquiera
queseana € Gy m,n € N.

Definicién 2.5. Si (G,") es un grupo, a € G y n € N, definimos

a™ = (a)" (2.5)
Teorema 2.5. Si (G,-) es un grupo, a € G y n € N, entonces

a™ " = (a™)7'. (2.6)

Demostracidn. La afirmacién es clara si n = 0 o n = 1. Supongémosla para
n. EntonceS, a‘(""‘l) = (a_l)n+1 = (a—l)na“l = a—"a_l = (a,“)—l a,_1 =
(aa™)~! = (a®*!)”'. Hemos recurrido al hecho de que (ab)™' =b"la"!y,
también, a que aa™ = a™*!. Esto demuestra la afirmacién para n+1y, por
lo tanto, para todon € N. O

Teorema 2.6. Si (G,-) es un grupo, a € G y m,n € N, m 2 n, entonces

a " (2.7)

. ] _ _ Cm
Demostracion. En efecto, m — n € N, asi que a™ "a" = alm—n)+n — gm
Entonces, a™ ™" = (a™ "a") (an)-l = a™a-". O

Nota 2.5. Si m < n en el teorema 2.6, entonces a™ " = o™ =

(a.n—m)_1 = (ana'm)—l = (a-m)_l a™" = [(am)-l]_l a™ =a"™ lo

cual demuestra que (2.7) es atlin vélidasi m,ne Ny m <n.

Teorema 2.7. Si (G,:) es un grupo, a € G y m,n € N, entonces

a Mg " = a‘"(m'*‘n)
Demostracién. En efecto, a™™a ™" = (a—l)m (a“l)" = (a-l)"""" = g~ (min),

O

Observamos que mediante (2.3) y (2.5), a™ ha sido definido para todo
m € Z. De hecho,
a™ = (a—l)—m (2.8)

para todo m € Z. Esto es claro si m = —n, n € N, pues entonces 111 = —m
yae™ = a " = (a"l)" = (a‘l)_m; y si m € N, entonces (a‘ ) =
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1 m
[(a‘l) 1] = a™. De los teoremas 2.4, 2.6 y 2.7, y de lo observado en la
nota 2.5, se deduce entonces que

Teorema 2.8. S5i (G,:) es un grupo, a € G y m,n € Z, entonces

a™t" = g™a". (2.9)
En particular, a™a® = a"a™.
Nota 2.6. Si (G,-) es un grupo y a,b € G son tales que ab = ba, se dice que
ayb conmutan. Sia y b conmutan, entonces a y b conmutan para todo
n € N, como se verifica fcilmente por induccién (ejercicio 2.11). También
aly b‘l_ conmutan, pues b=1a~! = (ab)~! = (ba)~! = a~1b~!. Finalmente,
@y b! conmutan, pues (ab~?) (6~2a) ' =a(b"la"})b=a(a b7 )b=ce.
En total, si a y b conmutan entonces ab™ = b™a para todo m € Z (ejercicio

2.11). Como es claro a y a™ conmutan para todo m € Z. Nétese que e, el
elemento neutro de G, conmuta con todo a € G.

Teorema 2.9. Si (G,-) es un grupo, a,b € G y a y b conmutan, entonces
(ab)™ = a™b™ (2.10)
para todo m € N.

Demostracién. La afirmacién es clara sim = 0,1. Y sila suponemos para m
entonces (ab)™** = (ab)™ (ab) = (a™b™) (ba) = a™ (4™b) @ = a™ (4™ +'a) =
(a™a) b+t = gmHipmil pues g y p™+1 conmutan (nota 2.6). O

Corolario 2.5. $; (G,-) es un grupo, a,b € G y a 'y b conmutan, entonces
(ab)™ = a™b™ (2.11)

para todo m € 7.

Demostracién. La afirmacién fue demostrada arriba para m € N. Ysi
m = -n, n € N, entonces (eb)™ = (ab)™" = [(ab)-l] = (b—la_l)n =

g_lb‘l)" = (@) (b71)" = @~ = a™b™, pues a~! y b~! conmutan.

Nota 2.7. Las relaciones (2.10) y (2.11) pueden ser falsas si a y b no
conmutan (en particular, puede ser que (ab)™' # a~1b~1. ejemplo 2.11).

Definicién 2.6. Se dice que un conjunto G dotado de una ley de composi-
cién interna (-) es un grupo de derecha si
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1. (ab)c = a(bc), cualesquiera que sean a,b,c € G.
2. Existe e € G tal que ae = a para todo a € G.

3. Para todo a € G existe a’ € G tal que ad’ =e.

Todo grupo (G,-) es un grupo de derecha. Si (G,-) es un grupo de
‘derecha, ab € G cualesquiera que sean a,b € G (pues (-) es una ley de com-
posicién interna). Por otra parte, si a € G y a? = aa = a, necesariamente
a=e¢, pues si @’ € G es tal que aa’ = e entonces a%a’ = a(ad’) =ae=a,y

también a2a’ = aa’ = e.

Teorema 2.10. Todo grupo de derecha es, de hecho, un grupo.

Demostracién. Si (G,-) es un grupo de derecha y a,a’ € G son tales que
ad' = e, entonces (a'a)? = a’ad’a = (a'e) a = d'a, asf que también d'a = e.
Por otra parte, ea = (aa’)e = a(a'a) = ae = a , lo cual completa la
demostracién. O

Mediante (1), (2) y (3) de la Definicién 2.6, pero cambiando ae = a por
ea=aen (2) y aa’ = e por a’a = e en (3), se define un grupo de izquierda.
Como es claro, un grupo es un grupo de izquierds, y demostrando que en
un grupo de izquierda la condicién a? = a también implica que a = ¢, se
demuestra que todo grupo de izquierda es, de hecho, un grupo. Curiosamente,
se concluye asi que los grupos de izquierda y dereche son los mismos.

Nota 2.8. Por el contrario, pueden existir sistemas (G, ) en los cuales (-)
es una ley de composicién interna asociativa sobre G tal que

1. existe e € G tal que ae = a para todo a € G,
2. para todo a € G existe a’ € G tal que d’a =e,
y los cuales no son, sin embargo, grupos. Véase el ejercicio 2.9.

Teorema 2.11. Sea (G,:) un sistema formado por un conjunto G y una
ley de composicion interna (-) sobre G tal que

1. (ab)c=a(bc) cualesquiera que sean a,b € G.

2. En G son vdlidas las leyes cancelativas a derecha e izquierda.
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Entonces, si G es finito y no vacio, (G,-) es un grupo.

Demostracion. Como G # @, existe a € G. Sea f, : G — G la apli-
cacién f, (z) = az. Por (2), f, es inyectiva y, como G es finito, también
sobreyectiva (capitulo 1, seccién 1.11). Existird entonces e, € G tal que
fa(ea) = ae; = a y, como a(eqb) = (aey,)b = ab, nuevamente (2) implica
que egb = b cualquiera que sea b € G. Pero, como g, : G — G dada por
95 (z) = zb es también sobreyectiva, para todo b € G existira b’ € G tal que
95 (') = b'b = ¢,, lo cual demuestra que (G, -) es un grupo de izquierda con
elemento neutro ¢, € G. Entonces, G es un grupo. O

Nota 2.9. En un grupo G, finito o infinito, las condiciones (1) y (2) del
teorema 2.11 se verifican. Sin embargo, puede ser que para (G,-), con G
Infinito, tales condiciones se verifiquen, sin que (G, -) sea un grupo. Tal es el
caso de los sistemas (N,+) y (N*,-), donde N es el conjunto de los niimeros
Daturales, N* = N\ {0} y (+) y (-) son la adicién y la multiplicacién usuales.
Aconsejamos al lector verificar las condiciones (1) y (2) del teorema 2.11 para
estos sistemas.

Definicién 2.7. Si ¢ = {a1,a3,-..yan} ¥ () es una ley de composicién
Interna sobre G (asf que, dados 1 < i,j < 7, existe 1 < k < n tal que
% -85 = aj0; = a;), la matriz [ai],,,, donde ai; = a;a;, se denomina la
tabla de multiplicacién de (G,").

SiG = {a1,02,...,a,} es un grupo y convenimos en que a; = e es
el elemento neutro, entonces a1 = @185 = @; ¥ Gi1 = Gi0] = G5, L, § =
1,2,...,n; es decir, tanto la primera fila como la primera columna de [a;;],,..,,
es (a1,03,...,a,) . De hecho, cualquier fila de [a;;],,, contiene todos los ele-
mentos ay,ay,...,a, en algin orden. Esto es consecuencia del hecho de que
Para cada i, fijo, la ecuacién a;z = aj, j = 1,2,...,n, siempre tiene solucién.
Como lo mismo es cierto de la ecuacién za; = ai, toda columna de [a;;],,, ,
contiene también todos los elementos ai,az,..-, 6n €n algin orden. Es decir,
st [aij],,,, es la tabla de multiplicacion de un grupo finito, toda fila y toda
columna de [ai),.,, contiene todos los elementos de G, y es fdcil ver que si
una tabla de multiplicacién asociativa satisface tal propiedad, ésta es nece-
sariamente lo tabla de multiplicacién de un grupo (pues las condiciones (1)
¥ (2) del teorema 2.11 deberén satisfacerse, ya que las aplicaciones inyec-
tivas y sobreyectivas de un grupo finito en s{ mismo coinciden: capftulo 1,
seccién 1.11). Las tablas de multiplicacién de grupos con n elementos deben
entonces buscarse entre las, matrices [ai;),,5,, Que contienen exactamente los
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mismos elementos a,, as,..., a, en cada fila y cada columna (en algin orden).
La asociatividad, sin embargo, no se puede deducir ficilmente de la tabla.

Asi, para un conjunto con un iinico elemento e, la tinica tabla posible es
[e], que es la tabla de un grupo. Para uno con dos elementos, G = {e,a},
la tinica tabla posible es

A=[e a], (2.12)
a e
y es la tabla de un grupo (pues es obviamente asociativa). Para un conjunto
con tres elementos, G = {e,a,b}, es también claro que una sola tabla es
posible:

e a b
A=|a b e |, (2.13)
b e a |
la cual es efectivamente la tabla de un grupo. Nétese que la alternativa
e a b
A=|a e , (2.14)
b

es inconducente: necesariamente seria ags = b, que es absurdo.

Para cuatro elementos, G = {e, a,b,c}, las alternativas para la segunda
fila son

a b
e cC

o R
0 o
[s T+

C
b (2.15)

A = Ay =

[ T~ ~ 2 1)
O o o
O o O

que, de hecho, determinan completamente sus segundas columnas, en la
forma

e a b c e a b ¢ e a b c
_Ja e c b _la c e b | a b ce 2.16
M=|4° I AL NS Rl PR
c b c b c e
Para la tercera fila de A; existe la alternativa
e a b ¢ e a b c
a e ¢ b a e ¢ b
= = 2.1
A1 b ¢c e a |’ A12 b ¢c a e |’ (2.17)
c b c b
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que conduce a las posibles tablas

e a b c e a b c
la e c b _|a e c b
A= b ¢c e al’ Az = b ¢ a e (2.18)
c b a e c bea
Para la matriz A; sélo es posible una tercera fila:
e a b c
a c e b
A2=|, ¢ ¢ a (219)
c b
Esto conduce a la otra posible tabla
e a b ¢
a c e b
PR (2.20)
c b ae
Finalmente, para A3 sélo es posible una tercera fila,
e a bec
a b c e
A3 = b ¢ e a ’
c €
la cual conduce a la tabla:
e a b ¢
a b c e
A3 = b ¢ e a (2.21)
c e ab

Las tablas 4 ;, A1 2, Ay y A3 son, de hecho, tablas de grupos, y las unicas
posibles.

Para n > 5, el anterior trabajo es engorroso (al menos sin la ayuda
de implementos de célculo répido), y es frecuantemente més conveniente
recurrir a otros procedimientos para establecer las posibles tablas (entre
ellos, el de desarrollar un poco més la teorfa de los grupos). Véase, al
respecto, el ejemplo 3.4.
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Nota 2.10. La tabla de multiplicacién de un grupo abeliano finito G es
una matriz simétrica, es decir a;; = aj; cualesquiera que sean i,j. Recipro-
camente, si la tabla de multiplicacién de un grupo finito es simétrica, este
grupo es abeliano. Para un grupo conmutativo G, el teorema 2.9 y su coro-
lario son automaticamente vilidos. Obsérvese que de lo dicho anteriormente
para las tablas de multiplicacién se deduce que todo grupo con 1, 2, 3 o4
elementos es conmutativo.

Nota 2.11. Como lo hemos mencionado, la notacién aditiva (+) para la
operacién de un grupo se usa exclusivamente cuando éste es conmutativo.
En tal caso el elemento neutro de G se denota con 0 y el inverso de e € G
con (—a). Es usual también escribir ma en lugar de a™, a € G, m € Z,
y las relaciones a™*" = a™a", (ab)™ = a™b™, a,b € G, m,n € Z, toman
entonces la forma (m + n)a = ma + na, m (a + b) = ma + mb. Nétese que
0-0=0.

Ejemplo 2.7. Todo grupo G en el cual a? = e, es decir, a = g~ ! para todo
a € G, es automaticamente conmutativo. En efecto, (ab)™ = ab, y también
(ab)~ -T_ bp-1g-! = pa.

Ejemplo 2.8. Si G es un grupo en el cual (ab)' = a‘b‘ para todo
i =0,1,2,..., entonces G es abeliano. De hecho, si (ab)’ = a'b’ para
tres enteros consecutwos i =mn,n+1,n+2, entonces G es abeliano. En
efecto, a™t1pnt! = (ab)**! = (ab) (ab)" (ab) a™b™, de lo cual a™b = ba™.
De la misma manera se verifica que a"*'p = pa™+!. Pero entonces aa™b =
aba™ = ba™*!, y asi ab = ba.

Ejemplo 2.9. Si G es un grupo en el cual (ab)® = a36% y (ab)® = a®°
cualesquiera que sean a,b € G, entonces G es abeliano. Para compro-
bar esto obsérvese en primer lugar que a (ba)?b = (ab)® = a3b3, asi que

(ba)? = a?b®. Pero entonces (ab)! = ((ab)2)2 = (b2a2)2 = (a,2)2 (62)*
a%h?, y la afirmacién resulta de lo establecido en el ejemplo 2.8.

Ejemplo 2.10. Si (G,-) es un grupo con 5 elementos, necesariamente G
es abeliano. Para demostrar esto, supéngase que existen a,b € G tales que
ab # ba. Claramente a # e,b # e, donde e es el elemento neutro de G
(pues e conmuta con todo elemento de G). También a # b (pues a conmuta
consigo mismo), a # ab, b # ab, b # ba, a # ba, ab # e (pues a conmuta con

a~1) y ba # e. Entonces G = {e, a, b, ab, ba}. Teniendo a,hora. en cuenta
que a conmuta con cualquier potencia de a se concluye que @ 95 b, a® # ab,
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a? # ba, asf que a? = e, 0 sea que, @ = a~. De la misma manera, b2 =ey

b=b"1. Ahora, es claro que aba # a,ab,ba. Tampoco aba = e, pues serfa
ab = a~! = q, y entonces b = e. Finalmente aba # b, ya que ab # ba. Es
decir, aba no tiene cabida en G, lo cual es absurdo. Entonces la hipétesis
inicial ab # ba es contradictoria, y serd ab = ba para todos los a,b € G.

Ejemplo 2.11. El grupo GL; (K), K = Q, R, C, no es abeliano, pues, por

ejemplo,
1111 0] [21 11 1 011 1
o] t]=[2 3] 5 ]=0 2] 5 1] e
A partir de
11 1 0
A= [0 l] y B= [1 1] (2.23)
sAeS pueden construir matrices no conmutativas de cualquier orden n > 2.
1,
A0 B 0
[0 0], [0 0] (2.24)

o conmutan, y GL, (K) no serd conmutativo para n > 2.
EJERCICIOS

2.1 Sean (G,-) un grupo, a € G. Demuestre que las aplicaciones
far9a,ha : G — @ dadas respectivamente por (a) f, (z) = az, (b)
92 (z) = za, (¢) ha(z) = aza™!, = € G, son biyectivas, que si e es el
elemento neutro de G entonces fe = ge = he es la aplicacién idéntica
de G,y quesib= a~1, entonces £ = f, 95 = g, hgy! = hp.

2.2 Con respecto al ejercicio 2.1, verifique que hq (zy) = hqg () ha (y) cua-
lesquiera que sean z,y € G, que hq (€) = €,y que k, (1) = (ha ()™
para todo z € G.

2.3 Con respecto al ejercicio 2.2, verifique que (hq (z))® = hq (z") para
todon € Z y todo z € G, asf que (aza~!)" = az™a~! en tales cir-

cunstancias. (Indicacidn. Considere primero el caso de n € N y haga
induccién.)

2.4 Sean (G,-) un grupo, a € G, m,n € Z. Demuestre que (a™)" = g™".
(Indicacion. Considere primero el caso de n € N.)
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2.5 Sean (G,+) un grupo abeliano aditivo en el cual 0 es el elemento
neutro, —a es el inverso de a y b — a es la solucién tnica de a +z = b.
Demuestre que

a) —(b—a)=a-0b,

b) a—(b+c)=(a—-b)—c,
¢) a—(b—c)=(a—-b)+g,
d) a+(b-c)=(a+b)—c¢,

cualesquiera que sean a,b,c € G.

2.6 Sean (G, -) un grupo abeliano multiplicativo en el cual 1 es el elemento
neutro y b/a es la tinica solucién de az = b. Verifique que a™! =1/a
y demuestre que

e) 1/(b/a) =a/b,

b) a/(bc) = (a/b) /c,

c) a/(b/c) = (ac) /b,

d) a(b/c) = (ab) /c,

e) (a/b)(c/d) = (ac)/(bd),
f) (a/b)/(c/d) = (ad) / (bc),

cualesquiera que sean a,b,c,d € G. Establezca anslogos de (e) v (f)
para el ejercicio 2.5

2.7 Con respecto al ejercicio 2.5, demuestre que n (b — a) = nb — na cua-
lesquiera que sean a,b € G y n € Z, y establezca el resultado andlogo
en el caso del ejercicio 2.6. Demuestre también que (mn)a = m (na)
cualesquiera que sean a € G y m,n € Z.

2.8 Sean G un conjunto, e € G. Considere en G la ley de composicién
interna a - b = a. Verifique que e es elemento neutro a derecha de G
para (-) y que para todo a € G existe o’ € G tal que a' - a = e, pero
que si G tiene més de un elemento, (G, -) no es un grupo.

2.9 Sea G un conjunto no vacio provisto de una ley de composicién interna
(-) asociativa y en el cual las ecuaciones ax = b y za = b tienen al
menos una solucién cualesquiera que sean a,b € G. Demuestre que
si G es finito, o si las soluciones de las ecuaciones ax = by za = b
son ademds unicas, entonces (G,-) es un grupo, y que este dltimo es
el caso si G es finito.
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2.10 Sean (G,-) un grupo y a,b € G. Supéngase que a y b conmutan.
Demuestre por induccidn que ab™ = b™a para todo m € N, y concluya
luego que esto es vilido para todo m € Z. Demuestre finalmente que
(ab)? = a2b? si y sblo si a y b conmutan.

2.11 Considere el grupo (Ss3,-) y sean

123) ,_(123 (1 2 3
213/'°T\l3g21/)°T{1 32
(123 ({1 2 3 (1 2 3
d‘(231)'e‘(123>’f‘(312)'

Verifique que la tabla de multiplicacién de (Ss,-) es

e a b ¢ d f]
a e d f b c
b f e d c a
c d f e a b
d ¢c a b f e

| f b ¢c a e d]

;Es (83,-) un grupo conmutativo?

Capitulo 3

Subgrupos

Definicién 3.1. Sea (G, -) un grupo cuyo elemento neutro es e. Se dice que
un subconjunto H de G es un subgrupo de G si H tiene las tres propiedades
siguientes:

(?) e H.
(i) Si a,b € H entonces ab € H.

(#4%) Sia € H entonces a~! € H.

Un subgrupo H de un grupo G nunca es vacio (puese € H),ysie,b€ H
entonces ab~! € H (pues también b=! € H). Reciprocamente:

Teorema 3.1. Si H C G, H # @ y H tiene la propiedad

() Sia,b€ H, también ab™! € H, entonces H es un subgrupo de G.

Demostracidn. Como H # & existe c € H, y, en virtud de (iv), e=cc™! €
H. Entonces (i) de la Definicién 3.1 se satisface, y si a € H, también
en virtud de (), a™! = ea”! € H. Finalmente, si a,b € H entonces
a,b-l€ H,delocualab=a (b"l)—l € H. Esto demuestra que (id) y (#4i)
de la definicién 3.1 también se satisfacen, y H es asf un subgrupo de G.lJ

Nota 3.1. Un subgrupo H de G tiene la propiedad

(v) Dados a,b € H, también ab € H.
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Si HC G, H# @ y H tiene la anterior propiedad, puede suceder que
H no sea un subgrupo de G, atin si e € H. Por ejemplo N C Z tiene la
anterior propiedad y 0 € N, pero N no es un subgrupo de (Z, +). Lo mismo,
Z* = Z \ {0} tiene tal propiedad y 1€ Z*, pero Z* no es un subgrupo de
(Q*,-), @* = Q ~ {0}. De hecho, la propiedad (v) no implica que ¢ € H
(atin si H # @). Por ejemplo, N* = N \ {0} no es un subgrupo de (Z,+),
y 0 ¢ N*, pero satisface (v).

Sin embargo:

Teorema 3.2. Si (G,-) es un grupo y H C G es finito, no vacio y satisface
(v) de la nota 3.1, entonces H es un subgrupo de G.

Demostracién. Como H # @, existe ¢ € H. Ahora, en virtud de (v),
fe(z) = cz, donde ¢ € H, es una aplicacién de H en si mismo, la cual
es evidentemente inyectiva (si cxz = cy, necesariamente z = y). Como H
es finito, f, ser4 también sobreyectiva, y deberd existir e € H tal que
f [ (ec) =C; €8 decir, ce. = c¢. Pero entonces e, = e, el elemento neutro de
G, asique e € H. Como fa : H — H es sobreyectiva para todo a € H, para
cada @ € H debers existir o’ € H tal que f, (a’) = e, o sea, que aa’ = e, de
locual o’ = g~1. Se concluye que si a € H, también a~! € H. Entonces,
H es un subgrupo de G. O

Ejemplo 3.1. Si (G,) es un grupo y a € G,
[a] := {a™ : n € Z} (31)

es un subgrupo de G. En efecto, e = a0, (a®)™! = a™" y a™a" = o™,
Y todo resulta de observar que0€Z —n€Zym+n€Zsim,ne€Zz
Se dice que [a] es el subgrupo ciclico de G generado por a. Si (G,+) es un
grupo abeliano aditivo es corriente escribir ma en lugar de a™. Entonces
la] = {ma: m € 7).

Definicién 3.2. Se dice que un grupo (G, ) es ciclico si G = [a] para algiin
a € G. Es decir, si G coincide con el subgrupo ciclico generado por alguno
de sus elementos.

Ejemplo 3.2. El grupo (Z,+) es un grupo ciclico aditivo generado por 1,
pues m =m -1 para todo m € Z. Asi, Z ={1).

Nota 3.2. Si (G,-) es un grupo y H es un subgrupo de G, es claro que
(H,-) es, efectivamente, un grupo. Sia € G, ([a],-) es un grupo abeliano,
pues a™a"” = a™t™ = a"a™ cualesquiera que sean m,n € Z.
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En particular:
Teorema 3.3. Todo grupo ciclico es abeliano.

Definicién 3.3. Sean (G,-) un grupo, a € G. Se dice que a tiene orden
finito, o que a es de orden finito, si existe m € Z, m # 0, tal que a™ = e.
En tal caso

o(a) ;= min{m > 0:a™ = ¢} (3:2)

se denomina el orden de G.

Nota 3.3. Como es claro, si a € G es de orden finito y a™ = e , también
e~™ = e. Esto implica que el conjunto en (3.2) es no vacio, asi que o(a)
estd bien definido y o(a) € N, o(a) > 1. Obsérvese ademés que o(e) = 1.
Si a € G no tiene orden finito, es decir, si a™ # e para todo m € Z, m # 0,
es corriente decir que a tiene orden infinito, y escribir o(a) = co. Asf, todo
elemento n # 0 del grupo aditivo (Z, +) tiene orden infinito:

o(n) =o0(l) =00, n€Z, n#0. (3.3)
Por otra parte, o (0) = 1.

Nota 3.4. Si G es un grupo, a € G tiene orden finito m y a" = e, n € Z,
entonces m divide a n, pues en caso contrario n = mg+r donde q,7r €Zy
0 < r < m (capitulo 1, seccién 1.4), asi que e = a™ = (a™)?a" = e%a" =a',
lo cual es absurdo.

Nota 3.5. La notacién |a| es usual para el orden de un elemento a de un
grupo G, sin embargo puede ser causa de confusién en algunos casos, COmo
en el de los enteros, donde |al, el orden de a € Z , puede confundirse con el
valor absoluto |a| de a. Asf |1] = oo si |1] es el orden de 1 como elemento
del grupo (Z, +), mientras que |1| = 1 si |1) denota el valor absoluto de 1.

Teorema 3.4. Un elemento a de un grupo (G, -) tiene orden finito si y sélo
si

[a] = {a" : n € N}. (3.4)
Si ademds m = o(a), entonces
[a] = {a" : 0 < n < m}, (3.5)
y para todo n € Z,
a® = g"(nm) (3.6)
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donde r (n,m) es el resto de dividir n por m (capitulo 1, seccién 1.4).

Demostracidn. Si [a]= {a" : n € N}, para todo m € Z, m < 0, deber4 existir
n € N tal que a™ = a*. Entonces a"™™ = ey, comon—m # 0, a
tendr4 orden finito. Supdéngase reciprocamente que a tiene orden finito m. Si
n € Z entonces n = mq+r (n, m) donde g € Z, asf que a® = (a™)? a"(™") =
eam(mn) = gr(mn) Como 0 < r(m,n) < m, esto demuestra el teorema,
pues implica que {a® : 0 <n<m} C {a":n €N} C {a": n € Z} C {a"
0<n<m}O

Definicién 3.4. Si G es un grupo finito, el orden o (G) de G es el nimero
de sus elementos. Si H es un subgrupo finito de G, o (H), el orden de H,
es también el nimero de sus elementos.

Nota 3.6. Si G no es finito, es corriente escribir 0 (G) = oo. También
o(H) = oo si H es un subgrupo infinito de G. Es claro entonces que

o(la]) =0(a) (3.7)
para todo ¢ € @
Si (G, ) es un grupo, H es un subgrupo de G y a € G, escribiremos

aH = {ax:z € H} (3.8)

Hao = {za:z € H}. (3.9)

Se dice que aH es una clase lateral izquierda de H, una coclase a izquierda
de H, 0 un cogrupo a izquierda de H. Respectivamente, Ha es una clase
lateral, une coclase o un cogrupo a derecha de H. Nétese queeH = He=H
yYyqueec€aHNHa.

En general aH no es un subgrupo de G. De hecho, aH es un subgrupo
de G si y sblo si @ € H, en cuyo caso aH = H. Esto es un corolario del
siguiente teorema.

Teorema 3.5. Si H es un subgrupo de G y a,b € G, aH = bH si y sélo si
aH NbH # 2.

Demostracién. Como a € aH, es claro que si e H = bH entonces aHNbH =
aH # . Supdngase reciprocamente que z € aH NbH y sean z,y € H
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tales que z = ax = by. Demostraremos que aH C bH. Sea c € aH, asi que
c=ahcon h € H. Como a = byz™!, yz~! € H, y también (yz~!)k € H,
entonces ¢ = bh' con h' = (zy~') h € H, asi que c € bH. Que bH C aH se
demuestra de la misma manera. O

Corolorio 3.1. Bajo la hipdtesis del teorema, aH = bH si y sélo si eH C
bH.

Demostracion. Si aH = bH, es claro que aH C bH. Reciprocamente, si
aH C bH entonces aH NbH = aH # @, asi que aH = bH. O

Corolorio 3.2. Bajo las hipdtesis del teorema, aH = bH st y sdlo si
b-la € H.

Demostracion. Si aH = bH entonces a € bH, de lo cual a = bk, h € H.
Pero entonces b~'a = h € H. Reciprocamente, si b~la € H entonces
=b(b"'a) € bH, asi que aH NbH # @. O

Corolorio 3.3. S5i H es un subgrupo de G y a € G, aH = H si y s6lo si
e € H.

Demostracién. En efecto, aH = eH si y sflosia=ea=e"ta€ HO

Corolorio 3.4. Si a y H son como en el corolario enterior, aH es un
subgrupo de G si y sélo si a € H.

Demostracion. Si a € H entonces aH = H y aH es un subgrupo de G.

Reciprocamente, si aH es un subgrupo de G entonces e € aH, asi que

e=ah,he H Como necesariamente h = q~! entonces a~! € H, de lo cual
= (a -1) €H. O

Obsérvese ahora que ¢ : aH — G dada por ¢ (z) = (ba“l) z es una apli-
cacién inyectiva tal que @ (aH) = bH. En efecto, p es claramente inyectiva,
y si c € aH, asi que ¢ = ah, h € H, entonces ¢ (c) = ba~lah = bh € bH,
lo cual demuestra que ¢ (aH) C bH. Finalmente, si d = bh' € bH entonces
(ab~')d =ak’ € aH y ¢ ((ab~') d) = d, lo cual establece que ¢ (aH) =
Se deduce que aH y bH tienen, cualesquiera que sean a,b € G, el mismo
nimero de elementos. En particular, aH y H tienen el mismo nimero de
elementos:

# (aH) = o (H) (3.10)
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para todo a € G. Aquf #(aH) es el nimero de elementos de aH, con
#(aH) = oo si H es infinito.

Supdngase entonces que G es un grupo y que H es un subgrupo de G.
El conjunto
G/H = {aH :a € G} (3.11)

de las clases laterales izquierdas de H es una particién de G, es decir, aH #
D paratodoa € G,aHNbH = @ siaH # bH, y

G=|JeH. (3.12)
a€G

Ademis, todos los conjuntos aH tienen el mismo nimero de elementos. Esto
¥ la relacién (3.12) implican que si G es finito y C es un subconjunto de G
que tiene con cada coclase aH un inico elemento en comiin, entonces

0(G)=>_ #(aH) = #(C) -o(H). (3.13)
aeC
Como es claro, #(C) =#(G/H), asf que
#(G/H) = o(G)/o (H). (3-14)

(?03}0 #(G/H), o (H) y o(G) son enteros positivos, se tiene entonces el
Sigwente teorema, uno de los més importantes de la teorfa de los grupos.

Teorema 3.6 (Lagrange). Si G es un grupo finito y H es un subgrupo de
G, entonces o (H) divide o (G).

Corolario 3.5 ( Lagrange). 8i G es un grupo finito y a € G, entonces
o(a) es finito y divide o (@).

Demostracidn. En efecto, o (a) = o([a]) y [a] es un subgrupo de G. O

Corolario 3.6. $i G es un grupo finito con m = o(G), entonces a™ =¢e
para todo a € G.

Demostracién. En efecto, m = o (a) n para algiin n € N, y, como a° (@) = ¢,
también ¢™ = '(ao(a))n' =et=¢e. [

Nota 3.7. Si (G,-) es un grupo, H es un subgrupo de G y a € H,
[a] = {a™ : n € Z} C H; es decir, [a] es un subgrupo de todo subgrupo
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H de G tal que a € H. En otros términos, [a] es el mds peguerio subgrupo
K de G tal que a € K. Es por esta razén que se dice que [a] es el subgrupo
generado por a.

Nota 3.8. Resultados andlogos a los establecidos para las clases laterales
a izquierda de un subgrupo H de G valen para las clases a derecha. Asi,
Ha = Hbsiy sélo si HaN Hb # @, lo cual ocurre si y sélo si ab™! € H.
Entonces

G\H = {Ha:a € G}, (3.15)

el conjunto de las clases laterales derechas de H, es también una particién
de G, o sea, Ha # @ para todo a € G (nétese que a € Ha), HaNHb=@

si Hao# Hb, y
G = U Ha. (3.16)
aeG

Ademés #(Ha) = o(H) para todo a € G. De hecho, z — za s una
correspondencia biyectiva de H sobre Ha y x —»  (a~!b), una de Ha sobre
Hb. Miss atin, z — bza~! es una correspondencia biyectiva de Ha sobre
bH (y x — axa~!, una de Ha sobre aH ). Evidentemente, He = eH=H.

Nota 3.9. Si (G,-) es un grupo, a € G y n € Z, es claro que [a"]Cld],
pero puede suceder que [a™])#[a]. En notacién aditiva [a]= {ma:m € Z},
asf que [na]C[a] para todo n € Z, pero, en general, [na]#[a]. Néttisle, sin
embargo, que [a~!]=[a], pues también [a]C[a"1], ya que a = (¢™!) . Por
lo tanto, en notacién aditiva, [—a]=[a].

Ejemplo 3.3. Sia € Z, [a]= {ma : m € Z} = Za, el conjunto de los
miltiplos de a. Como es claro, [—a]= Z(—a) = Za =[a]. Evidentemente
Z0 = {0}, pero si a # 0, Za es infinito. Obsérvese que Za = aZ para todo
a€Z Sin€Zya#0,esclaro que Z(na) C Za, pero si n # L,
Z(na) # Za, ya que a ¢ Z(na) (si a € Z(na), seria a = m(na) = (mn)a
paraalgiin m € Z, de lo cual mn = 1, asi que n = 1). Obsérvese finalmente
que las clases laterales de aZ en Z son los conjuntos de la forma b+aZ =
b+Za = Za+b = aZ+b. De hecho, b+aZ = r (b, a)+aZ, pues b—T (b, a) = aq,
g€Z, asique b—r(b,a) € aZ. Sia >0,

Z/aZ = {aZ,1 + aZ,2 + aZ, ..., (a — 1) + aZ} (3.17)
es un conjunto finito con a elementos. Sia <0,

Z/aZ={k+aZ:0<k<|a]—1=—-a—-1}=2/(-0a)2Z (3.18)
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Sia=0,

ZfaZ =Z/{0} = {{k} : k € Z} (3.19)
es infinito.

Definicién 3.5. Si (G,-) es un grupo,a € Gy n € Z es tal que [a"]=[a], se
dice que n es un ezponente primitivo de a y que a” es una potencia primitiva
de a.

Como [a"]=[a™], n es primitivo si y sélo si (—n) también lo es.

Teorema 3.7. Si (G,-) es un grupo, a € G y [a] es infinito, a™ es una
potencia primitiva de a si y sélo si n = £1.

Demostracién. Como [a]=[a"1], es claro que 1 y —1 son primitivos. Reci-
prcl:camente, si [a"]=[a] entonces a = (a")k para algin k£ € Z, asi que
a™! = ¢, y, como [a] es infinito, necesariamente nk — 1 = 0. Entonces
n==1 0O

Nota 3.10. Observamos que si [a] es finito, de modo que [a]= {a* : 0 <
k < m — 1} donde m = o (a), entonces n es primitivo si y sélo si r (n, m),
el resto de dividir n por m, también lo es. Esto resulta de que a™ = o7(mm)
para todo n € Z.

Tgorana 3.8. Si [a] es finito y o(a) = m, a" es primitiva, o sea, n es
primitivo, si y sélo si med(n,m) = 1 (capitulo 1, seccién 1.4).

Demostracién. Si mcd(n,m) = 1, existen p,q € Z tales que pm +gn =1
(capitulo 1, teorema, 1.11), asf que (a™)? (a")? = a. Como (a™)? = eP =¢
entonces (a™)? = q, lo cual asegura que a €[a"]. Entonces [a"]=[a], y n es
asf primitivo. Supéngase recfprocamente que [a"]=[a], es decir, que a™ = ¢
para algiin ! € Z. Pero entonces nl —1 = km, k € Z, de lo cual 1 =
In+ (—k)m y 1 = med(n, m). O

Ejemplo 3.4. Sin ¢ N, n > 1, el conjunto T, = {z € C: 2™ = 1} de las
raices n-ésimas de lo unidad (capitulo 1, seccién 1.8) es un subgrupo ciclico
de (C*,-), C* = C {0}. En efecto, T,, es un subgrupo, pues 1 € T},; si
z € T, también 2~ € T, pues (2—1)" = (z")—1 =1"1=1;ysi 21,20 T,
entonces 2122 € T, pues (2122)" = 272§ = 1-1 = 1. Ademds, como se
establece en el capftulo 1, seccién 1.8, teorema 1.23, si w, = e2™*/", entonces
Ty = {w; :1=0,1,...,n~1}. Se concluye que T}, es el grupo ciclico generado
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por wp(con o(w,) = n). Ademds, ! € Z, w:‘ es una potencia primitiva de
wy, si y sélo si w:l es una raiz primitiva n—ésima de la unidad (véase el
capftulo 1, seccién 1.8, nota 1.30), lo cual ocurre si y sélo si med(l,n) = 1.

Los dos teoremas siguientes, no del todo triviales, son caracteristicos del
tipo de resultados que se busca en la teoria de los grupos finitos. Si G es
un grupo y H es un subgrupo de G tal que {e} # H # G, se dice que H
es un subgrupo propio de G. El primer teorema caracteriza los grupos sin
subgrupos propios. El segundo establece una propiedad importante de los
grupos de orden primo.

Teorema 3.9. Si un grupo G no tiene subgrupos propios, entonces G es
un grupo ciclico finito; y si o (G) = p > 1, entonces p es un nimero primo.

Demostracion. Claramente G = {e} no tiene subgrupos propios y es finito,
ciclico y o(G) = 1. Supongamos entonces o(G) > 1, yseaa € G, a 75
e. Entonces [a]= G. Si no, [a] serfa un subgrupo propio de G. Ahora, st
o(a) = oo, [@?] seria un subgrupo propio de [aJ= G. Entonces o(a) =
p < oo. Pero, si p no es primo y g es un primo que divide a p, entonces
med(p,q) = g > 1, asi que, segin el teorema 3.8, [a9Cla] ¥ [¢%#[al, de
lo cual [a?] es un subgrupo propio de G. Esto es absurdo. Entonces p es
primo, y como G =[a] y 0 (G) = p, G es ciclico de orden primo. O

Teorema 3.10. Si G es un grupo finito y o(G) = p es un primo, G es
necesariamente ciclico, estd generado por cualquier elemento ¢ € G, 6 #e
y no tiene subgrupos propios.

Demostraciéon. Sean a € G, a # e, y H =[a]. Si fuera H # G, entonces
m = o (H) dividiria o (G) y m # o(G), lo cual aseguraria que m = 1.. Esto
es absurdo pues a € H, asi que H # {e}. Entonces G =[a], y es ciclico. 0O

Nota 3.11. Obsérvese que en el teorema anterior, G =[] para todo b € G,
b # e. Es decir, si 0(G) = p es primo y G =|a], entonces G =[a"] para
todo n, 1 < n < p. Esto es obvio, y resulta también de observar que,
necesariamente, mcd(n,p) = 1.

Ejemplo 3.5. Como consecuencia del teorema anterior, €s facil describir

las posibles tablas de multiplicacién de un grupo G = {e, @, b, ¢, d} con

= 4 (4
5 elementos. Podemos suponer, en efecto, que b = a?, c = 0'3, d= (6,
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d = a? b=a3 c=da4 etc.), asi que una de tales tablas es

e a b c

a b c d e
b ¢ d e a
c d e a b
d e a b ¢

Las otras tablas posibles se elaboran de la misma manera. Este es un
ejemplo simple de como la teoria de los grupos puede ser de ayuda en la
elaboracién de las tablas de multiplicacién de un grupo. Obsérvese que la
teoria permite también concluir que todo grupo de orden primo (y en par-
ticular de orden 5) es necesariamente abeliano (y lo mismo es cierto de todo
grupo G de orden n < 5).

Tenemos finalmente el siguiente teorema.

'lI‘eorema 3.11. 8i G es un grupo ciclico, todo subgrupo H de G también
0 es.

Demostracién. Si G =[a] y a™ € H, también a™" € H. Ahora, si H = {e},
es claro que H es ciclico. Si H # {e}, existe, en virtud de lo anterior, n € N,
7 >0, tal que o™ € H. Sea entonces m = min{n € N:n > 0y a" € H}. Si
a™ € H entonces m divide a n, pues en caso contrario n = mq +r, ¢,7 € Z,
0 <7 <m, delo cual a" = (a™)?a", asi que a” = a" (&™)~ € H, que es
absurdo (pues m es mfnimo tal quem > 0ya™ € H). Entonces a® = (a™)F,
ke Za asi que H =[am]. O

Nota 3.12. Si G = {e,q,...,a™ 1} es ciclico de orden m < co y 0 < k < m,

entonces a* genera un subgrupo propio de G si y sélo si med(m, k) =d > 1.

Por CO/IZSiguiente 0 (a*) = m/d. En efecto, si n = o (a*) entonces n | o, pues
m

(a¥) = (@™*/? = ¢. Por otra parte m | kn, pues a** = e. Entonces

m/d| k/d-n,y como med(m/d, k/d) =1, entonces m/d | n.

EJERCICIOS

3.1 ;Son Z, Q y R subgrupos de (C,+)? ;Son Z y Q subgrupos de (R, +)?
iEs Z un subgrupo de Q ? ;Es N un subgrupo de (Z, +)?
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3.2 Recuerdese que si K C C. K* = K \ {0}. ;Son @* y R* subgrupos
de (C*,)? (Es Q" un subgrupos de (R,:)? ;Es Z* un subgrupo de
@*,)?

33 SeaT = {z € C: |z|] = 1}, (Es T un subgrupos de (C*,-)? ;Es (Tn,"),
n 2 1, el grupo de las raices n-ésimas de la unidad un subgrupode

3.4 Mediante la tabla de multiplicar del ejercicio 2.12, encuentre todos los
subgrupos de (S3,-). ([Indicacidn. Tales subgrupos tienen ordenes 1,
2,3 006).

35 Sean K =Z,Q, R, y Hx = {A € GL,(C) : Det (4) € K}. ;Es Hx
un subgrupo de GL,(C)? Sea H = {A € GL,(C) : Det(A4) €
R y Det(A) > 0}. ,Es H un subgrupo de GL,(C)? Si H' =
{A€ GL,(C) : Det (A) < 0}. ;Es H' un subgrupo de GLn (R)?

3.6 Demuestre que H es un subgrupo de (Z, +) si y sélo si existe m € N tal
que H = mZ y que H # {0} si y sélo si m s 0. Demuestre igualmente
que si H es un subgrupo de (Q, +), existe m € N tal que mZ CH y
que si H # {0}, m puede tomarse diferente de 0. ;Es esto iltimo
cierto de todo subgrupo H de (C,+)?

3.7 Demuestre que si H es un subgrupo de (G,:) y @ € G, aHa™! =
{aza™!:z € H} es también un subgrupo de G.

3.8 Demuestre que si (H;);c; es una familia de subgrupos de (G,), H=
(N H; es también un subgrupo de G. Concluya que:

icl
a) Si ACG, existe un subgrupo H de G tal que
(a) ACH
(b) Si H' es un subgrupo de G tal que A C H', entonces H € H'.

Se dice que H es el subgrupo generado por A y se denota con [4].-
(Indicacion. Considere la familia (H;);c; de todos los subgrupos
de G que contienen a A. Hay al menos uno:G.)

b) [a] es el subgrupo generado por A = {a}.
¢) [@] = {e}, donde e es el elemento neutro de G.

3.9 Sea (G,') un grupo abeliano. Demuestre que F(G) := {a € G :
o(a) < oo} es un subgrupo de G. ;Qué es F (G) si G es finito?
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3.10 Sea (G,-) un grupo abeliano y n € Z. Demuestre que tanto
G"® = {a":a € G} como G, = {a € G:a"™ = e} son subgrupos de
G. Ve- rifique que si G = S3 entonces G2 es un subgrupo de G pero
G- no lo es, mientras que G3 es un subgrupo pero G2 no lo es.

3.11 Sea (G,-) un grupo. Demuestre:

a) La aplicacién ¢ : G — G definida por ¢ (z) = ™! es biyectiva
con ¢ (e) = ey p(ab) = ¢ (b) p (a) cualesquiera que sean a,b € G.

b) Sea (G,-) es abeliano, ¢ (ab) = ¢ (a) ¢ (b) cualesquiera que sean
a,be Gy p(a)" = p(a™) para todo a € G y todo n € Z.

C) Si (G, ) es a.belia.no, O(G) =N 2 17 G = {a11a21 aeey a'ﬂ} yzr=
aias - - - a, entonces @ (x) = x, asi que z2 = e.

d) Si Gy z son como en (c) y existe un dnico b € G, b # e, tal que
b? = e, entonces z = b.

e) SiGy z son como en (c) y existe méds deun b € G, b # e, tal que
b? = e, entonces = = b.

f) Si Gy z son como en (c) y n es impar, entonces = = e.

3.12 Sean (G,-) un grupo, H un subgrupo de G, G/H el conjunto de las
clases laterales izquierdas de H, G\ H el conjunto de las clases laterales
derechas. Demuestre que la aplicacién 9 : G/H — G ~ H dada por
Y (aH) = Ha™! estd bien definida y es biyectiva. ;Est4 bien definida
la aplicacién ¢ (aH) = Ha? Si lo estd, demuéstrelo. Si no, dé un
contraejemplo. (Indicacién. Considere el grupo G = S3 del ejercicio
2.12 y sea H = {e,a}. Calcule bH, fH, Hb, Hf.)

Capitulo 4

Subgrupos Normales

Definicién 4.1. Se dice que un subgrupo H de (G, -) es un subgrupo normal
de G si aH = Ha para todo a € G.

Es decir, H es normal si y sélo si toda clase lateral izquierda de H es
igual a la correspondiente clase lateral derecha. Evidentemente G es un
subgrupo normal de si mismo. También H = {e} es un subgrupo normal de
G. Existen grupos G cuyos tinicos subgrupos normales son {e} y G (véase
el capitulo 8).

Si (G,-) es abeliano, todo subgrupo H de G es normal. Sin 2 2,
el subgrupo GL,(R) de GL,(C) no es normal (ejercicio 4.1). Tampoco
GL.(Q) es un subgrupo normal de GL,(R). Si G = S; (ejercicio 2.12) es
el grupo simétrico de 3 objetos, H = {e,d, f} es un subgrupo normal de G,
pero Hy = {e,a}, H> = {e,b} y H3 = {e,c} no lo son (ejercicio 4.2).

El siguiente teorema contiene algunas de las propiedades més impor-
tantes de los subgrupos normales. Definimos

aHa™' := {aha~!|h € H}.
Teorema 4.1. Sean (G,-) un grupo, H un subgrupo de G. Las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

1. H es un subgrupo normal de G.

2. aH C Ha cualquiera que sea a € G.
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3. aHa™! C H para todo a € G.
4. H CaHa™! cuslquiera que sea a € G.

5. Ha C aH parae todo a € G.

Demostracién. Es claro que (1) = (2). Para ver que (2) = (3), obsérvese
que (2) implica que para todo a € G y todo h € H existe k' € H tal que
ah = ha. Pero entonces aha~! = h' € H, o sea, aha™! € H para todo
h € H, asi que aHa™! C H. Ahora, si aHa™! C H paratodoa € G, y
h € H, entonces aha™! = h' para algiin b’ € H, de lo cual h = a~ W,
o sea, h € a~'Ha; entonces H C a~1Ha para todo @ € G, en particular
HC (a“l)_1 Ha™! = qHa ! paratodoa € G, y de esto (3) = (4). Para ver
que (4) = (5) obsérvese que, de (4), sia € G y h € H entonces h = ah’a™!
para algiin b’ € H, de lo cual ha = ah/, k' € H; entonces, Ha C aH,
lo cual demuestra (5). Demostraremos finalmente que (5) = (1). Basta
demostrar que si (5) se satisface, también aH C Ha para todo a € G. Sean
entonces @ € G, h € H y = ah; entonces z7! = h~la~! € Ha™l, y
como Ha™! C a~1H, se tiene que h~la~! = a~!H/, b’ € H; pero entonces
z=(W)"'ae Ha,yasi aH C Ha. O

Corolario 4.1. Seq H un subgrupo de (G,-). Entonces H es normal si y
sdlo si para todo a € G, aH = Hb para algin b € G.

Demostracién. Si H eg normal, aH = Ha para todo a € G, asi que la
condicién se satisface. Por otra parte, si aHf = Hb entonces a € HbN Ha, o
sea HbN Ha # @. Esto implica que Hb = Ha. Entonces aH = Ha,y H
es asi normal. [OJ

Nota 4.1. Como es claro del teorema 4.1, H es normal en G si y sélo
si H=aHa™' = a~'Hg para todo a € G (pues si H es normal, de (3),
aHa™' C H,y, de (4), H C aHa~!. Lo reciproco es trivial).

Definicién 4.2. Si(G,-) es un grupo y H es un subgrupo de G, denotaremos
con [G : H], y lo denominaremos el indice de H en G, el nimero de clases
laterales izquierdas de H en G:

[G: H):=#(G/H).
[G : H]= 0o si G/H es infinito.
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Si G es un grupo y A, B C G, definimos
AB=A-B:={ab:a€ Abe B}
El siguiente teorema es fundamental.

Teorema 4.2. Si H es un subgrupo normal de (G,-), la ley de composicidn
(aH)(bH) = {ahbh’ : h, i € H}, es una ley de composicién interna en G/H
que hace de este conjunto un grupo, en el cuel H = eH es el elemento neutro
y a"1H es el inverso de aH. Mds ain,

(aH) (bH) = (ab) H.

Demostracion. Demostraremos primero que (aH)(bH) = (ab)H, lo cual
asegurard que la ley de composicién dada en G/H es clausurativa (o sea, una
ley de composicién interna). Sean entonces = = ah, y = bh', donde k, A’ € H.
Demostraremos que zy € (ab)H. Pero, como H es normal, Hb = bH, asi que
existe h” € H tal que hb = bh", y entonces zy = (ah) (bb') = a(hb) I =
a(bh”) b’ = (ab) (R"R'). Como h"h' € H, la afirmacién queda demostrada.
Sea, reciprocamente, z = (ab) h, h € H, un elemento de (ab) H. Como z =
(ae)(bh), entonces z € (aH)(bH). Asi, (aH)(bH) = abH. Ahora, la anterior
ley de composicién en G/H es asociativa. En efecto, [(aH)(bH)] (cH) =
[(ab)H] (cH) = (ab)cH = a(bc)H = (aH)[bcH] = (aH) [(bH)(cH)]. Como
ademds (aH)H = (aH)(eH) = (ae)H = aH, H = eH es el elemento neutro
de G/H para esta ley. Como finalmente (aH)(a~H) = aa™H = eH = H,
es claro que (aH)™! = a~!H, y el teorema queda demostrado. OJ

Corolario 4.2. Si G es abeliano y H es un subgrupo de G, H es normal
en G y G/H es abeliano.

Demostracidn. Es claro que H es normal, y como (aH)(bH) = (ab)H =
(ba)H = (bH)(aH), G/H es abeliano. O

Nota 4.2. Si H es un subgrupo normal de G, la ley de composicién en
G/H esté dada por

(eH)(bH) = {(az)(by) : z,y € H},

y como
(aH) (bH) = (adb) H, .

resulta ser una ley de composicién interna en G/H. Es natural preguntarse

si cuando H no es normal, la relacién anterior, permite ain definir, direc-

tamente, una operacién en G/H. Esto es falso, pues puede suceder que
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aH =d'H y bH = V'H y que (ab)H # (a'V')H. En efecto (ab)H = (a't')H
vale si y sélo si (ab)™! (a't') = b (a1a’) ¥’ € H, y esto no se deduce de
a~la’ € H, b € H si H no es normal. Obsérvese, sin embargo, que
si H es normal, (ab)~1(a'¥') = (b7!(a"'a’)b) b~1¥' y, como en tal caso
b~! (a'a') b € H, entonces (ab)~(a’d’) € HH = H, como era de esperarse.

Definicién 4.3. El conjunto G/H de las clases laterales izquierdas de un
subgrupo normal H de G con la ley de composicién interna

(aH) (bH) = (ab) H
se denomina, el grupo cociente de G por H.
Nota 4.3. Obsérvese que cuando H es normal en G, el orden o (G/H) de
G/H es
, o(G/H) =[G : HJ,
el indice de H en G.

Nota 4.4. Es conveniente observar que cuando se considera como elemento
de G/H, aH es un objeto, y en muchas ocasiones (aunque no en todas), es
Poco importante tener presente que aH es un subconjunto de G. Para enfa-
tizar este hecho es frecuente denotar a aH simplemente con @, especialmente
cuando no hay riesgo de confusién, asf que

ab=ab, (@' =a77,
pero debe recordarse que @ = b no implica que a = b : sélo que b~'a € H.

__ Obsérvese que 0 (@) es 00 0 el minimo m € N, m > 0, tal que (@)™ =
@™ =€ (o sea, tal que a™ € H). En este contexto o(aH) = o(@) no tiene
nada que ver con el niimero de elementos de aH. En particular, o (H) =
0 (€) = 1, aunque H tenga més de un elemento. Esperamos que el contexto
permita evitar posibles confusiones.

Ejemplo 4.1. Si K = Q, R, C, el conjunto
H = {A € GL.(K) : Det(A) € R,Det(A) > 0}

es un subgrupo de GL,(K). Como ademés Det(XAX 1) =Det(XX~14) =
Det(A) > O para A € H y X € GL,(K), H es un subgrupo normal de
GL,(K). También

SLnp(K) := {A € GL(K) : Det(A) = 1}
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es un subgrupo normal de G, y lo mismo es cierto de
|SLA|(K) := {A € GLa(K) : |Det(A)| =1}

Como una aplicacién del hecho de que G/H es un grupo si H es normal en
G, demostraremos el siguiente teorema, un reciproco parcial del teorema de
Lagrange.

Teorema 4.3 (Cauchy) . Si G es un grupo abeliano finito y p es un primo
que divide o (G), existe a € G tal que o(a) = p, y G tendrd asi un subgrupo
de orden p.

Demostracion. Razonaremos por induccién sobre o(G). Sea b € G, b #
e. Sio(b) = o(G) (lo cual ocurre en particular si 0o(G) = p) y m =
o(G)/p, entonces o (b™) = p, y la afirmacién queda demostrada con a = b™.
Podemos suponer entonces que H =[b]# G. Si o(H) = p, la afirmacién
resulta con a = b. Si o(H) # p, pero p | o(H), podemos concluir por
induccién (puesto que o (H) < 0(G)) que también existe a € H con o(a) =
p. Supongamos entonces que p no divide a o (H), asi que p divide a [G : H].
Como G es abeliano, H es normal y G/H es un grupo, obviamente abeliano.
Como ademés H # {e}, o (G/H) = 0(G)/o (H) < o(G), y como plo (G/H),
podemos suponer por induccién que existe ¢ € G tal que cH tiene orden
pen G/H. Entonces (cH)? = ¢PH = H,osea ¢® € H, ysi k= o(H),
(c")” = (c”)yc = e. Pero c* # e (en caso contrario (cH)* = H, y se tendria
que p | k (nota 3,10)), asi que si a = c* entonces o(a) =p. O

Las siguientes observaciones se refieren a resultados que serdn titiles en
los capitulos siguientes. :

Nota 4.5. Si N es un subgrupo normal de G y M es un subgrupo de G
tal que N € M, es claro que NV es un subgrupo normal de M. Como todo
subgrupo de G es un subgrupo normal de sf mismo, es falso en general que
si N es un subgrupo normal de un subgrupo M de G entonces N es un
subgrupo normal de G (esto puede suceder aiin si M es normal en G. Véase
el ejercicio 8.11).

Nota 4.6. Si M y N son subgrupos de G y MN = {zy: x € M,y € N},
no necesariamente M N es un subgrupo de G (véase el ejercicio 4.3). Esto
es cierto, sin embargo, si MN = NM. En efecto, es claro que e € MN, y
sia=2zy,T € M,y € N, entonces a™! = y~ 1271 €¢ NM = MN. Por
otra parte, si @ = zy y b = 'y’ donde z,2’ € M y y,¥ € N, entonces
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ab =z (yz')y/, y como yz' € NM = MN, existirdn z” € M, y” € N tales
que yz' = z"y", de lo cual eb = (zz") (v"y’) € MN. Finalmente, es fécil
verificar que si M N es un subgrupo de G entonces MN = NM. De todo
esto se deduce el siguiente teorema.

Teorema 4.4. Si M, N son subgrupos de G y N es normal en G entonces
MN es un subgrupo de G y N es un subgrupo normal de MN. Ademds
M NN es un subgrupo de N y un subgrupo normal de M.

Demostracion. Como MN = Usen aN = Uyey Na = NM, se deduce que
MN es un subgrupo de G, y es obvio que N es un subgrupo normal de MN.
Es ademés claro que M NN es un subgrupode M yde N,ysia€ My
b € M NN entonces aba~! € N (pues N es normal) y aba™! € M (pues
abe Myl €M), asiqueaba~te MNN. O

Corolario 4.2. Si G es abeliano y M, N son subgrupos de G, MN es un
subgrupo de G.

EJERCICIOS

4.1 Demuestre que si n > 2, GLy (Q) y GI4 (R) no son subgrupos nor-
males en GL, (C), y que tampoco GLy, (Q) es normal en GL, (R).

4.2 Con respecto al ejercicio 2.12, verifique que H = {e,d, f} es un sub-
grupo normal de G = &3, pero que Hy = {e,a}, Hy = {e, b}, H3 =
{e,c} no lo son.

4.3 Sean G, H, y H, como en el ejercicio 4.2. Verifique que:

o) (dHy)(fH)) = {e,a,b, f} # (df ) H; = {e,a}.
b) H\H, = {eia'a b, d} # HoHy = {e,a: b, f} .
¢) HiHyy HoH; no son subgrupos de G.

Verifique ademés que dH; # Hjz para todo z € G.

4.4 Demuestre que si n > 2, {A € GL, (R) : Det (A) = 1} = SL, (R) es
un subgrupo normal de GL, (C).

4.5 Sean (G,-) un grupo, H un subgrupo de G. Demuestre que H' =

(| aHa"! es un subgrupo normal de G contenido en H y que H' = H
acG
si y sélo si H es normal en G.
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4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

4.11

4.12

4.13

Demuestre que si M y N son subgrupos de G y H = MN es un
subgrupo de G, entonces MN = NM. Demuestre ademés que si M y
N son normales en G entonces H es un subgrupo normal de G y que
si M NN = {e} entonces ab = ba cualesquiera que seana € M, b€ N.
(Indicacidn. ;Donde estd aba=1b717)

Sea (G,-) un grupo y para cada a € Gsea C(a) = {r € G : za =
ar} = {x € G : zar~! = a}. Demuestre que C(a) es un subgrupo de

G y que Z(G) = [) C(a), el conjunto de los z € G que conmutan
aeG
con todo a € G, es un subgrupo normal de G. Demuestre ademds que

(Z(G), ) es un grupo abeliano, que todo subgrupo H de Z(G) es un
subgrupo normal de G y que C(a) = G si y sélo si a € Z(G). Se dice
que Z(G) es el centro de G.

Sean (G, -) un grupo, H un subgrupode G. Demuestre que si aH = bH
implica que Ha = Hb cualesquiera que sean a,b € G, entonces H es
un subgrupo normal de G.

Sean (G, -) un grupo, H un subgrupo normal de G. Demuestre que si
o (@) es finito, a € G, el orden o (aH) de aH en G/H divide a o (a).

Sean (G, +) un grupo, H un subgrupo de G tal que H C Z(G) (ejercicio
4.7). Demuestre que H es normal en G y que si G/ K es ciclico entonces
(G, ) es abeliano.

Sea (G,-) un grupo y supéngase que existen a,b € G con ab = ba y
o(a) = m, o(b) = n, donde mecd(m,n) = 1. Demuestre que o(ab) =
mn. Concluya que si 0 (G) = mn entonces G es ciclico, y que este es
siempre el caso si G es abeliano y 0(G) = pg donde p y g son primos
distintos.

Sea (G,-) un grupo abeliano y supéngase que o(G) = mn, donde
med(m,n) = 1. Sea G,, como en el ejercicio 3.10 y considere el grupo
G/Gm. Demuestre que si (2Gp)™ = Gm en G/Gp,, entonces € G,
(es decir, o(z) | m).

Sean G un grupo, a,b € G con ab = ba y o(a) = m, o(b) = n.
Demuestre que si [a] N [b] = {e} entonces o(ab) =nicm(m,n).




Capitulo 5

Homomorfia e isomorfia

Definicién 5.1. Sean (G,:) y (G,-) grupos. Una aplicacién f : G — G’
tal que

f(ab) = f(a)£(b)
se denomina un homomorfismo de G en G'. Si f es inyectiva, se dice que f

es un monomorfismo de G en G'. Si es sobreyectiva, que es un epimorfismo
de G sobre G'. Si es biyectiva, que es un isomorfismo de G sobre G'.

Un isomorfismo es entonces, al mismo tiempo, un monomorfismo y un
epimorfismo.

Ejemplo 5.1. Sim € Z y m # 0, la aplicacién f(a) = ma es un homomor-
fismo de (Z, +) en (Z, +), es decir, de (Z, +) en si mismo. Evidentemente, f
es un monomorfismo. De hecho, f puede considerarse como un isomorfismo
de (Z,+) sobre (mZ,+), el cual es un subgrupo de (Z, +).

Ejemplo 5.2. Si (R*,.), donde R* = R \ {0}, es el grupo multiplicativo
de los niimeros reales no nulos, f(z) = |z| es un homomorfismo de (R*,-) en
(Rj_, ) , el grupo multiplicativo de los nimeros reales estrictamente positivos.
También g(z) = logz es un homomorfismo de (R},-) en (R,+), y h(z) =
log |z|, uno de (R*,-) en (R, +). Es fécil ver que g es un isomorfismo y que
f v h son epimorfismos pero no isomorfismos. Nétese que g~'(z) = € es
también un isomorfismo de (R, +) sobre (RY,).

Ejemplo 5.3. Sea (T,-) el grupo multiplicativo de los nimeros co_mplejos
z tales que o(z) = 1. Entonces f : R — T dado por f(z) = €*™* es un
epimorfismo de (R, +) sobre (7,-). Claramente, f no es un isomorfismo.
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Ejemplo 5.4. La aplicacién f : C — R} dada por f(z) = |z| es un
epimorfismo de (C*, -), el grupo multiplicativo de los niimeros complejos no
nulos, sobre (R%,-). A su vez, la aplicacién g(z) = ™% de (C.+) en (C*, ")
es un epimorfismo. Ni f ni ¢ son isomorfismos.

Ejemplo 5.5. Si K =Q,R,C, la aplicacién f: GL,(K) — K* = K \ {0}
dada por f(A) =Det(A) es un epimorfismo de (GL,(K), ) sobre (K*,-).

Ejemplo 5.6. Si H es un subgrupo normal de (G, ), ¢ : G — G/H dada
por w(a) = aH es un epimorfismo de (G, ') sobre (G/H,-), el cual es un

isomorfismo si y sélo si H = {e}. Se dice que @ es el epimorfisimo candnico
de G sobre G/H.

Teorema 5.1. Si f es un homomorfismo de (G,:) en (G',-) y e es el
elemento neutro de G, f(e) es el elemento neutro ¢ de G' y f(a™!) =
(f(a))™! para todo a € G.

Demostracion. Como f(a) = f(ae) = f(a)f(e), es claro que f(e) = €.
Como entonces ¢ = f(e) = f(aa‘l_) = f(a)f(a~!), también fa™t) =

(fe)™. O

Nota 5.1. Como se verifica facilmente, si f : G —» G' 'y g : G — G”
son homomorfismos, gof también lo es (pues g(f(ad)) = g(f(a)f(b)) =
9(f(a)) g (F(b))) = gof(a)gof(b);y si f : G — G’ es un isomorfismo, fles
un isomorfismo (obsérvese que f (f~1(a")f~1(¥)) = £ (f~1(a")) £ (f71())
=)a.’b', de lo cual f~1(a') f~1(¢') = f~! (a'V'), cualesquiera que sean o', b’ €
G).

Nota 5.2 (Importante). Si G y G’ son grupos y H es un subgrupo normal
de G, para definir una aplicacién f de G/H en G’ no es suficiente en general
asignar un elemento a* a cada elemento @ € G y luego tomar f(aH) = a*,
pues puede suceder que aH = bH con a # by que a* # b*. Para que f
quede bien definida es necesario asegurarse de que a* = b* si b"la € H.
Asi, si g : G — G’ es una aplicacién, para que f : G/H — G’ dada por
f(aH) = g(a) quede bien definida es necesario y suficiente que g(a) = g(b)
si b~la € H (véanse los ejercicios 5.11 y 5.12).

Si (G,-) y (G',) son grupos y f : G — G’ es un isomorfismo de G sobre
G', en cuyo caso se dice que (G,) y (G, ) son isomorfos, (G,-) y (G’,-) son
esencialmente el mismo grupo (se dice usualmente que, salvo por diferencias
de notacién, son el mismo grupo: z y f(z) se consideran entonces, salvo por
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la forma como se denotan, iguales). Dicho de otra manera, desde el punto de
vista de sus propiedades como grupos, y no teniendo en cuenta su origen, ni
la manera comno se escriban, es imposible distinguir entre grupos isomorfos.
Asi, (R%.-) y (R.+) son iguales si se identifican z y logz (0, z y €%), pero
(Q,+) y (R, +) son muy diferentes (capitulo 1, seccién 1.11). Si G y G’ son
isomorfos, es usual escribir G &~ G’. Nétese que G = G (pues la identidad de
G es un isomorfismo de G sobre si mismo). Es claro ademds que si G = G’
entonces G’ =~ G y que si G = G’ y G' ~ G” entonces G = G". Esto resulta
de observar que si f es un isomorfismo también f~! lo es, y quesi f y g son
isomorfismos y g o f esta definida, g o f es un isomorfismo.

Es claro, por ejemplo, que dos grupos de orden n, con n = 1,2,3, son
necesariamente isomorfos (téngase en cuenta que para cada uno de estos
érdenes solo una tabla de multiplicacién es posible). Es también fécil veri-
ficar que los grupos de orden 4 cuyas tablas de multiplicacién son A,,, Az 0
Az (capitulo 2) son isomorfos (e — e, a — ¢, b — b, ¢ — a es un isomorfismo
de A2 sobre As; e — e, a — b, b — a, c — ¢, uno de Ao sobre A3 ). En
cuanto a Aj), un grupo con esta tabla no puede ser isomorfo a ninguno de
los otros tres. Como dos grupos isomorfos a un tercero son isomorfos entre
si, todo grupo de orden 4 es isomorfo sea a uno cuya tabla es A;; o a uno
cuya tabla es Aj2, lo cual se expresa diciendo que sélo existen esencialmente
dos grupos de orden 4.

Ejemplo 5.7. Todo grupo ciclico infinito (G, ) es isomorfo a (Z,+). En
efecto, G =[a] donde [a]= {a™ : n € Z} para algina € G,y f : Z — G dada
por f(n) = a™ para todo n € Z es un isomorfismo.

Nota 5.3. Dos grupos isomorfos tienen necesariamente el mismo orden.
Dos grupos de un mismo orden primo son necesariamente isomorfos. Es
decir, para cada nimero primo p existe esencialmente un \nico grupo de
orden p : el grupo ciclico (Zy, +). Para un orden finito no primo n, esto no
es siempre cierto (tal es el caso de n = 4). Sin embargo, es claro que dos
grupos ciclicos de orden n son isomorfos.

Nota 5.4 (Importante). Los grupos hicieron su aparicién en matemaéticas
esencialinente como grupos de transformaciones (permutaciones): conjun-
tos de aplicaciones biyectivas de un conjunto X en si mismo con la ley de
composicion de funciones como operacién, con la identidad I de X como
elemento neutro, y con la aplicacién inversa T~! como inversa de T. Como
es claro, un conjunto G de transformaciones de X en si mismo tal que I € G,
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que SoT € GsiS, Te€G, yqueS™ € Gcuando S € G, es, en efecto,
un grupo para la ley de composicién de funciones como ley de grupo. De
hecho, todo grupo G es en esencia un grupo de transformaciones. En efecto,
si para cada a € G, T, : G — G es la aplicacién Ty(z) = az, es claro que
T, es biyectiva, y, como I = T¢, T, } = Tpe1 y To 0 Ty = Tap, el conjunto
G = {T, : a € G} de tales transformaciones es un grupo en el sentido an-
terior. Como la aplicacién T : G — G dada por T'(a) = T, es obviamente
biyectiva (si T, = T} entonces a = b) y ademds T(ab) = T, = Ty 0Ty
= T'(a) o T'(b), T es un isomorfismo. El hecho de que todo grupo G pueda
realizarse, o representarse, como un grupo de transformaciones, es decir,
que sea isomorfo a un tal grupo, se conoce como el teorema de Cayley. La
identificacién explicita de G con una representacion G como subgrupo de
(%0(G),-) no es, sin embargo, una tarea ficil. Este problema sera conside-
rado, en algiin detalle, en el capitulo 11.

La nocién de isomorfia permite, en cierta forma, reducir el niimero de
grupos por considerar, al menos dentro de una clase dada de grupos. Asf,
de todos los grupos ciclicos infinitos, basta considerar a (Z, +), y como pro-
totipo de los grupos ciclicos de orden n puede tomarse (75, ), el grupo de
las rafces n—ésimas de la unidad, o, més naturalmente, el grupo Z, de las
clases izquierdas de Z para nZ:

Zy=2Z/nZ = {G,T,ﬁ, ey T — 1} , @=a+ nZ.
Recordamos ahora, quesi f: X—->Y,ACXyBCY, entonces
f(A)={f(z):ze A}, f(B)={zeX:[(z)€ B}.

Por lo tanto, y € f(A) siy sélosiexistez € Atalquey = f(z)yz € f~1(B)
si y sélo si f(z) € B.

Teorema 5.2. Sean (G,-) y (G',-) grupos, f : G — G' un homomorfismo,
H un subgrupo de G y H' un subgrupo de G'. Entonces:

1. f(H) es un subgrupo de G'.
2. fTY(H') es un subgrupo de G.

3. Si H' es un subgrupo normal de G', entonces f~1 (H’) es un subgrupo
normal de G.
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Demostracién. (1) Como f(e) = €/, donde €' es el elemento neutro de G,
es claro que f(H) # @. Sean o, ¥ € f(H) y a, b € H tales que f(a) = a/,
f(b) = &'. Como o’ (V)" = f(a)f(b)~! = f(a)f(b?) = f(ab™!), entonces
o' (¥)"! € f(H),y f(H) es asi un subgrupo de G'.

(2) Como f(e) = ¢ € H' (pues H’ es un subgrupo de G’), es claro que
e € f~Y(H'), asf que f~1(H') # @. Ahora, si a, b € f~1(H') entonces f(a),
f(b) € H', de lo cual f(a) (f(8))™" = f(a)f(b7?) = f(ab™") € H', asf que
ab~l e f-YH).

(3) Para ver que f~1(H') es normal si H' loes,seanz € Gy h € f~H(H'),
de modo que f(k) € H'. Como H' es normal, f (zhz™1) = f(z)f(R)f(z™}) =
f@)f(R)f(x)~! € H', de 1o cual zha~! € f~}(H'). Entonces, f~'(H') es
normal. O

Nota 5.5. Por el contrario, puede suceder que H sea normal en G sin
que f(H) sea normal en G'. Por ejemplo, H = SL, (R) es un subgrupo
normal de G = GLn(R) (ejercicio 4.4). Sean G' = GL(C) y f: G = &
la aplicacién f(z) = z, la cual es obviamente un homomorfismo. Como se
deduce del mismo ejercicio 4.4, f(H) = H no es un subgrupo normal de G.
El teorema 5.3, abajo, da una condicién sobre f bajo la cual f(H ) es normal
si H lo es. "

El siguiente corolario del anterior teorema resulta de observar que {¢'}
es un subgrupo normal de G'.

Corolario 5.1. S$i f : G — G' es un homomorfismo, f'({€'}) es un
subgrupo normal de G.

El subgrupo =1 ({¢'}) (el cual se escribe a veces en la forma més simple
f~1(¢'))es particularmente importante, como podremos comprobarlo. Se
denomina el nicleo de f y se denota con ker(f) o, simplemente, con ker f:

ker f:= f~1 ({¢}) .

Teorema 5.3. Si f : G — G' es un epimorfismo y H es un subgrupo
normal de G, f(H) es un subgrupo normal de G'.

Demostracidn. Sean o/ € G y K € f(H). Dado que f(G) = G, exiﬁten
a € Gy h € H tales que f(a) = o’ y f(h) = K, asi que o'’ (a')™" =
f@FR)(f@)™! = f@)f(h)f(a~!) = f(aha™'). Pero entonces, como
aha™! € H, también o’h'(a’)~! = f(aha™?) € f(H). O
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Teorema 5 4. Si f: G — G' es un homomorfismo, f ¢s un monomorfismo
si y solo si ker f = {e}.

Demostracion. Si ker f = {e} y f(a) = f(b) entonces f(b)"'f(a) =
FHf(a) = f(b~la) = €, asi que b'a € ker f, o sea, b~'a = e, de lo
cual @ = b. Entonces f es inyectiva. Reciprocamente, si f es inyectiva y
a €ker f entonces f(a) = € = f(e), asi que a = e. Entonces, ker f = {e}.
a

Nota 5.6. Ligados a los grupos (Z,,+) existen otros grupos abelianos
que no dejan de tener su importancia en diversas circunstancias (véase, por
ejemplo, el capitulo 11). En verdad son, junto con otros sistemas relaciona-
dos, de gran importancia en la llamada teorfa de los mimeros. Estos son
los grupos multiplicativos (Z;, -), donde Z;, = Z ~. {0} donde p > 2 es un
nimero primo. De hecho, aiin si p > 2 no es primo, podemos definir en Zp
una ley de composicién por

(a + pZ) (b+ pZ) = ab + pZ,
0, en forma més concisa, por
ab=ab, donde @ = a+ pZ, b= b+ pZ

Tal ley esté en efecto bien definida, pues si@=a’ y b= I’ entonces

ab—a't/ = ab—ab +abl —a'V =a(b—b) + (a — a’) U =0,

vaquep|alb—1b)yp|(a—d)b,delo cual ab = a’b/. Es ademas ficil
comprobar que tal ley es asociativa, conmutativa y tiene a 1 como elemento
neutro. Puede suceder, sin embargo, que esta ley no sea clausurativa en
Zy. De hecho, lo es si y sélo si p es primo. En efecto, si p no es primo
yabeZ 1<a<p 1l <b<p, son tales que ab = p, obviamente
ab=0,peroa #0, b#0. Reciprocamente, si p es primo y ab = 0, as{ que
p | ab, necesariamente p | a o p | b, delo cual @ = 0 0 b = 0. Es ficil
ver ahora (ejercicio 5.7) que si p es primo (y sélo en tal caso), (Z3,-) es un
grupo abeliano. Es posible demostrar ademds que (Z3,-) y (Zp—1,+) son
isomorfos (ejercicio 6.16).

Nota 5.7. Como es obvio, si p > 2 es un entero, la ley de composicién
(5.5), o, lo que es lo mismo, la (5.6), tiene en Z, la propiedad adicional

a(b+tc) =ab+ac.
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Esto permite concluir que cuando p > 2 es un primo, el sistema (Zp, +,-)
tiene, salvo por el hecho de que Zp ,@f C, todas las propiedades de un campo
numeérico (capitulo 1, seccién 1.9). Esto permite definir, tal como en sec-
cién 1.10 del mismo capitulo, el sistema Zp[z] de los polinomios en = con
coeficientes en Z, y. tal como alli, se verifica, para este sistema, la validez
de los teoremas 1.26 y 1.27 y de los corolarios 1.7 y 1.8. Esto implica que
para todo n > 1 en Z, la ecuacién 2™ = 1 tiene a lo sumo n soluciones en
Zy,. Este hecho serd importante en el capitulo 11.

Nota 5.8. Sia,beZ yb—a <€ pZ (o sea, si p | b—a), es corriente escribir
a = b(modp)

y decir que a es congruente con b médulo p. Es obvio que la relacion
R, = (Z,G,,Z), donde G, = {(a,b) : a € Z,b € Z y a = b(modp)} es
una relacion de equivalencia en Z (ejercicio 1.9) y que Z/Ry = Zp.

EJERCICIOS

5.1 Verifique quesi f: G — G’y g : G' — G” son isomorfismos, tarnb.if:?ll
go f lo es, y concluya que, en una clase dada de grupos, la relacion.
de isomorfia G ~ G’ si G y G’ son isomorfos tiene las tres propiedades
siguientes:

L. &3 =
2. 851 G = G’ entonces G' =~ G.
3. Si=G'y G' = G" entonces G ~ G".

Es, por lo tanto, una relacién de equivalencia (ejercicio 1.9).

5.2 Sean (G,-) un grupo, H un subgrupo de G, §o(G/H) el grupo de
todas las aplicaciones biyectivas de G/H en si mismo.

a) Demuestre que si para cada a € G, T, : G/H — G/H es la
aplicacién T, (bH) = abH, b € G, entonces T, estd bien definida
y Ty € Fo(G/H) (es decir, abH = ab'H si y sélo si bH = b'H).

b) Verifique que 7, = I es la identidad de G/H, que T, o T}, = T
cualesquiera que sean a,b € G, y que T;! = T,-1 para todo
a € G.
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c) SeaT : G — Fo(G/H) la aplicacién T(a) = T,, a € G. De-
muestre que 7" es un homomorfismo (asi que T'(ab) = T(a)oT(b))
y que kerT C H. Maés precisamente, demuestre que kerT =
Naecc@Ha™1, y que H es normal en G si y sélo si ker T = H.

5.3 Sea (G,') un grupo. Demuestre que para todo ¢ € G, la aplicacién
0 : G — G, dada por §,(z) = aza™!, es un isomorfismo de G sobre
si mismo, que J, es la aplicacién idéntica de G, que 67! = §,-1 y que
0a © 0y = 64. Demuestre ademés que un subgrupo H de G es normal
siysélosi H=[,cq 00 (H) = Ngeg aHa™.

5.4 Sean (G,-) y 6,, para a € G, como en el ejercicio 5.3. Sea Fo(G) el
grupo de las aplicaciones biyectivas de G en si mismo. Sea
6 : G — Fo(G) definida por §(a) = §,. Demuestre que & es un
homomorfismo de G en Fo(G) y que kerd = Z(G), el centro de G
(ejercicio 4.7).

5.5 Sean (G, -) un grupo, n € Z, G™ = {a"|a € G}, Gn = {a € Gla" = ¢}.
Demuestre que si f,(z) = z" es un homomorfismo de G en si mismo
entonces G" y G,, son subgrupos de G. De hecho, G™ = f,(G), G =
ker f,. Demuestre ademés que:

a) Si G es abeliano, f, es un homomorfismo de G en si mismo para
todo n € Z.

b) Si f, es un homomorfismo de G en si mismo, G es abeliano. Lo
mismo es cierto si f- lo es.

¢) Si fm es un homomorfismo de G en si mismo para m = n,n +
1,n+2, donde n € Z est4 fijo, entonces G es abeliano.

d) Sifay fs son homomorfismos de G en si mismo, G es abeliano.

5.6 Sea K = Q,R,C, y considere en K la operacién a * b = a + b +
ab (llamada la “adiplicacién”). Demuestre que (*) es clausurativa,
asociativa, admite un elemento neutro, 0, pero no es invertiva con
respecto a 0. Demuestre, sin embargo, que (K°,+), K0 = K \ {-1},
es un grupo, y que f : K* — K9 dada por f(z) = £ — 1 es un
isomorfismo de (K*, -) sobre (K, *). (Indicacién. Observe que a*b =
(e+1)(b+1)-1.)

5.7 Sean p un nimero primo y Z, := Z/pZ. Demuestre que la ley de
composicién (a + pZ)(b + pZ) = ab + pZ, o sea, ab = ab, donde @ =

EJERCICIOS 143

5.8

5.9

5.10

5.11

5.12

e + pZ, tiene las propiedades cancelativas tanto a izquierda como a
derecha en Z; = Zy, \ {0}, y concluya que (Zj, ) es un grupo abeliano

cuyo elemento neutro es 1. (Indicacién. Véase el teorema 2.11.)

Demuestre que cuando p es primo, la ley de composicién (-) en Z;
(ejercicio 5.7) satisface

@b = r(ab, p),

donde r(ab, p) es el resto de dividir ab por p. Demuestre ademés que
@ l=aT=1

para todo a € Z tal que @ # 0, y concluya que aP~2 es, para todoa € Z
tal que @ # 0, el inverso de @ en (Z3,-)- (Nota. La relacién 1=
vélida para todo a € Z con @ # 0, se puede expresar diciendo (vease
la nota 5.8) que si a no es divisible por p entonces a?~! = 1(modp), lo
cual se conoce como el Pequerio teorema de Fermat). Como es claro
entonces, a? = a (modp), ain si p | a.

Para cada m € Z, sea Zp, := Z/mZ. Demuestre que (Z}, ), donde ()
estd dada por (@ + mZ)(b+ mZ) = ab+ mZ, o sea, por @b = ab, es un ;
grupo si y sélo si m es un nimero primo.

Sean p un primo y a € N tal que p no divide a e y p no divide a
(@™ —1) para m = 1,2,3,....,p—2. Tal es el caso, por ejemplo, de p =5
ya=2. Demuestre que entonces f(r) = @" es un epimorfismo de
(Z,+) sobre (Zj, -) tal que ker f = (p—1)Z. En particular, f (n)=2"
es un epimorﬁsmo de (Z, +) sobre (Z¢,-) tal que ker f = 4Z.

Sean G = 83 el grupo simétrico de tres objetos (ejercicio 2.12),
g : G — G la aplicacién g(z) = z, z € G, H = {e,d, f}. Demuestre
que H es un subgrupo normal de G y que aH = bH. Concluya que no
es posible definir una aplicacién g: G/H — G tal que g(zH) = g(z)
para todo z € G.

Sean n > 2 y H el subgrupo de GL,,(R) de las matrices A con Det(A4) >
0. Demuestre que H es un subgrupo normal de GLn(R) y que si
J i GLa(R) — R* es la aplicacién f(A) =Det(A), no es posible
definir una aplicacién f : GL,(R)/H — R* tal que f(AH) = f(A4)
para todo A € GLn(R). ;Es esto posible si H = SL,(R)? Silo es, jes
la aplicacién f resultante un homomorfismo? ;Es un isomorfismo?




Capitulo 6

Los teoremas de isomorfia

Sean f : G — G’ un homomorfismo y H un subgrupo normal de G. Sea
©: G — G/H el epimorfismo canénico p(a) = aH. No siempre es posible
determinar una aplicacién f : G/H — G’ por F(aH) = f(a) para todo
a € G, pues puede suceder que aH = bH y que f(a) # f(b) (ejercicios 5.11
y 5.12), con lo cual f no quedaria bien definida. Para que tal definicion de
f sea posible es necesario que si aH = bH, o sea, si b—la € H, entonces
b~la € ker(f), o sea, f(b)~ f (a) = f (b~'a) = €, pues esto iltimo implica
que f(a) = f(b). Pero, parae que todo esto se dé, basta evidentemente que
H C ker(f). En tal situacién se tiene ademds que F es automdticamente
un homomorfismo, pues F ((aH)(bH)) = F ((ab)H) = f(ab) = f(a)f (b) =
flaH)f(bH).

_ Supongamos reciprocamente que existe un homomorfismo
f:+ G/H — G tal que f(aH) = f(a) para todo a € G. Siz € H
entonces f(zH) = f(eH) = f(e) = €, lo cual implica que f(z) =€, °
sea, que = € ker(f). Entonces, H C ker(f). Es decir, F existe si y s6lo si
H C ker(f).

Nétese finalmente que f(aH) = f(p(a)) = fop(a). Por lo tanto, decir
que f(aH) = f(a), sea, que f o p(a) = f(a), para todo a € G, equivale a
decir que f o ¢ = f. Hemos demostrado por lo tanto el siguiente teorema.

Teorema 6.1. Sean G y G’ grupos, f : G — G’ un homomorfismo, H un
subgrupo normal de G, G/H el grupo cociente de G por H, y ¢ : G— G/H
el epimorfismo candnico. Para que exista un homomorfismo f:G/H—G
tal que fop = f, o sea, tal que el diagrama
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G/H

(6.1)

G f GI

sea conmutativo, es necesario y suficiente que H C ker(f).

Supdngase ya que H C ker f, asi que ? existe. Si H = ker(f) entonces
f es un monomorfismo, pues si f(aH) = f(bH) entonces f(a) = f(b), o sea
b~1la € ker(f), de lo cual b~la € H, y asf aH = bH. Remprocamente, si
f es un monomorfismo y a € ker(f) entonces f(aH) = f(a) = €, o sea,
f(aH) = J(eH), asf que aH = eH = H (pues [ es inyectiva). Esto implica
que a € H, es decir que ker(f) C H, de lo cual ker(f) = H (pues ya sabemos
que H C ker(f)). Se tiene entonces el siguiente teorema.

Teorema 6.2. (Primer teorema de isomorfia)). Si f : G — G’ es un
epimorfismo y K = ker(f), eziste un isomorfismo f de G/K sobre G tal
que f(aK) = f(a) para todo a € G.

Sip: G — G/K es el epimorfismo canénico, se tiene entonces el
diagrama conmutativo

G/K

(6.2)

G f AGI

en el cual f es un isomorfismo de G/K sobre G'. Si f no es sobreyectivo,
f es atin un isomorfismo de @ /K sobre f(G).

El primer teorema de isomorfia se expresa usualmente diciendo que un
grupo G’ es la imagen homomorfa de otro, G, si y sdlo si G' es un grupo
cociente de G.

Ejemplo 6.1. Si (R*,-) es el grupo multiplicativo de los nimeros reales no
nulos y (R, -) el de los nimeros reales estrictamente positivos, K = {—1, 1}
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es un subgrupo (normal) de R* y R*/K = R}. En efecto, f (z) = |z| es un
epimorfismo de R* sobre R} (pues f(]z|) = |z|) y ker(f) = K = {-1, 1}.
Esto expresa, de otra manera, el hecho de que todo nimero real z se escribe
en la forma z = *|z|. También f(z) = |z| es un epimorfismo de (C*,-)
sobre (R ,-) y, como ker(f) = T = {2z € C : |z| = 1}, entonces C*/T = R},
que es otra manera de decir que todo nimero complejo 2 se escribe en
la forma z = 7w donde r > 0 y w € T. A su vez, f(z) = ¥ es un
epimorfismo de (R, +) sobre (T,), y como K = ker(f) = {z € R: ™ =
1} = Z,entonces R/Z ~ T. Como ademsés f(z) = €*™?es un epimorfismo
de (C, +) sobre (C*,-) (nétese al respecto quesi z€ C*y z = |7 e, 0¢
R, entonces _f (€) = z,donde £ = 5L (log|2|+16), ycomo ker(f) = Z, entonces
C/Z ~ C*. Obsérvese finalmente que f(z) = e %'z donde n > 0 es un
entero, es un epimorfismo de (Z,+) sobre (Ty,-), el grupo de las raices
n-ésimas de la unidad, y que ker(f) = nZ, asi que Z/nZ — T, es un
isomorfismo, como es natural.

Ejemplo 6.2. Sea K = Q,R,C. Como f(A) =Det(A)es un epimorfismo
de (GL,(K),-) sobre (K*,-) y ker(f) = SL,(X) (ejemplo 4.1), entonces
GLn(K)/SL,(K) = K*. De la misma manera se verifica que para K = Q,R
GLn(K)/ISLa|(K) = K} = K, \ {0}.

Ejemplo 6.3. .Si H es un subgrupo normal de Gy ¢ : G — G/H es €l
epimorfismo canénico entonces ker ¢ = H, y si P es el isomorfismo de G/H
en G/H tal que P o ¢ = ¢, esdecir, que hace conmutativo el diagrama

G/H

¢ ¢ (6.3)

entonces P es la identidad de G/H.
El siguiente corolario del teorema 6.1 es frecuentemente til.
Corolario 6.1 (Segundo teorema de isomorfia). Sean f : G — G' un

epimorfismo, K = ker(f), H' un subgrupo de G’ y H = f~1(H'). Entonces
K es un subgrupo normal de H y H/K =~ H'.




148 6. LOS TEOREMAS DE ISOMORFIA

Demostracién. Si f' : H — H’, es la aplicacién f'(x) = f (x), f’ estd bien
definida, pues si z € f~!(H’) entonces f(z) € H’, y es obviamente un
homomorfismo. Es también un epimorfismo, pues como f lo es, dadoy € H’,
existe z € G tal que y = f(x) , y es claro entonces que z € f~}(H') = H,
asf que f'(z) = y. Es claro ademds que ker(f’) C ker(f). Por otra parte,
si z € ker(f), entonces z € f1(H’), pues f~1{e'}) € f~1(H'), y como
entonces f/(z) = f(z) = €, también z € ker(f’), asi que ker(f’) = ker(f).
Entonces H/ker(f') = f/(H)=H'. O

Nota 6.1. Se deduce que si f : G — G’ es un epimorfismo, eziste una
correspondencia biyectiva entre los subgrupos de G’ y los subgrupos de G
que contienen a K = ker f. Esta correspondencia asocia al subgrupo H’ de
G’ el subgrupo H = f~1(H') de G. Tal correspondencia asigna a subgrupos
normales de G’, subgrupos normales de G que contienen a K. Notese ademds
que f~}(H')/K ~ H’, como resulta del corolario 6.1.

Cuando se aplica al epimorfismo canénico ¢:G — G/N, donde N es
normal en G, tal correspondencia asigna al subgrupo MdeG /N el subgrupo
M = ¢™Y(M) de G, el cual contiene 2 N, y el cual es normal en G si M es
normal en G/N. Ademss, M/N =~ M. Todo esto resulta de observar que
N = ker ®. Los resultados discutidos en esta nota se conocen a veces como
el teorema de correspondencia.

rl

Nota 6.2. Si f : G — G’ es un epimorfismo con K = ker f, H es un
subgrupo de Gy H' = f (H), entonces H C f~! (H’) (ejercicio 1.6), pero,
en general, H # f~1(H’). De hecho, H = f"'(H')siysélosi K C H. En
efecto,si KCHyz e f~1(H') entonces f (z) € H’, asi que f (z) = f~! (y)
para algiin y € H; esto implica que f (y~'z) = €/, 0 sea, que y~ 'z € K, delo
cual y~'z € H, y entonces z € yH = H. Esto demuestra que f~! (H') C H,
lo cual asegura que H = f~1 (H’). Por otra parte, como K = f~! ({e'}) C
f7H(H'), es claro que K C Hsi H = f"1(H'). Si K ¢ H de todas
maneras K H es un subgrupo de G que contiene a K y obviamente KH C
fH(H') (pues H,K C f-! (H")). Como ademés se verifica obviamente que
f(KH) = f(H) = H', lo dicho anteriormente asegura que K H = f~!(H').
Es decir, si K € H, f~1(f (H)) # H, pero f~!(f (H)) = KH. Nétese que
entonces KH/H =~ f(H) = H’. Evidentemente KH = H si y s6losi K C
H. Cuando lo observado arriba se aplica al epimorfismo ¢ : G — G/N, se
concluye que si H es un subgrupo de G y H' = @(H), entonces ¢~} (H') =
NH=HyNH/N=H’ conyp }(H)=Hsiysélosi N C H.

Como una aplicacién del anterior corolario tenemos el siguiente teorema,
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que, como el de Cauchy, es también un reciproco parcial del teorema de
Lagrange.

Teorema 6.3. Si p es un primo y G es un grupo abeliano de orden mp™
donde n > 0 y ptm, G tiene, para cada 0 < k < n un subgrupo de orden

Pk

Demostracion. El grupo G tiene un elemento a de orden p (teorema 4.3) y [a]
es un subgrupo normal de G de orden p. Sea G’ = G/ [a]. Entonces G’ tiene
orden mp"™~ly, por induccién, podemos suponer que para cada 0 < k < n—1,
G’ tiene un subgrupo H’ de orden p*. Sean ¢:G — G/ [a] el epimorfismo
canénico y H = ¢ 1(H’). Como H/kerp = H' y keryp = [a], entonces
H tiene orden p*+!, y es un subgrupo de G. Esto demuestra que G tiene
subgrupos de orden p* para todo0< k< n. O

El anterior teorema. se conoce como el primer teorema de Sylow para los
grupos abelianos. Puede enunciarse también diciendo que si G es un grupo
abeliano finito, p es un primo y p*, n > 0, es la mdrima potencia de p que
divide a o(G), entonces G tiene subgrupos de orden p* para todo 0 < k <
n, 0, aiin, diciendo que G tiene subgrupos de orden p* para todo k > 0 tal

que p* | 0(G). Posteriormente demostraremos que el teorema 6.3 es alin
cierto si G no es abeliano.

Teorema 6.4. (Tercer teorema de isomorfia)). Sean G un grupo, M ¥
N subgrupos de G. Supdngase que N es un subgrupo normal de G. Entonces
MN es un subgrupo de G y N es normal en MN. Ademds MNN es un
subgrupo normal de M y

MN/N =~ M/M N N. (6.4)

Se deduce que si M y N son finitos entonces MN es finito y o(MN) =
(o (M)o(N)) Jo(M N N).

Demostracion. Ya sabemos (teorema 4.4) que M N, es un subgrupo de G
y que N, es un subgrupo normal de MN. Sea ¢:M — MN/N, dada por
w(a) = aN. Es claro que ¢ es un homomorfismo. De hecho, ¢ es un
epimorfismo, pues una clase lateral izquierda de N en MN, es de la forma
(ab)N donde a € M y b € N y, como b € N, entonces (ab)N = a(bN) =
aN = p(a). Veamos, finalmente, que ker() = M NN. Si a € ker(yp), o sea,
si p(a) = aN = N, donde a € M, entonces a € N, asf que a € M N N. Reci-
procamente, si a € M N N entonces aN = N, asique ¢(a) = N, y entonces
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a € ker(p). Esto demuestra la dltima afirmacién, y completa (en virtud,
del teorema 6.2) la demostracién del teorema. [J

Nota 6.3. Si el grupo G es un grupo abeliano aditivo, es corriente escribir
M + N en lugar de M N, y el teorema anterior toma la forma

M/MON =~ (M+ N)/N. (6.5)

Como corolarios del anterior teorema tenemos:

Corolario 6.2. Si M, N son subgrupos finitos de un grupo G, MNN = {e}

y N es normal en G, entonces MN es un subgrupo finito de G y o(MN) =
o(M)o(N).

Corolario 6.3. §i M y N son subgrupos finitos de un grupo G, N es
normal en G y med(o (M),0(N)) = 1, entonces MN es un subgrupo de G

y o(MN) = o (M)o (N).

Demostracién. Como o (M N N) divide a o (M) y a o(N), necesariamente
o(MNN)=1 (0 sea, MNN = {e}), asi que o (MN) = o (M)o(N). O

Corolario 6.4. Si (G,-) es un grupo abeliano finito, para cada divisor m
de o(G) eziste un subgrupo M, de G con o(M) =m.

Demostmcidn. Supéngase que o (G) = p;nl . --p;nl, dondelos p;, i =1, 2,.., l,
son primos distintos, y supéngase que m = p’f‘ S pf‘, donde 0 < k; < m;,
t=12,.,l. Para cada i = 1,2,...,I, existe un subgrupo M; de G con
(M;) = P:-“ (teorema 6.3). Como mcd(o(Mi)o(Mz)) = 1, M1Ms es un
subgrupo de G de orden p’l"lp’;'*’. Como a su vez, med(o (M Mz),0(M3)) =
1, también M) M,M3 es un subgrupo de G con o (M MaM3) = p'f‘pgzp':?.
Continuando de esta manera se llega a que M = M1 M>--- M, es un subgrupo
de G con o(M) =m. O

Corolario 6.5. §i G es un grupo abeliano finito con o(G) = pi™* - - - p",
donde los p;, i = 1,9,...,1, son primos distintos, y m; > 0, entonces G =
MyMz--- My, donde M; es un subgrupo de G cono (M;)=p™,i=1,2,..,L

Relacionado con el corolario anterior, tenemos el siguiente.

Corolario 6.6. Si G es un grupo abeliano con o(G) = p1 - - - p1, donde
D1, -y DI SO0 Primos distintos, entonces G = MiMy--- M, donde el subgrupo
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M;, de orden p;, es ciclico para todo © = 1,2,...,l. Ademds, G mismo es
ciclico.

Demostracion. Si M; es un subgrupo de G de orden p;, 2 = 1,2,...,1, M;
es ciclico (teorema 3.10), digamos, M; = [a;], o(a;) = pi. Pero entonces,
a = aja;...q; tiene orden p; - - - p;. En efecto, si no, deberd existir 1 <7 <1
tal que p; { o(a), y si m = o(G)/p; entonces o(a) | m, asi que e = a™ =
al*al*---af* = a* (ya que o (a;) = p; divide a m si j # i), lo cual es absurdo
(pues p; no divide a m). O

Si G es un grupo abeliano finito, p es un primo y H es un subgrupo de
G de orden p*, n > 0, se dice que H es un p—subgrupo de G. Si p" es la
méxima potencia de p que divide o(G) (en cuyo caso o (G) = mp™, p{m),
se dice entonces que H es un p—subgrupo de Sylow de G. Los subgrupos
M; de G en el corolario 6.4 anterior son p;—subgrupos de G, y aquellos en
el corolario 6.5 son p;—subgrupos de Sylow. Los resultados siguientes son
consecuenciade los anteriores.

Corolario 6.7. Si (G,-) es un grupo abeliano finito, p es un primo, P es
un p—subgrupo de Sylow de G y a € G es tal que o(a) es una potencia de
p, entonces a € P,

Demostracidn. Podemos suponer que o (G) es como en el corolario 6.5, que
p=p1yque P=M;. Como G =M, .- M, existirdn z; € M;, i = L,...1
tales que @ = z; -+ 74, de lo cual z7'a = z, £ = z---2;. Pero evidentemente
med(o (z),p) = 1, y como o (z7 'a) debers ser una potencia de p, sélo queda
que o (z7'a) = 1, de lo cual zila=e, yasi,a=z € P. O

Corolario 6.8. Sean (G,-) un grupo abeliano finito, p un primo, P un p—
subgrupo de Sylow de G, H un p—subgrupo de G. Entonces H C P, y P
es el dnico p—subgrupo de Sylow de G.

Demostracion. Sia € H, o(a) es una potencia de p, asf que a € P. Entonces
H C P, y es claro que si H es también un p—subgrupo de Sylow de G,
necesariamente H = P. O

El teorema 6.3 asi como los corolarios 6.7 y 6.8 son casos especiales de
los teoremas de Sylow que se consideran en el capitulo 10.

Definicion 6.1. Sean M,...,M; subgrupos normales de un grupo G, tales
que G=Mj --- M;. Paracadal < i <, sea M; el producto de los subgrupos
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M; para j #1i. Si

MnM;={e},i=12,..,1 (6.6)
se dice que G es el producto directo interno de los subgrupos M; y que cada
M; es un factor directo interno de G.

Como M; C M;sii # 7, se deduce que si G es el producto directo interno
de sus subgrupos M; i =1,2,...,1, entonces

M; N Mj; = {e}, i # 5; (6.7)

pero esta iltima condicién no garantiza, como veremos en el capitulo 7, que
(6.6) sea vélida (ejercicio 7.8. Véase también el ejercicio 8.19).

Es claro, por ejemplo, que G en los corolarios 6.5 y 6.6 es el producto di-
recto interno de los subgrupos M;, pues evidentemente med(o (M;), o (M;))
= 1si 4 # j. Este hecho es particularmente interesante en el caso del
corolario 6.6, pues los subgrupos M; son ci clicos. Como veremos posterior-
mente, todo grupo abeliano finito es el producto directo interno de subgrupos
ciclicos. Esto, si obvio cuando o (G) = p1 - - - »1, donde los p; son primos
distintos, est4 lejos de ser evidente si o (G) incluye potencias superiores de
uno o més primos, y se conoce como el teorema estructural de los grupos
abelianos finitos (véase el capitulo 7).

. El teorema 6.5 siguiente es itil dentro del contexto de los productos
directos internos. Necesitaremos en su demostracion el siguiente lema.

Lema6.1. Si M y N son subgrupos normales de un grupo (G,-) y MNN =
{e}, entonces ab = ba cualesquiera que sean a € M y b€ N.

Demostracién. Sia e M y b € N, también o=l € M y b= € N, y de
(ab) (ba)™" = a (ba=1b71) = (aba~!) 5! y de la normalidad de M y N se
‘éleduce que (ab) (ba)™' € M N N. Entonces (ab) (ba)™! = e,.y asi ab = ba.

Nota 6.4. Si un subgrupo M de G es el producto directo interno de los
subgrupos normales M; de G, tanto los subgrupos M; como M son subgrupos
normales de G. Esto resulta inmediatamente de la relacién

a(z1Zg...2p) 0" ! = (a.a:la'l) (a.:z:za"l) (amna_l) ) (6.8)
vélida para a, z1,z3, ...,z € G.

Teorema 6.5. Sean G un grupo, Ma,...,M, subgrupos de G. Las afirma-
ciones siguientes son equivalentes:
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1. El grupo G es el producto directo interno de los subgrupos M;, i =
1,2,...,n.

2. Los subgrupos My, ..., M, son normales en G con M; N M; = {e} si
it # J, y todo elemento x € G se escribe de unae y sélo una manera en
la forma = = ayas...an, donde a; € M;, i =1,2,...,n.

Demostracién. Si 1. se satisface, los M;, i = 1,2,...,n, son normales en G,
M;NM; = {e} sii # j,y G = MyMa--- My, asi que todo = € G se escribe al
menos de una manera en la forma requerida. Ahora, si z = a1a2:-n = blAbg-
-+ bn donde a;,b; € M; es claro que by'e; = (b2 -+~ bn)(a2- .ap)”t € My,
asf que bl'la.l =e. Entoncesa; =by yaz---ap=0bz2--" b,Ly continuando
de esta manera se llega a que b, 'a; € Mo, ....,b7 jan-1 € Mn_1 y an = bn,
0 sea, a que a1 = by,ay = by, ...,an = b,. Esto demuestra 2.

Para ver que 2. = 1., obsérvese que 2. implica que G = MMy -+ Mp, y
si £ € M; N M;, se tendria que T = @142 * * * Gi—1Gi+1 " " On, @5 € M;j, 3 # i
Pero si y € M; entonces ya; = a;y para todo j # i (lema 6.1), de lo cual
e=a1---a;_12"ajy; - - - an, ¢ € M;. Entonces z~! = a; = e para todo
j#tasiquez=e O

Nota 6.5. Es facil verificar, usando como guia la demostracién del corolario \
6.6, que si G es el producto directo interno de los subgrupos ciclicos M;,
i =1,2,..,n, y si med(o(M;),0(M;)) =1, i # j, entonces G mismo €3
ciclico. No se pide que o (M;) sea primo.

Supéngase ahora que M y N son subgrupos normales deGyqeME&
N. Entonces es posible definir una aplicacién f : G/M — G/N tal que
f@M) = aN. En efecto, si aM = bM entonces b—'a € M, de lo cual
b'a € N,y asi aN = bN. Tal aplicacién resulta ser un homomorfis-
mo, pues f((aM)(bM)) = f((ab)M) = abN = (aN)(bN) = f(aM)(b}1).
Ademss, ker(f) = N/M = {aM]|a € N}. En efecto, si aM € ker(f), o sea,
si f(aM) = aN = N, entonces a € N, asf que aM € N/M. Por otra parte,
si aM € N/M, es decir, si aM = bM con b € N, entonces b-la € M, de
lo cual b=1g € N, as{ que aN = bN = N, o sea, f(aM) = N, y entonces
aM € ker(f). Como f es un epimorfismo, el teorema 6.2 implica entonces el
teorema siguiente.

Teorema 6.6. (Cuarto teorema de isomorfia) . Si M y N son subgrupos
normales de G tales que M C N, entonces

(G/M) [ (N/M) = G/N. (6.9)
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Demostracién. Sea f : G/M — G/N el epimorfismo dado por f(aM)
= aN, como arriba, y sea f para f dado como en el teorema 6.2. Entonces
f 1 (G/M)/ker(f) — G/N es un isomorfismo. Como ker(f) = N/M, el
teorema queda demostrado. O

A manera de apéndice, observamos que las ideas que conducen al ante-
rior resultado pueden generalizarse, ligeramente, para establecer el siguiente
teorema, cuya verificacién dejamos al lector interesado.

Teorema 6.7. (Quinto teorema de isomorfia). Sean G y G’ grupos,
f G — G’ un homomorfismo, M un subgrupo normal de G y N un sub-
grupo normal de G'. Para que exista un homomorfismo f : G/M — G'[N
tal que f(aM) = f(a)N para todo a € G, es necesario y suficiente que
f(M) C N, o, lo que es lo mismo, que M C f~'(N). En tales circunstan-
cias ker(f) = f~Y(N)/M y si f es un epimorfismo entonces f también lo
es, y

G/M/f~Y(N)/M ~ G'IN (6.10)
mediante el isomorfismo ? obtenido de f por aplicacién del teorema 6.2.

Definicién 6.2. Se dice que el homomorfismo f en el anterior teorema, se
obtiene de f por paso a los cocientes.

Nota 6.6. Sj G, G, M, N y f son como en el teorema anterior, y si
p:G — G/l\g y % : G — G'/N son los epimorfismos canénicos, el

homomorfismo f obtenido de f por paso a los cocientes es aquél que hace
conmutativo el diagrama

f
G — G
P P (6.11)
a/M f

G'/N
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EJERCICIOS
6.1 Demuestre que el teorema 6.1 es valido para un subgrupo normal H

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

de G si y sélo si f(H) = {e'}. Demuestre entonces que f, como en
el teorema 6.1, es el inico homomorfismo g : G/H — G’ que hacen
conmutativo el diagrama en el enunciado del teorema. Sean NC M
subgrupos de un grupo G. Demuestre que ain si M y N no son
normales en G, [G : N|/[G : M]=[M : N}, asf que [G : M]|[G : Nly
[M : NJ|[G : NJ.

Sean (G, -) un grupo abeliano, m € Z. Demuestre que si Gm ¥ G™ son
como en el ejercicio 3.10, entonces G/Gp, & G™. Véase el ejercicio
5.5 (e). iEs cierto lo anterior si G no es abeliano pero f(a) = a™ es
un homomorfismo de G en si mismo?

Verifique los siguientes isomorfismos de grupos: Z3 =~ Zy, Ly ~ ZLa,
Z% ~ Zg (véanse, al respecto, los ejercicios 5.7, 5.8 y 5.9).

Sean (G,-) un grupo, Fo(G) el grupo de las aplicaciones biyectivas
de G en si mismo. Demuestre que G/Z (G) es isomorfo al subgrupo
F = {8s| @ € G} de Fo(G), donde &, : G — G es, paracada a € (_;’_ el
isomorfismo §,(z) = aza~! de G sobre si mismo (véanse los eJercm}oS
5.3 y 5.4). Concluya que si 0 (G) = n < co entonces n > o(F)siy
sélo si 0(Z(G)) > 1. Mss aiin, demuestre que 0(Z(G)) = n/o (F)-

Sean (G,-) un grupo finito y H un subgrupo de G. Sea n =[G : H]
el indice de H en G. Demuestre que si 0 (G) { n!, existe un subgrupo
normal N de G, N # {e}, tal que N C H. Demuestre, de hecl}o, que
N = NgegaHa™! # {e} y es normal. (Indicacion. Véase el gjercicio
5.2.)

Sean (G, -) un grupo inifinito, H un subgrupo de G tal que [G: H]< oo.
Demuestre que existe un subgrupo normal infinito MdeG, MC I—{f
tal que [G : M]< co. Demuestre, de hecho, que si M = NgegaHa
entonces M C H, M es normal en G y [G : M]< 00, y concluya que
M es infinito.

Sean G un grupo, H un subgrupo normal de G, f un isomorﬁsrr'lo
de G sobre un grupo G'. .Es siempre posible definir una aplicacion
7 : G/H — G’ tal que f(aH) = f(a) para todo a € G? Si no es
siempre posible ;bajo qué circunstancias sf lo es?
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6.8 Considere el grupo aditivo (Z, +) de los enteros y sea f un homomor-

fismo de Z en sf mismo. Escribiremos Z,, = Z/mZ, m € Z.

a) Demuestre que existe k € Z tal que f (z) = kz para todo = € Z.
{Qué es f(1)? ;Qué es ker (f)? ;Qué es f(Z)?

b) Sean m,n € Z. Demuestre que para que exista f: Z,, — Zg
tal que f(a + mZ) = f(a) + nZ para todo a € Z, es necesario
y suficiente que n|km, donde k = f(1), y que para que exista f
tal que f(a + mZ) = a + mZ para todo a € Z, es necesario y
suficiente que n|m.

¢) Si f(1) = k y n|k, demuestre que cualquiera que sea m € Z,
existe f: Z,, — Z, tal que f(a + mZ) = f(a) + nZ para todo
@ € Z. De hecho, f~(a + mZ) = nZ cualquiera que sea a € Z.

d) 8i k = f(1) y mecd(n,k) = 1, demuestre que para que exista
f: Zp — Z, tal que f(a+mZ) = f(a) + nZ para todo a € Z,
es necesario y suficiente que n|m, y que fes un isomorfismo si y
solosim=2nyk = +1.

6.9 Sean (G, -) un grupo, N un subgrupo normal de G. Demuestre que

G/N es abeliano si y sélo si aba~1b~! € N cualesquiera que sean
a,begG. Demuestre, de hecho, que si M es el subgrupo generado por
A = {aba='b"1|q,b € G} (ejercicio 3.8), entonces M es normal en
G, G/M es abeliano, y si N es normal en G, G/N es abeliano si y
sblo si M C N. Demuestre finalmente que si existe un homomorfismo
f:G—2Zy M es como antes, entonces M C ker f.

6.10 Sean M, N subgrupos de un grupo finito G y supdngase que N es

normal en G y que o (M) > /0 (G), o(NN) > /0 (G). Demuestre que
MON # {e).

6.11 Sean G y ¢ grupos, H’ un subgrupo normal de G’, ¢ : G — G'/H'

un epimorfismo. Demuestre queG/¢~! ({H'}) ~ G'/H'. Demuestre
también que si f : G — G’ es un epimorfismo y H’ es como arriba,
entonces G/f~1 (H') ~ G /H'. Describa explicitamente los anteriores
isomorfismos.

6.12 Sea G un grupo y sean M el conjunto de los elementos de orden finito

de G y N el conjunto formado por e, el elemento neutro de G, y por
los elementos de orden infinito de G.

6.13

6.14

6.15

*6.16
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a) Demuestre que si ab € M cualesquiera que sean a,b € M, en-
tonces M es un subgrupo normal de G, y que si M # G (o sea
N # {e}) entonces G y G/M son grupos infinitos y todo elemento
de G/M, salvo M, tiene orden infinito.

b) Demuestre quesiabe N cualesquiera que sean a, b € N, entonces
N es un subgrupo normal de G y todo elemento de G/N tiene
orden finito.

¢) Demuestre que si G es abeliano entonces M es un subgrupo de G.
Demuestre ademds que si también N es un subgrupo de G en-
tonces G/M =~ N y G/N =~ M.

0 -1 0 1
d) Sean G = GL3(R), A = 1 0],B= -1 -1 - De

muestre que 0 (A) = 4 y o(B) = 3, pero o(AB) = oo. (Indi-

Tomes

e) Sea G como en (d). Encuentre A, B € G con o(A) 1= o(B) =00,
pero o (AB) < 0o. Procure hacer esto con B # A™".

cacién. Demuestre que (AB)" =

Sean G un grupo abeliano finito y n un divisor de o(G). Demuestre
que el nimero de soluciones de la ecuacién z" = e es un miltiplo de
n. (Indicacién. Verifique que el conjunto Gy de tales soluciones €3
un subgrupo de G. Por otra parte, existe un subgrupo H de G con
o(H) =n. Demuestre que H C Gy.)

Sea G un grupo abeliano finito tal que para todo n € N, n 2 1,

Gn = {z € G : 2™ = ¢} tiene a lo sumo n elementos. Demuestre
que para todo divisor n de o (G), G tiene exactamente 7o eler.nentOSs
y concluya que G es ciclico. (Indicacién. Demuestre, por e;]e{anO,
que para todo primo p, todo p—subgrupo de Sylow de G es ciclico, ¥
recurra a lo observado en la nota 6.5.)

Demuestre que si G es un grupo ciclico finito, Gn = {z € G': z" = e}
tiene a lo sumo n elementos para todon € N,n 2 1,y que sin | 0(G)
entonces 0 (Gp) = n. (Indicacién. Recuérdese que todo subgrupo de
G es ciclico.)

Use los resultados mencionados en la nota 5.6 y los ejercicios 6.13, 6.14
y 6.15 anteriores para demostrar que si g es un primo, (Z3,-) es un
grupo cfclico. Demuestre ademds que Zj ~ Zg—1, y que si p | ¢ — 13
la ecuacién zP? = 1 tiene exactamente p soluciones. Concluya que si
plg—1, Zy tiene un tnico subgrupo de orden p.




Capitulo 7

Productos finitos de grupos

Sean (G1,+), ..., (Gn,") grupos, G = G X ... X Gy, el producto cartesiano de
los conjuntos G;. Con la ley de composicién (-) : G x G — G dada por

(@151 Tn) * (Y15 -y Yn) = (Z1Y1, -y TnYn) - (7.1)

G es evidentemente un grupo, en el cual el elemento neutro es e = (€1, - én);
donde e; € G; es el elemento neutro de G;, y en el cual el inverso (1, ..., -‘Bn)_l
de (z1,...,Zn) es (z7%,...,z7!). Se dice que G es el grupo producto de los
grupos G;, i = 1,2,...,n, y que cada G; es un factor de G.

Si para cada 4, H; es un subgrupo de Gj, es evidente que Hy X ... X Hn
es un subgrupo de G. En particular, para todo k£ = 1,2, ..., 7,

ﬁk = {el} X ... X {ek._l} X Hk X {ek+1} X .o X {en} (7-2)
es un subgrupo de G. Si para cada z; € H} escribimos

Ek = (61, ooy €k—1y Thy Chg-1y oy en) ) (73)

se tiene que Hy = {Zk : z1 € Hy}. Como se verifica inmediatamente, si cada
H; es un subgrupo normal de G;, H = H X ... X H,, es un subgrupo normal
de G (véase al respecto (7.8), més adelante); en particular, si H es normal
en Gy, ﬁk es normal en G. Si para cada i = 1,2,..,7m, f; : G — Gy la
aplicacién f : G — Gy X ... x G, dada por f(z) = (f1 (2),..., fn (x)) se
denota con

f= (fl;st ey fn), (74)

y es claro que f; = p;o f, i = 1,2,...,n, donde p; (z1,...,Zn) = Z; €s la
proyeccién i-ésima de G X ... X Gy, en G; (la cual es un homomorfismo, si
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los G; son grupos). No existe un nombre especial para f dada por (7.4),
aunque las f; se denominan a veces las coordenadas de f. Es claro que f es
un homomorfismo de grupos si y sélo si cada f; lo es.

8i G; y G}, i =1,2,...,n, son grupos, y para cada ¢, f; : G; — G; es
una aplicacién, podemos también definir una aplicacién f : G; x ... xGp, —
G’l X e X G:,l por

f (mla '":m‘n) = (fl(xl)u weey fn(zn)) . (75)
Es también fécil verificar que
fi=piofogq,i=12,..,n (7.6)

donde p; : G1X...xGp, — G;y g; : G} X ... x G4, — G!; son las proyecciones

t-ésimas, y que f es un homomorfismo si y sélo si cada f; lo es. Es usual
escribir

f=fix..Xfa (7.7)

¥ denominar a f el homomorfismo producto de los homomorfismos f;. Es
claro ademés que cada f; es un isomarfismo, si y sélo si f es un isomorfismo.
Si para cada i = 1,2,...,n, H; es un subgrupo normal de Gj, si @; : G; —
G/ H; es el homomorfismo canénico, si ©; = @1 X ... X @y, €s claro que

kerp = Hj X ... X Hp, (7.8)

asi que ¢ induce un isomorfismo
P:G1X...XxGp/Hy % ... x Hy » G1/Hy X ... x Gp/Hyp

(teorema 6.2) el cual est4 dado por

(21,1 8n) Hy X .. X Hp) = (01 (21) s s @ (30)) = (21H1, oo TnH).

(7.9)
De este isomorfismo se deducen, en particular, los isomorfismos
G x .. x
l_..i ~ G1 X .o X Gk—l X gﬁ X Gk+1 X oo X Gn, (710)
Hk H;
GiX..XG%x..xGp ~ ék ~ Gp, (7.12)

Gy X ... X G-y X {er} X Gr41 X ... X Gy
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G1 X ... x G X ... x Gy,
G] X ... X Gk_1 X Hk X Gk+1 X ... XGn

~ (G,:]f{k) ~ Gy/H. (7.12)

Naturalmente, hemos supuesto que G/{e} = G y que G/G = {e}.

Definicién 7.1. Si Hy, ..., H, son subgrupos de un grupo G, y si la plicacién
¥: Hy x ... x H, — G dada por

P (Il;l, & 2 PR mn) =T1%2..%n (7'13)
es un isomorfismo, se dice que G es el producto directo externo de los sub-

grupos H;, i = 1,2,...n, y que cada H; es un factor directo de G.

Ejemplo 7.1. Si G1,Ga, ..., Gy son grupos, G = Gy X ... X Gy, y para cada
t=1,2,..n, G; y Z; son como en (7.2) y (7.3), la aplicacién

z/):f;"lx...x@"n——»G

definida por ¢ (71, ..., Zp) = Z) * - - T, €s evidentemente un homomorfismo, y
es un isomorfismo, pues ¥ (Z1,...,%n) = (21,...,Zn). Por lo tanto, el giupo
producto G = G1 X ... X Gy, es el producto directo externo de los subgrupos
Gi,y ., Gn-

Recordando ahora la nocién de producto directo interno de subgrupos de
un grupo G, capitulo 6, nota 6.4, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 7.1. Sean G un grupo, Hy, ..., H, subgrupos de G. Si G es el
producto directo externo de H,, ..., H,, entonces:

1. H; es un subgrupo normal de G para todo i = 1,2,...,n.

2. HiNH;={e} sii#j.

3. Six e G, evisten z; € Hy, ..., Ty, € Hp, univocamente determinados
por z, tales que £ = 12+ + Tp.

Ademds, G es el producto directo interno de los subgrupos H;, i = 1,2,...,n.

Demostracién. Como ¢ : Hy x ... x H, — G, dada por (7.13), es un
isomorfismo, H; es un subgrupo normal de Hy X ... x Hy y H; = ¢ (H,- ,
se deduce que H; es normal en G. Esto demuestra (1). Como H; N H; =
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2 (Hi) Ny (H_.,-) =1 (H,-ﬂHj) = {¢¥(e)} = {e} si i # j (pues eviden-
temente H; N H; = {e} si i # j), también (2) queda demostrado. Como
3 es sobreyectiva, dado = € G existen z1,...,z, € G, z; € H;, tales que
P (21, T2, ...y Tp) = T1T2 - - - T, = T, ¥ la unicidad de z,x2 - - - z,, resulta de
la inyectividad de 9. Esto demuestra (3) y completa, en virtud del teorema
6.5, la demostracién del teorema. O

Reciprocamente,

Teorema 7.2. Sean Hy,..., H, subgrupos de G y supéngase que G es el
producto directo interno de los subgrupos Hy, ..., H,, asi que:

1. H; es normal en G para todo i = 1,2,...,n.
2. H{ﬂHj = {e} si i # j.

3. Size€QG, eristen 21, ...,z € G, z; € H;, tales que = = z1Z3 - - - Tn,
estando los x; determinados unfvocamente por z.

Entonces, G es el producto directo externo de Hy, ..., Hy,.

Demostracién. El hecho de que los H; sean normales en G y de que H;NH; =
{e} siizk g implica que TiTj = TT; si z; € H;, z; € Hjed # j (lema 61)
Por lo tanto, si z;,y; € H;, 1 =1,2,...,,n, entonces

(zay1) (z2y2) . (TnYn) = (Z1..-Zn) (Y1.-¥n) » (7.14)

asf que la aplicacién P (21,0, Tn) = Z1..Zn de H} X ... X Hy en G es un

homomorfismo y, por 3., necesariamente un isomorfismo. El teorema est4 de-
mostrado. O

Nota 7.1. Se deduce que sobre un grupo G las nociones de producto direc-
to interno y de producto directo externo de un mimero finito de subgrupos
coinciden. Por tal razén, de ahora en adelante sélo hablaremos de producto
directo de subgrupos. Salvo isomorfismo, esta tiltima nocidn coincide ademds
con la de grupo producto de toles subgrupos.

Nota 7.2. Si un grupo G es el producto directo de dos subgrupos M y N,
es claro que G/M = N. Sin embargo, si M es un subgrupo normal arbitrario
de G, no necesariamente G/M es isomorfo a un subgrupo de G ni, mucho
menos, G &~ G/M x M. Por ejemplo, sin € N, n # 0,1, Zn = Z/nZ no es
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isomorfo a ningin grupo de (Z,+). De hecho, el tinico subgrupo finito de
(Z,+) es {0} .

Nota 7.3. Pueden existir, sin embargo, grupos G y subgrupos normales
HideG,i=1,2,..,n, talesque H;NH; = {e}sii#j,queG=H,---Hy,
Yy que G no sea el producto directo de los H;. Para un ejemplo, véase el
ejercicio 7.8. Obsérvese que debe ser n > 3. Véase, sin embargo, el ejercicio
7.9.

Recordamos ahora que si un grupo abeliano finito G tiene orden p; ***Pm,
donde los p; son primos distintos, entonces G es el producto directo de
subgrupos ciclicos. Por otra parte, si 0 (G) = p}! - - - pi, entonces G es el
producto directo de los subgrupos M;, i = 1,2,...,m, donde o(M;) = P
(corolarios 6.5 y 6.6).

Demostraremos ahora el siguiente teorema, que generaliza a todo grupo
abeliano finito la primera de las afirmaciones anteriores.

Teorema 7.3. Si G es un grupo abeliano finito, entonces G es ciclico o es
el producto directo de subgrupos ciclicos.

Necesitaremos el siguiente lema que constituye el resultado més engo-
rroso de todo el curso. El lector puede aceptar este resultado y omitir su
demostracién, aunque puede ser un buen ejercicio comprender los detalles
de la misma. Esta ha sido tomada de [15]. Es posible dar demostraciones
més elegantes si se tienen mejores conocimientos de lgebra (véase [17]).

Lema 7.1. Sean G un grupo abeliano de orden p", donde p es un primo,
m = méx {o(c) : ¢ € G} el mdzrimo orden posible de los elementos de G,a€
G con o(a) =m, y H = [a]. Entonces G = H, en cuyo caso G es ciclico,
o existe un subgrupo ciclico de M de G, M # {e}, tal que MNH ={e} y
que G = HM, asi que G es el producto directo de H y M.

Demostracién. La afirmaci6n es cierta si n = 0,1, pues G seria ciclico, de
lo cual, m = p" y G = H. Supongamos primero que existe b € G, b ¢ H,
tal que b = ¢, y sean N = [b] y G = G/N. Como es claro, H N N = {e}
(pues si 8* € H, 1 < k < p — 1, también o (b*) = p, de lo cual seria N C H
y b € H). Escribamos ¢ = ¢N, para todo ¢ € G, y sea a como en el
enunciado del lema. Veamos que o (@) = o (a) = m. Escribamos | = o (@).
Como (@)™ = a™ = €, es claroque [ | m. Por otra parte (@)' = &, asi que
@t € NN H, de lo cual o' = e. Entonces m | l. Se deduce quel=my
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que @ es un elemento de G de orden méximo posible. Como o (G) < o(G),
podemos suponer inductivamente que G es ciclico y generado por @, de lo
cual G = HN (pues si ¢ € G entonces cN = a*N para algin k € N, asf que
ca~® € N, o sea, c = a*¥/, j € N), o que G = [@] M, donde M N [a] = {e}.
Ahora, por el corolario 6.1, existe un subgrupo M’ de G tal que M D Ny
que M'/N =~ M, y evidentemente HNM' = {e} (sino,y c€ HNM',c#e,
entonces ¢ € MN(a] y T # &, pues H ~ [g] mediante el isomorfismo ¢ — ©).
Ademés G = HM' (pues si ¢ € G entonces € = @'d’, i,j € Ny d € M,
as{ que ca™*d™J = b* para algiin k € N, de lo cual ¢ = o (d¢7b¥) € HM').
El lema resulta entonces con M = N cuando G es ciclico y generado por
@, ocon M = M’, en caso contrario. Supongamos ahora que no existe
b€ G\ H con o(b) = p. Veamos que entonces G = H. Supdngase que
G#H,yseanl=min{o(c):c€ G\ H}yz € GNH cono(z) =!. Como
o (zP) < I/p < I, necesariamente zP € H, asi que zP = a’, i € N. Afirmamos
que p | i. Supongamos lo contrario y que m = p¥, k € N. Como m es el
méaximo orden posible de los elementos de G, si ¢ € G entonces o (c) = p’
con j < k, delo cual o(c) | m. Ahora, como p{ %, asf que m { im/p, entonces
@'™/P % e. Pero esto implica que z™ = (z?)™7 = (a!)™? = ai™/? # ¢, lo
cual es absurdo, pues o (z) | m. Sededucequep |, asiquei=pj,jEN,y
si b= a~Iz entonces b* = g—*zP = e, lo cual es absurdo, pues, como a™? € H
mientras que z ¢ H, entonces b ¢ H y o (b) = p. Se concluye que G = H,y
el lema queda demostrado. O

Nota 7.4. El lema 7.1 se expresa también diciendo que si G es un grupo
abeliano de orden P", n >0, donde p es un primo y H es un subgrupo ciclico
de G de mdzimo orden posible, entonces H = G, en cuyo caso G es ciclico,

o H es un factor directo propio de G, ast que existe un subgrupo propio K
de G tal que G ~ H x K.

Nota 7.5. Observamos que si un grupo abeliano es el producto directo de
los subgrupos Hy,...,H,, y cada H; es a su vez el producto directo de los
subgrupos Hj, ..., Hin,, entonces G es el producto directo de los subgrupos
Hi, k = 1,2,..,n;, i = 1,2,...,n. La demostracién es obvia. En vista de
esto se tiene el siguiente corolario del lema 7.1.

Corolario 7.1. Si G es un grupo abeliano de orden p", donde p es un
primo y n > 0, entonces G es ciclico o el producto directo de subgrupos
ciclicos.

Demostracién. Segin el lema 7.1, G es ciclico (que es el caso si n =0,1) o
existen un subgrupo ciclico H # {e} y un subgrupo M de G tales que G es
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el producto directo de H y M. Como G/H = M entonces o (M) < o(G),
asi que o (M) = p*, 0 < k < n. Razonando por induccién podemos suponer
que M es ciclico o el producto directo de subgrupos ciclicos. En vista de

lo observado en la nota 7.4, G mismo es ciclico o el producto directo de
subgrupos ciclicos. O

Podemos ahora demostrar el teorema 7.3.

Demostracion del teorema 7.3. Se tiene que o (G) = p}*---pim, donde m > 1
Y P1,---,Pm son primos distintos. Ahora, si m = 1, la afirmacién resulta
inmediatamente del corolario 7.1. Si m > 1 el corolario 6.5 garantiza que
G es el producto directo de subgrupos My, ..., My,, donde o (M) = ppt,
k=1,2,..,m. Como cada M; es a su vez ciclico o el producto diresto de

subgrupos ciclicos, lo observado anteriormente también garantiza que G lo
es. O

Nota 7.6. Como lo muestra el corolario 6.6, G puede ser al mismo tiempo
ciclico y el producto directo de subgrupos ciclicos propios.

El teorema 7.3 se conoce como el teorema estructural de los grupos
abelianos finitos. Segin el lema 7.1, si G es un grupo abeliano de orden
p", donde p es un primo y n > 1 es un entero, se tiene que

G ~ Zp"] X Zpﬂ2 X b X Zpﬂm, m 2 1 (7.15)
donde 1 < n; € ny < ... < nyy, son enteros y
p'n. =0 (G) =0 (anl) c++0 (anm) = p"'l .- -p""‘ = p"'1+"'+n"‘,

asiquen =n1+n2+--+np.Sin>1y1 < n; < ng < ... < Ny, son enteros
tales que n = ny +ng+- - +nm, m > 1, se dice que la m~pla (n1,72, ..., em)
es una particion de n. Por lo tanto, para un n > 1 dado, habrd e lo sumo
tantos grupos no isomorfos de orden p™ como particiones distintas de n sean
posibles. Asi, si n = 3, las posibles particiones de n son (3), (1,2), (1,1,1),
y los grupos posiblemente no isomorfos de orden p? serén

Zp3, Zp X sz, Zp X Zp X Zp.
Si 0 (G) = p*, los posibles grupos no isomorfos serén

Zys, ZpxZps, Zp XLy, LpxZpxLpx Y ZpxXLpXLyXxZLyp.
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Si ahora
GGy x-xGp (7.16)

donde 0(Gi) = pf™ (corolario 6.5), y si 7%; es el nimero de particiones
posibles de m;, habré a lo sumo 7,7, - - - Ty, rupos abelianos no isomorfos
de orden o(G). Asi, puesto que (2) y (1,1) son las particiones de 2, y (3),
(1,2), (1,1,1) son las de 3, habréd a lo sumo 2 - 3 = 6 grupos no isomorfos de
orden p? - p3, p1 # po, los cuales son:

Zp% X Zpg,

Zyz X Ly X L3,

pr X Zipy X Lpy X Lp,,

Zip, X Zp, % Zpg )
Ly, X Zp, X Lpy X Lz,

Zp, X Lp, X Lpy % Ly, X Lp,.

Teniendo ahora en cuenta que Zpm X Zn = Zmn i y sélo si med(m,n) =1
(Pues evidentemente (@,b) tiene orden a lo sumo mcm(m,n) en Zmy, X Zy),
estos se pueden dar, en su orden, en la forma

Zy2p3
Zpap,

Zigzpy % Lpz X Zipy

Zpy X Ly, p3,

Zipypp X Lpypz Y

Zip pp X Zpyp, X L, -

X Zp%’

Noétese que L2y, % Zyz ~ Lz X Lp,: ambos son, de hecho, isomorfos a
2
Zpz X Ly, X Zyg; a su vez,

Zpl X me% X sz ~ Zm X Zmpz X Zp§ ~ mez X me% ~ Zpl X Zp, % Zpl x Zpg;

Zp,py % Zip,p, % Zipy = Zp, X Lp, X Zpy X Zp, % Zp,.

Nota 7.7. Es posible demostrar que si (n1,72, ..., tm) ¥ (1,5, ..., n}) son
particiones distintas de n, los grupos Zpmn X Zpnz X -+ X Zpnm Y

Z oy X Zp,,:z X oee X Zp"i no son isomorfos, asi que el proceso anteriormente
P

PRODUCTOS FINITOS DE GRUPOS 167

descrito da ezactamente los grupos abelianos no isomorfos de orden m = p*
(y, de hecho, de orden m para todo m). No demostraremos esto. El lector
interesado puede encontrar la demostracién en [16].

Nota 7.8. Una ultima observacién es pertinente. Si (G,+) es un grupo
abeliano notado aditivamente y Hj,..., H,, son subgrupos de G, es natural
escribir Hy + Ha + - - + H, en lugar de H1Hy - -- Hy,. Y si G es el producto
directo de Hy, Hy,...Hp,, es también usual decir que G es la suma directa de
H], Hz, Hy.

EJERCICIOS

7.1 8i G = G1 x - - - X Gy, demuestre que (G, -), donde (-) est4 definido por
(7.1), es en efecto un grupo, en el cual e = (e, ...,e5) es €l elemento
neutro y (zy,...,op) ! = (a:l‘l,...,:z:;l). Demuestre ademés que G es
abeliano si y sélo si cada G;, i = 1,2, ..., n, es abeliano.

7.2 Demuestre que si H; es un subgrupo de G;, i = 1,2,...,,n, entonces
H = Hy x -+ x Hy, es un subgrupode G = Gy x --- X Gy, y que H
es normal en G si y sélo si cada H; es normal en Gj, i = 1,2,...,7
Demuestre a su vez que Hj, definido por (7.2) es un subgrupo de G ¥
que Hj. es normal en G si y sélo si Hy es normal en Gg.

7.3 Demuestre que p; : Gy X +++ X G — Gy, i = 1,2, ...,n, €s un epimor-
fismo, y que si G’ esun grupoy f: G + Gy X ++- X Gp, f €s un
homomorfismo si y sélo si f; = f o p; es un homomorfismo para todo
i =1,2,...,n. Verifique ademss que f = (fi,..., fn) como en (7.4).

7.4 Para cada k = 1,2,...,n, sea g : Gy — G = G} x --- x Gy, dada por
qr(zx) = Ty, donde z € Gi y Fx es como en (7.3). Demuestre que
gx €s un monomorfismo de Gy en G y que gx(Gx) = G, donde Gy es
como en (7.2). Demuestre ademés que si G' = Gy x G x -+ x G ¥
f: G — G es la aplicacién f = f; x --+ X fn dada por (7.5) y (7.7)
donde f; : G; — G, entonces f es un homomorfismo si y sélo si cada
fi lo es, y un isomorfismo si y sélo si cada f; es un isomorfismo.

7.5 Sean Gp,...,G,, grupos y sean 1 < i; < i3 < ++- < iy < 7 tales
que G; # {e} si y sblo si i = 4, k = 1,2,..,m. Demuestre que
GeNGj=A{e}sik#jyqueG=Gy x+ - xGp=Gy, -Gi, * - Gipn»
y concluya que G1 X ++« X Gp = Gy, X Gy, X -++ X Gy,
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7.6 Sean G1,...,Gn grupos y sea o : {1,2,...,n} — {1,2,..n} biyectiva.
Demuestre que G,(;yNGo(j) = {€} sii # jy que G1 x - -+ xGn = Go(1y*
Go(2)'*Gon), ¥ concluya que Gy X+ - - X Gp = Gg(1) X Go(2) X+ * X Go(n)-

7.7 Establezca las relaciones (7.10), (7.11) y (7.12).

7.8 Sean G = Zy X Zp, H) = {(1,0),(0,0)}, Hy = {(0)1)1 (0,0)}1 Hj3 =
{(1,1), (0,0)}. Verifique que H; N H; = {(0,0)} si i # j y que Hy +
H3 + H3 = G (nota 7.8), pero que G no es la suma directa de Hy, Hz
y Hj3. Verifique, en particular, que H; N (Hz + H3) # {(0,0)}. Para
una versién multiplicativa de este ejercicio, véase el ejercicio 8.19.

7.9 Sean (G,-) un grupo finito, My, Ma, ..., M,, subgrupos normales de G
tales que G = My M,..M, y que o(G) = o(Mj)o(Mz) - - - o(Mp,).
Demuestre que G es el producto directo de M;, My, ..., M,,. jEso(G) =
o (Hy)o (Hz)o (H3) en el ejercicio 7.8?

7.10 Seail G un grupo y M un subgrupo normal de G. Demuestre que
si G = G/M es ciclico y generado por @ = aM, a € G, entonces
G = HM, donde H =[a]. Concluya que si M NH = {e} y H es
normal en G entonces G es el producto directo de H y M, y que éste

es el caso si a € Z(G) (ejercicio 4.7) y M es de orden primo y generado
porb¢ H.

7.11 Sean G un grupo y N un subgrupo normal de G. Supéngase que

G = G/N es el producto directo de H y M y que H esta generado
por @ = aN donde a € G. Sean H =[a] y M un subgrupo de G tal
que M D N y que M/N = M. Demuestre que M es normal en G y
que G = HM. Demuestre ademés que si o (H) = o (H) y a € Z(G)
(ejercicio 4.7), entonces G es el producto directo de H y M.

7.12 Sean H, y H, grupos, G = H, x Ho.

a) Demuestre que si H; y Hj son ciclicos finitos de érdenes respec-
tivos m y n, entonces G es ciclico si y s6lo si med(m,n) = 1.

b) Supdngase que H; = Hy = H y sea A = {(z,z) : = € H}.
Demuestre que A es un subgrupo de G y que A ~ H. Demuestre

ademds que A es un subgrupo normal de G si y sélo si H es
abeliano.

7.13 Supéngase que H; y Hp son subgrupos de un grupo ciclico finito G y
que G = H1H,;. Demuestre que G es el producto directo de H; y Hy
si y sélo si med(o (H1),0(H2)) = 1.
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7.14 Sea G un grupo abeliano finito con o (G) = mn donde med(m,n) = 1.
Sean M = {z € G:x™ =¢}, N = {z € G: z" = e}. Demuestre que
M y N son subgrupos de G y que G es el producto directo de M y N.
Demuestre ademés que o (M) =m, o(N) =n.

7.15 Sean G un grupo abeliano, H y K subgrupos de G tales que o (H) =
m, 0 (K) = n son finitos. Demuestre que M = HK es un subgrupo
de G el cual contiene un subgrupo N con o(N) =mcm(m,n). (Es
esto mismo posible si G no es abeliano pero H =[e}, K =[b], ab = ba
y o(a) = m, o(b) = n? ;Lo serd ain si G no es abeliano pero H y
K son subgrupos abelianos de G, normales en G y tales que HNK =
{e}, o(H)=m y o(K)=n?

7.16 Sean G un grupo infinito, M y N subgrupos normales de G tales que
[G : M]< ooy [G : N]< co. Demuestre que [G : M N N]< oo.
(Indicacién. Sea ¢ : G — G/M x G/N el homomorfismo ¢(z) =
(xM,zN). Verifique que kerp = M N N.)




Capitulo 8

El grupo simétrico

El grupo simétrico ((Sn,-), n > 1, es el grupo obtenido al dotar el conjunto
Sn de las aplicaciones biyectivas de {1,2,...,n} en si mismo (las llamadas
permutaciones de n objetos) de la ley de composicién (-) dada por

oc-p=poo (8.1)

donde (o) es la composicién usual de funciones. Generalmente escribirt,amOS
op en lugar de o - p. Nétese que el elemento neutro de (Sn,) €s ain la
aplicacién idéntica e de {1,2,...,n}, y si 0 € Sy, 0~} es simplemente la
aplicacién inversa de o.

Nota 8.1. Para muchos autores, el grupo simétrico es (Sa,°), €S deci.r,
prefieren la ley de composicién de funciones a la (8.1). Como veremos, Sii
embargo, la ley (-) tiene ligeras ventajas sobre la (o). Obsérvese que

0102+ 0p =0p,00pn-19°**00]1. (82)
Sio € Sp y (k) =ig, 1 < k < n, es usual escribir
a=(?? ?”'?). (83)
i1 d2 3 - in
También,

°=(dna&)d$~~aW)' &4

Una de las ventajas del producto (-} es la siguiente, que ilustramos en el
caso n = 4. Si :
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para calcular gp(3), por ejemplo, es suficiente seguir el camino directo es-
quematizado abajo:

1234 123 4 1 23 4
| ! = l :
4 231 2 413 1

Entonces op(3) = 1. A su vez, op(4) se obtiene de
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2
! l =
4 2 3 1 2 413
o sea, gp(4) = 2. En total,
o (1234
P=\3 41 2)

Para calcular o o p serfa necesario seguir caminos inversos. Asi, o o p(3) =4
resulta de

1234 123 4 1 2 3 4
l o l = ! :
4 2 31 2 413 4

En total,
(1234 of1 234 _(1 23 4
4 2 3 1 2 413/ \214 3/
Los caminos inversos pueden ser incémodos cuando se desea considerar el

producto de muchas permutaciones (y, en especial, el producto de muchos
ciclos, como veremos més adelante).

X
N —
\__/

Definicién 8.1. Sic € S, e 1 < i < n es tal que o(i) # i, se dice que o
mueve a i. El conjunto de los 1 < ¢ < n que son movidos por ¢ se denomina
el orbital de o.

Por ejemplo, si
o= 1 2 3 45
“\4 235 1)
el orbital de o es {1,4,5}. Como es claro, dos permutaciones distintas pueden
tener el mismo orbital. Asi, si o es como arriba, entonces 02 # &, pero el
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orbital de o2 es atn {1,4,5}. Obsérvese que si e € S, es la permutacién

idéntica, su orbital es vacio. Como es claro, e es la tnica permutacién con
esta propiedad.

Definicién 8.2. Se dice que una permutacién ¢ de Sy, es una permutacidn
ciclica o, simplemente, un ciclo, si existen %,,1%s, wnip en {1,2,.., n},
1 < p < n, todos distintos, tales que

G(il) = 'i2, O'(ig) = ?:3, ...,a(ip_l) = ip, O'(ip) = ‘il (8.5)

y que o(i) = i parai € {i1,4,...,ip}. Se dice también, en forma més precisa,
que o es un p—ciclo cuyo orbital es {i1,1,...,4p}. Escribiremos

o = (i1,82, -y ip) . (8.6)

Un 2—ciclo se denomina una trasposicidn.

Asi,

TN
QL =
N DN

3456
451 6)=(1’3’4’5) |

1 2 3 4
(1 43 2)=(2’4)
son ciclos (respectivamente, un 4—ciclo y un 2—ciclo), con orbitales respec-
tivos {1,2,4,5} y {2,4}.

La notacién (8.6) para los ciclos abre la posibilidad de confundir éstos con
las p—plas. Esto es particularmente cierto de los 2—ciclos (trasposiciones) y
las parejas ordenadas. Sélo podemos esperar que el contexto evite cualquier
confusién.

Como es claro,
(11,92, -oeyip) = (62y33y wreyGpy 1) = wvr = (Gpy 81, eoryTpt) - (8.7)

Es también claro que dos ciclos distintos pueden tener el mismo orbital. Si
o = (41,142, ...,%p), entonces

0 = (i1, (i2) s 0" (11) = (100 (k) or 0P (1)) (88)

para todo 1 < k < p, y también

o = (o (i1),0% (i1) .., 0" (41)) = (0 (k) ,0% (ik) , -, 0P (i) . (8.9)
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Las férmulas (8.8) y (8.9) muestran que en la descripcién de un c.iclo
o = (%4, ...,9p), la escogencia de i; es en realidad poco importante (cualquiera
de los i serviria igual). Sin embargo, una vez escogida 1,, se tiene que

@) =i, 1<k<p of (01) =141 (8.10)

Esto implica que si ¢ = (i1, ...,4p) , p 2> 2, entonces

p=min{m >1:06"(i1) =41} = min{m > 1: 0™ (i) = ix} (8.11)
para todo 1 < k < p.
Definicién 8.3. Sio = (41, ..., ip) es un p—ciclo, se dice que p es la longitud

deo:p=1I(0). Sii=min{i, ..,ip}, se dice que ¢ es un ciclo basado en i
o con base 1.

Nota 8.2. Nétese que si o es un ciclo, I(¢) > 2. Si T es una transposicién, es
claro que {(7) = 2 y que 72 = ¢, asi que 7-! = 7. Nétese, mas generalmente,
que si o = (4y,...,4,) es un ciclo de longitud p, c~1 es también un ciclo de
longitud p. De hecho, o~! = (ipytp—1,..-s%81). Asi, (1,2,3)7! = (3,2,1) =
(1,3,2) = (2,1,3).

Observar que
(82, ey Bp) = (B, -werGpy 515 -or Bh—1)» 1 S k < D, (8.12)

es conveniente al multiplicar ciclos, pues permite seguir caminos directos.
Asi, si o =(1,3)(3,5,4) (1,3,2) en Ss, entonces

(1,3)(3,5,4)(1,3,2) ,0 (1) =5
(1,3)(3,5,4) (2,1,3),0 (2) =
(3,1)(3,5,4) (1,3,2),0 (3) =3
(1,3)(4,3,5)(3,2,1),0 (4) =
(1,3)(5,4,3) (3,2,1),0 (5) =5

Como o € S, también ¢(6) = 6. Es decir,

123456
(1,3)(3,5,4)(1,3:2)=(5 1 3 2 4 6)'

Nota 8.3. Notese que si o = (iy,43,...,ip), 0 puede considerarse como un
ciclo de S, para todo n > méx{é,...,ip}.
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Definicién 8.4. Se dice que los ciclos 0 = (i1,...,%) ¥ p = (J1, .- Jq) SOD

disyuntos si sus orbitales son disyuntos, es decir, si {i1,...,5p} N {J1, .-, Jq}
= .

Asi, (1,2,4,5) y (3,6,7) son ciclos disyuntos, mientras que (1,2,4,5) y
(2,6,7) no lo son. Como es claro, si o1, ..., om son ciclos disyuntos, el orbital
Odeo =01 -0, es O U...U Oy, donde O; es el orbital de o;. Nétese
que O; N O; = @ si i # j, y para cualquier permutacién p, decir que p =0
es equivalente a decir que el orbital O’ de p es O y que p(i) = ox(%) si
t€ O/ﬁ 1<k < m.

Nota 8.4. Sean o € S,,n> 1y 1< i< n. Sio(i) =i, se dice usualmente
que o inmoviliza o estabiliza a i.

Nota 8.5. Si o y p en S, son tales que op = po, entonces (ap)‘"' = U"P'f
para todo n € Z (teorema 2.9 y corolario 2.5). Obsérvese también q}le Sf
o es una permutacién y n € Z, o(i) = i implica o™(7) = i. Es decir, si
0" (i) # %, necesariamente o() # i.

Nota 8.6. Es claro que si o y p son ciclos disyuntos entonces op = po-
Es decir, si o4, ..., 05 son ciclos disyuntos, o = o7 - - - 0p es independiente dil
orden en que se multiplican dichos ciclos. En particular, o = 0203+ 0p91 =
0p0p—1--- 01, etc. Entonces, como se deduce de lo dicho en la nota 8.5,

(8.13)

o" =o0l0y -0y, nE L.
El lector no deber4 creer, sin embargo, que toda potencia de un f:iclo ebs asu
vez un ciclo. Por ejemplo, (1,2,3,4) = (1,3) (2,4). Noétese, sin embargo,
que (1,2,3,4)3 = (1,4,3,2).

En lo que sigue, convendremos en que e, la identidad de Sn, €s también
un ciclo, el cual denotaremos con (1):

e = (1) . (8.14)

Diremos que e = (1) es un ciclo de longitud 1: [(e) = 1. Cualquier otro ciclo
o tiene longitud {(¢) > 1. Diremos también que (1) es el ciclo trivial o el
ciclo degenerado. Cualquier otro ciclo serd no triviel. Es frecuente encontrar
en la literatura que (1) = (2) = (3) = ... = (n). Nosotros evitaremos hacer
uso de estas notaciones.
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El siguiente es el teorema fundamental de la teoria de los grupos simétri-
cos. Guardando las proporciones, es un anélogo del lema 1.1 y de los teo-
remas 1.16 y 1.35 del capitulo 1, y juega un papel similar.

Teorema 8.1. Si o € S, y 0 # e, ezisten ciclos disyuntos no triviales
01,---y0p, P 2 1, tales que
o =01 0Op (8.15)

En otras palabres, si 0 € S, y o # e, o es un ciclo no trivial o un producto
de ciclos disyuntos no triviales.

Demostracién. Sin=1, S, ={(1)}. Sin=2, S, = {(1),(1,2)}. Sin=3,
Sn = {(1),(1,2),(1,3),(2,3), (1,2,3),(1,3,2)}. Por lo tanto, la afirmacién
del teorema es evidente si n = 1,2, 3. Supongamos entonces n > 1 arbitrario
yseao € Sn,o # e. Sean O el orbital de ¢ e i, = min O. Debe existir k > 1
tal que o* (i1) = 4 (por ejemplo, k = 0 (¢)). Seam, = min{k > 1: g*(i1) =
i1}, y considérese el ciclo o1 = (1,0 (1), ., 6™ ~1(4,)). Es claro que 0 es
un ciclo basado en 7;. Se dice que 0 es el ciclo con base i1 determinado por
0. Sea O el orbital de 0. Es claro que si O\ 0 = @ entonces ¢ = 1. En
Caso contrario, sean i; = min(Q \ 01), my = min{k > 1: o¥(iz) = iz}, o2
el ciclo basado en i2 y de longitud my determinado por a, y Oz su orbital.
Continuando de esta manera, sean i, = min (O \ (01 UO2U ... U Op—1)),
9p €l ciclo basado en i, y de longitud mp = min{k > 1 : a¥(ip) = ip}
determinado por o, y O, su orbital. Como O es un conjunto finito, este
proceso debe agotarlo en algiin momento. Digamos O = O; U ... U O, con
O:#0,i= L,2,..,p. Nétese que los conjuntos O;, i = 1,2, ...,p, son dos
a dos disyuntos, asi que los ciclos oy, i = 1,2,...,p, son disyuntos. Como
ademis o(j) = ox(J) si j € O, es claro que

g=010p (8.16)
es una descomposicién de ¢ como producto de ciclos disyuntos.C]

El proceso descrito en la demostracién del teorema 8.1 es algoritmico y
puede usarse para descomponer en ciclos disyuntos una permutacién dada.
Asi,

1 23 456 7
( 3541726

Enestecasop = 2,4 = 1, i3 = 2, m; = 3, my = 4. En efecto, obsérvese
en primer lugar que (1) = 3, 0%(1) = 6(3) = 4, 03(1) = 02(3) = 0(4) = 1,
asf que o1 en la demostracién del teorema 8.1 es oy = (1,3,4), m; = 3

) =(1,3,4) (2,5,7,6) . (8.17)
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y O1 = {1,3,4}. En este caso O \ O; = {1,2,3,4,5,6,7} ~ {1,3,4} =
{2,5,6,7}, y como a(2) = 5, 0%(2) = a(5) = 7, 63(2) = 0?(5) = o(7) = 86,
c4(2) = a(6) = 2, se tendré que o3 = (2,5,7,6), ma = 4, Oz = {2,5,6,7}.
Como O \ O; UO; = @, el proceso terminard aqui y serd o = o102. De
manera anéloga,

1 2 3 45 6
3127465

(1234567

789
698)=“@m@%&&@% (8.18)

7 45 6 13 2

Nota 8.7. De hecho, la descomposicién (8.16) de o en producto de ciclos
disyuntos es, salvo tal vez por el orden de los factores, la tnica posible. En
efecto, si o estd dada por (8.16) con o) como en la demostracin del teorema
8.1, y también o = p;...p4, donde los pi son ciclos disyuntos con pi basado
en jx, dado que el orden de los ciclos en el producto es irrelevante, podczm_os
suponer que ji < ... < j,, asf que 7, = 41, y, como a¥(iy) = ok (i) = pi(01)
para todo k, entonces a1 = py = (i1,0 (41), ey 0™ 71 (31)), con my como en
la demostracién del teorema. Esto implica que p = 02...0p = p2...0g, ¥ UL
argumento inductivo permite concluir que p = q y que 0; = p;, © = 2, ..., P-

) = (1’ 7,2,4,6,3, 5) (819)

Si o # e es una permutacién en S, y ¢ = 01...0m, m > 1, donde los o;
son ciclos disyuntos no triviales, no hay obstéculo alguno para suponer que
l(o1) < l(o2) £ ... < l(om). Como la descomposicién o = 01...0m €5 Unica,
lam—pla ({(o1), ...,l(0mm)) es un invariante (una caracteristice inmut.a.ble) de
o, denominado la estructura ciclice de o. Por ejemplo, las permutaciones en
(8.17), (8.18) y (8.19) tienen, respectivamente, las estructuras ciclicas (3,4),
(2,3,4) y (7). Convendremos en que la estructura ciclica de e es (1).

Teorema 8.2. Si o es un ciclo de S,, el orden o(o) de o como elemento
de Sp es precisamente l(o), la longitud de o. Asi,

0 ((31, oy ip)) = P- (8.20)

Demostracién. En efecto, si ¢ = (i1,...,4p) entonces o = (i1,0 (i1), ...,
oP71(41)), asf que o*~1(4;) = ip # 41, 1 <k < p,y 0P(i1) = i1. M és ge-
neralmente, o = (i;,0 (4;) ..., P2 (45)), i < j < p, también o*~1(3;) # 45,
1< k< pyoP@i;) =14 j=1,2..,p. Sededuce que o” estabiliza a
i1, - ¥p, ¥ cOmo oP también estabiliza a i & {i1,...,%p}, entonces o? = e. Fi-
nalmente, como p es minimo tal que oP(%;) = i1, necesariamente p = o (o).
O
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Teorema 8.3. Sio €S, yo =o01-:-0p, donde los o; son ciclos disyuntos
no triviales, entonces

o(o) = mem (o (01), ...,0{0p)) = mem (I(01), ..., l(03)) , (8.21)

donde mcm(ay,...,ap), a; € Z,a; # 0, es el minimo comin miltiplo de
a1, ..., @p (capitulo 1, secciones 1.4 y 1.10).

Demostracidn. Sean m; = o (0:) y m =mem(my, ...,mp). Nétese que m; >
1,72=1,2,..,p. Como m; | m para todo i = 1,2,...,p, entonces of* = e
para todo i = 1,2,...,p, y como ¢™ = o}*--- oy (pues oy0; = 0;0;, donde
1 < 4,j < p), entonces o™ = e. Se concluye que o(c) | m. Por otra
parte, si l = o(0), entonces 0! = o}---0}, = e. Esto implica que ot =
e ¢ = 1,2,..,p. En efecto, si fuera o} # e para algin i, y oi(k) # &,
necesariamente o;(k) # k, de lo cual 0;(k) = k y también a;- (k) = k para
J # 1. Pero entonces ot(k) = o}(p(k)) donde p es el producto de las 05-, Jj#i
asf que ol(k) = ol(k) # k (ya que, evidentemente, p(k) = k). Esto es
ab’surdo, pues ¢* = e, e implica que m; | I, ¢ = 1,2,...,p. Entoncesm |,y
381m=l=0(a-). O

) El teorema 8.3 suministra entonces una aplicacién til de la descomposi-
cién en ciclos disyuntos para determinar el orden de una permutacién.

Ejemp}o 8.1. Las permutaciones en (8.17), (8.18) y (8.19) tienen drdenes
Tespectivos 12, 12, 7. Ademss,

6

; )) ~2.

(5

Definicién 8.6. Si (G,-) es un grupo, H es un subgrupo de G y A es un
subconjunto no vacio de H tal que todo elemento de H es el producto de
un nimero finito de elementos de A U A7! donde A”! = {a~!:a € A}, se
dice que A es un sistema de generadores de H y que H es el subgrupo de G
generado por A. Se escribe H =[A). Si H = G, se dice que A es un sistema
de generadores de G y que G est generado por A: G =[A].

[l 3}

4
3

[= T,

3
4

Nota 8.8. Como se verifica inmediatamente, [A] es simplemente la inter-
seccion de todos los subgrupos de G que contienen o A.

Como toda permutacién de S, es un ciclo o un producto de ciclos, y los
inversos de ciclos son a su vez ciclos, se tiene del teorema 8.1 que el conjunto
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de los ciclos de S, es un sistema de generadores de S,. Aunque muy til,
el conjunto de los ciclos de S, es un sistema muy grande de generadores. En
lo que sigue, daremos sistemas de generadores més pequenos.

Teorema 8.4. El conjunto de todas las trasposiciones (i,j), 1 <i < j < n,

es un sistema de generadores de S, con (7) = 221 elementos.

Demostracion. Es suficiente demostrar que todo ciclo (i1, ...,%p) €s un pro-
ducto de trasposiciones. Esto es ficil, pues evidentemente

(31, oy Bp) = (42, 32) (41,3) --- (21, %p) - (8.22)

Como en S, hay tantas trasposiciones como subconjuntos de dos elementos
en {1,2,...,n}, este niimero es (3) (ejercicio 1.76). O

Nota 8.9. El conjunto de todas las trasposiciones de Sy, aunque frecuente-
mente conveniente, es aiin un sistema muy grande de generadores de Sp.
Conviniendo en que (i,7) = e si i = 4, la relacién

(815 s Bp) = (1,41) (1, 32) ... (1, 3p) (1,42) (8.23)

muestra que el conjunto {(1,7) : 1 < j < n} es un sistema de generadores
de Sy, con s6lo n—1 elementos. De hecho, para todo i = 1,2, ..., 7, {(&: 7)1 <
i < n} es un sistema de generadores de S, con n — 1 elementos, y 8.23 vale
con ¢ en lugar de 1.

La observacién anterior da una descomposicién en trasposiciones la (fual
es, en general, distinta de la descomposicién (8.22). Es decir, la factoriza-
cién en trasposiciones no es necesariamente tinica. Asi, en Sy, (2,3,4) =
(3,4,2) = (4,2,3), de lo cual (2,3,4) = (2,3)(2,4) = (1,2)(1,3)(1,4)(1,2) =
(3,4)(2,3) = (2,4)(3,4), etc. Mss aiin, se tiene el resultado siguiente, tam-
bién frecuentemente 1til.

Teorema 8.5. El conjunto {(1,2),(2,3),(3,4), - (n—1,n)} es también un
sistema de generadores de S, con n— 1 elementos.

Demostracién. Es suficiente observar que si 1 < m < n entonces
(1,m)=(1,2)(2,3)...(m-1,m)(m—-2,m—1)..(2,3) (1,2), (8.24)

y usar la relacién (8.23).0
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Nota 8.10. La descomposicién de una permutacién o obtenida a partir de
(8.24) involucra en general un gran mimero de permutaciones. Es, por lo
tanto, de més valor tedrico que préactico. De acuerdo con todo lo anterior,
para obtener una descomposicién en trasposiciones de una permutacion lo
mas conveniente es obtener primero su descomposicién en ciclos disyuntos
¥ luego recurrir a una cualquiera de las relaciones (8.22), (8.23) u (8.24),
seglin lo que se quiera o sea més conveniente. Asi,

1 2345867
(3 5417 2 6) = (1,3,4)(2,5,7,6)

= (1,3)(1,4)(2,5)(2,7)(2,6)
= (1,8)(1,4)(1,2)(1,5)(1,7) (1,6) (1,2).

Nétese que también que (1,3,4) = (4,1,3) = (4,1)(4,3) y (2,5,7,6) =
(5,7)(5,6)(5,2), etc. A su vez,

1234
4 1 3 2

(1:4’ 2) = (1!4) (1’2)

= (1,2)(2,3)(3,4)(2,3)(1,2)(1,2)
= (1,2)(2,3)(3,4)(2,3).

La descomposicién en trasposiciones no es, en general, una descomposicidn
en ciclos disyuntos. Observamos también que si o = (4,j) es una trasposi-
c16f1, considerada como una funcién de {1,...,n} en si mismo, o est4 carac-
terizada por o (k) = (i, j)(k) = k si k # i, j, mientras que o(s) = (4, §)(i) = j
Yy 0(4) = (i,5)(j) = i. Esta observacién es importante en la demostracién
del siguiente teorema,

Teorema 8.6. Si (i, J) es una transposicion, entonces
(6(®),0(j)) =00 (i,j)ooc~ =071(4,j)o (8.25)

cualquiera que sea la permutacidn o.

Demostracién. Verifiquemos que (i,5) = o~ o (0(i),0(j)) © . Ahora,
si k # 1,7, entonces (0(z),0(j)) (o(k)) = o(k), pues o(k) # o(i), o(j).
Entonces o~! (¢(2),0(j)) (o(k)) = o~ (6(k)) = k y, como es claro, también
(i,5)(k) = k. Por otra parte, si k = i entonces o~ ((¢(2),0(5)) (¢(3))) =
o~ (o(j)) = j, y también (3,5)(3) = j. La verificacién para k = j es
semejante. [J
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Corolario 8.1. Si (i, 19, .. 1p) es un ciclo, entonces
o0 (i1, ..yip) 00~ = (0(41), ..., 0(Ep)) = 0 1(i1, -y Bp)o (8.26)

cualquiera gue sea la permutacidn o.

Demostracion. En efecto, 0~ (4y, ..., ip)0 = 0~ ((41,42) (41, 43)--(41, p)o =
(071 (41, 42)0) (071 (41, 83)0)... (6~ 1(41,1p)0) = (0(i1), 0 (i2))(0(51), o (3))-..
(0(i1),0(ip)) = (a(i1), 0(32), .-y o(ip)). O

Nota 8.11. Las relaciones (8.25) y (8.26) son de gran importancia en la
teoria del grupo (S, ). Se deduce que dados dos ciclos (81, o Bp) ¥ (J15 o0s Jp)
de la misma longitud, existe una permutacién o tal que

(31, -1 dp) = 071 (41, ey ip) 0 (8.27)

De hecho, (8.27) es vélida para cualquier permutacién o tal que o(é1) = Jj1,
o(i2) = J2, ..., o(ip) = jp. Nétese que, cOmO (j1,.wryGp) = (J2, s dps 1) =
(j3’"°rjp7j11j2) == (jp)jlt""jp—l)) esto da lugar, al menos, a p per-
mutaciones distintas. Lo anterior se expresa diciendo que, en Sy, dos ciclos
de la misma longitud son siempre conjugados. Més atn:

Teorema 8.7. En S,, dos permutaciones o y p con la misma estructure
ciclica son conjugadas. Es decir, existe 7 € S, tal que

p=1"lor. (8.28)

Demostracidn. Si o es un ciclo, también lo es P, y de la misma longitud. La
afirmacion resulta entonces de lo dicho en la nota 10.11. Supéngase entonces
que ¢ = 01020, p = p1p2-+ Pm, donde m > 1 y 01,..,0m ¥ P1°°"Pm
son ciclos disyuntos, ok = (ik1y s tkpy)s Pk = (Jr1y oo Jhps)- L2 disyuncién
de los ciclos asegura la existencia de T € S, tal que 7(ikn) = Jkhs & =
L,2,...,m,1 < h £ pg, ast que pp = 77 lop7, k = 1,2,...,m. Entonces,
p=71loo - opmr = (r7lo17) - (77 lomT) = P10 Pm, ¥ 12 afirmacion
queda demostrada. O

El teorema 8.7 anterior es de vital importancia en la teoria del grupo
simétrico.

Ejemplo 8.2. Las siguientes permutaciones p = (3,5, 7)(8,9)(2,4,10,12) y
T =(2,4,8)(6,7)(3,5,9,11) de S)2 tienen la misma estructura ciclica. Si, por

ejemplo,
o= 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12
“\1 325410867 9 12 11 )
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entonces o~ po = T.

Nota 8.12. Si o y p son permutaciones conjugadas en S, entonces o y p
tienen la misma estructura ciclica. En efecto, si p = 7~ lo7, la afirmacién es
clarasi o = (i1, ...,1p) es un p—ciclo, pues serd p = (7(41), ..., 7(4p)), €l cual es
también un p—ciclo; y si ¢ = o7 - - - o, 7 = 2, donde los o; son ciclos disyun-
tos no triviales, entonces p = p; - - - p donde pi = 771oy7, i = 1,2,..,7, pi
es un ciclo de la misma longitud de o3, y los o; son disyuntos. Por otra
parte, si Ty o tienen la misma estructura ciclica (41, ...,{m), de lo dicho en
la nota 8.11 se deduce que habri al menos ! = l1lz -+, permutaciones 7
tales que 717 = p. Por ejemplo,

a=123456
12 9 8 11 2 10

también hard el trabajo del ejemplo 8.2.

10 11 12)

7 8 9
4 7 6 3 1 5

Para terminar la discusién sobre los generadores de S,, daremos un re-
sultado que suministra un sistema minimal de generadores.

Teorema 8.8. §; r=02)yo= (1,2,...,m), {r,0} es un sistema de
generadores de Sn, n > 2.

Demosta;acz‘én. Sea o = (1,2,...,n). Como es claro, si 0 < k < n—2, o*(1) =
k+1,0%2) = k+ 2, asi que

(k+1,k +2) = 0=*(1,2)0* = (ak(l), *2), (8.29)

donde o= = (gk)71 (67)". Como {(1,2), . (n = 1,n)} es un sistema
de gefxeradores de S,, toda permutacién de S, es también un producto
apropiado de las permutaciones 7, ¢ y o~!. O

Nota 8.13. Obsérvese, por ejemplo, que, en Sy, y con o = (1,2,3,4), se
tiene que

(1,4) = (1,2)(2,3)(3,4)(2,3)(1,2)

(1,2)071(1,2)0072(1,2)0 2671 (1,2)0 (1, 2)
(1,2)071(1,2)071(1,2)0(1,2)0(1,2)

= (1,2)(4,3,2,1)(1,2)(4,3,2,1)(1,2)(1,2,3,4)(1,2)(1,2,3,4)(1,2),

il

lo cual da una expresién de (1,4) en términos de (1,2),(1,2,3,4) y
(1,2,3,4)7! = (4,3,2,1). Obsérvese también que (2,3) = (1,4,3,2)(1,2)
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(1,2,3,4); (3,4) = (1,4,3,2)%(1,2)(1,2,3,4)2 = (1,3)(2,4)(1,2)(1,3)(2,4);
(1,3) = (1,2)(2,3)(1,2) = (1,2)(1,4,3,2)(1,2)(1,2,3,4)(1,2), etc.

El siguiente resultado ser4 1itil en lo que sigue.

Teorema 8.9. Si n > 3, el centro Z(S,) de Sn se reduce a {e}, donde
e € S, es la permutacidén idéntica. ’

Demostracién. Sea o € Z(S,), asi que 6~ 1ps = p cualquiera que sea
P € Sn. Si fuera o # e, existiria 1 < i < n tal que j = o(i) # ¢ y, como
n 2 3, también existirfa k # i,j. Pero entonces o~1(3, k)o = (o(2),0(k)) =
(4,0(k)) # (i,k), lo cual es absurdo. O

Nota 8.14. Paran=1,2, 2Z(S,) = Gn.

Nota 8.15. Obsérvese que para que o € Z(S,) es necesario y suficiente
que 0”170 = 7 para toda transposicién 7. En efecto, si p € Sp en-
tonces p = 71 ... 7, donde las 7; son trasposiciones, y entonces oc~lpo =
(67 'no) (o tra0) - - (0 o) =11 T = p.

Definicién 8.7. Para una permutaciéno € S,, definimos

Eo)= I =2l (8.30)

1<i<j<n 'Y

El nimero £(o) se denomina el signo de o en Sj.

Para el significado de la notacién en (8.30), véase la seccién 1.6 del
capitulo 1.

Como o(3) = 1,2,..,nsii=1,2,..,n y o(i) # o(j) sit < j, entonces

_ ij (o(2) — a(3)) _
8(0') = Hi<j (Z - J) = .’.1:11

ya que el producto en el numerador incluye, salvo tal vez por el signo, los
mismos (3) factores que el del denominador (puede ser que o(i) > o(j)
para i < j). Asi, es evidente que £(e) = 1, mientras que si ¢ = (1,2)
entonces £(o) = —1. Esto ltimo resulta simplemente de observar que las
posibles parejas (i, j) con i < j son (1,2), para la cual (o(¢) — a(5)) / (¢ — 7)
=(2-1)/(1 —2) = —1; las (1,5) con 2 < j < n, para las cuales

o)) — o) _ o) —o() _2-j

i—3 1-7  1—j

> 0;




1
-
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las (2,7) con 2 < § < n, en cuyo caso

o) =ol) _o@-ol) _1-i_,

?

i—3j 2—-3 2—j
y las (4,5) con ¢ > 2, para las que (0(i) —o(j)) /(1 = J) = (i —4) /(i—3) =
1. Asi, sélo (1) — 0(2)) /(1 —2) = —1 < 0. Nétese que E(e) y £(1,2) son
independientes de n.

Teorema 8.10. La aplicacidn £ : S, — {—1,1}, con (o) dado por (8.30)
» es un homomorfismo de S, en el grupo multiplicativo {—1,1}, y un epi-

morfismo si n > 2.

Demostracidn. En efecto, si g,p € S, y T = gp, entonces

by = T[IO=T0) _yel) =pE()

ici 7 J i<j i=J
= 11 p(o(i)) —p(a(4)) o(i) —a(j)
S AORE D) ey

= 1I p(a(3)) — p(c(4)) TI o(i) - a(4)

o o -o() i i

HP(i) = p(J) 'Ha(i) —o(d)
7 —

I

- T~
i<j i<j J

La tdltima igualdad resulta de observar que o(i) # o(j) sii < 7, y de
ple(@) —p(e()) _ pla(d) —p(a(d)

a@)-o(i) —  a(§) —a()
Entonces (1) = £(p)&(0) = £(0)E(p) y £ es asi un homomorfismo. Como
€(e) = 1 mientras que £(1,2) = —1sin > 2, £ es un epimorfismo en este

caso. O

Corolario 8.2. i p € Sy, n > 2, es cualquier transposicién, entonces
E(p) = -1

Demostracion. Hemos visto que £(7) = —1si 7 = (1,2). Sean p= (3,5) y
o una permutaci 6n de S, tal que o(1) = i, 0(2) = j. Entonces 0110 = p,
de lo cual £(p) = E(c™NE(T)E(0) = E(e7V)E(0)E(T) = E(07to)E(T) =
Ee)(-1)=-1. O
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Como hemos visto, una permutacién puede admitir muchas factoriza-
ciones distintas como producto de trasposiciones. Sin embargo:

Corolario 8.3. En cualquier factorizacidn en trasposiciones de una p er-
mutacion dada o de S,, el niimero de éstas es siempre par o stempre ¥mpar.
Este nimero es par si £(c) = 1, e impar si £(g) = —1.

Demostracién. Si o = oy - - - om, donde las o; son trasposiciones, entonce:
£(0) = £(01)€(03) -+~ £(0m) = (=1)™. Como E(g) =10 &(0) =1, Per
no ambos, m ser siempre par o siempre impar. [

Corolario 8.4. Si o es un ciclo de S, de longitud p,
£(o) = (-1)P (8.31)

Por lo tanto, £(c) =1 si y sdlo si p es impar.

de las
Demostracion. Si o = (41, ..., ip), entonces, de (8.22), o es el producto

(p — 1) transposiciones (i1,ik), k=2,..,p. O

. n
Nota 8.16. Obsérvese que si o es un ciclo, £(c) es independiente d‘; erear
tanto o € S,. A través de su descomposicién en ciclos, podemos cons De
que una permutacién o € S,, también pertenece a Sn para tfd_o n Z(:’)’" 1<
hecho, o se identifica con la permutacién & de Sy dada por ‘7_(") = ; e
i<m,y por5(i) =i,sim<i<n Comoesclarooyd tle:jlenir £(0) e
descomposicién en ciclos disyuntos, asi que (o) = £(7). Es declr;
también independiente de n en tanto o € Sn-

. 1,1} se
Definicién 8.8. El nicleo ker(€) del homomorfismo & : S,Z ~ {-1, }
denomina el grupo alternante de n objetos y se denota ol An:

i ; slo si es el

Entonces A, = {0 € Sy : £(0) = 1}"351 que o € Aaﬁeﬁlgssﬁf _—6;1 S =

producto de un nimero par de transposiciones. Como an > 2, se deduce
{(1)}, mientras que (teorema 6.2) Sa/An = {~1, 1) param = %

que
1 8.32)
o(An)=—2-TL!, n22 | ( |
Nétese que si n > 3, todo 3—ciclo (ciclo de longituc_i 3) (4,4, k) = (1, 5)(4, k)
pertenece a A, (si n = 1,2, no hay, de hecho, 3— ciclos). Més aln:

Teorema 8.11. Los 3—ciclos forman, para n > 3, un sistema de gene-
radores de A,,.
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Demostracién. Es suficiente demostrar que el producto de dos transposi-
ciones es, a su vez, un 3—ciclo o un producto de 3—ciclos. Ahora, si i, j, h, k
son todos distintos, entonces

(4, 5)(h, k) = (4,3, h)(h, i, k), (8.33)

y si ¢, 3, k son distintos

(6,9)(, k) = (3,5, k). (8.34)

Finalmente
(iaj)z = (1’213)3'

Esto demuestra el teorema. O

Como consecuencia de lo dicho en la nota 8.11 o de lo establecido en el

teorema 8.7, se deduce que dos 3—ciclos de S, son siempre conjugados. Por
lo tanto:

Corolario 8.5. Si un subgrupo normal H de S, contiene un 3—ciclo en-
tonces H contiene q todo 3—ciclo y A, C H. Si H es un subgrupo propio
de Sy, necesariamente H = Anp.

Demostracién. Sj p es un 3—ciclo en H, cualquier otro 3—ciclo o se escribe
en la forma o = 77 lpr donde 7 € S,. Como H es normal, también o € H.
Como A, est4 generado por los 3—ciclos, A, C H. Finalmente, si H # S

entonces (S, : H]> 2. Pero A, C H. Entonces [S, : H]|<[S, : An]=2. Se
concluye que [S,, : H]= 2, de lo cual, H = A,. O

De hecho, si n = 5, se puede decir mucho més.

Teorema 8.12. Sin >5 y H es un subgrupo normal propio de Sp, nece-
sariamente H = A,,.

Demostracién. Es suficiente demostrar que H contiene un 3—ciclo. Sea
o € Hyo # e. Como Z(S,) = {e} entonces ¢ ¢ Z(Sn), y debers existir
una transposicién v € S, tal que 0~ 170 # 7 (nota 8.15). Sea 11 = o~ l70.
También 71 es una transposicién ynr=o0Yror) =0 _I(T ~lor) € H, ya
que 07! € Hy 707 € H, pues 0 € H y H es normal.

Ahora, si 1 = (4,5) y 7 = (4,k), donde ¢, j, k son distintos, entonces
(3,7, k) = T € H, y la afirmacién queda demostrada en este caso. Supon-
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gamos entonces 7y = (¢,j), T = (h, k), donde 4, j, h, k son distintos, y sea
1 <! < n. ! distinto de %, j, h, k (el cual existe pues n > 5). Claramente
@GOnrE DY = 606G )R E)GEYD) = (L,5)(hk) € H 'y, como
(2, 5)(h, k)(L, 5)(h, k) = (4,1,7), también (3,1,5) € H. En virtud del coro-
lario 8.5, esto demuestra el teorema. O

Para n > 5 se tiene el siguiente resultado.

Teorema 8.13. Sin > 5 y o,p son 3—ciclos en Sy, eziste T € An tal que

p=T1"lor. Es decir, o y p, que son conjugados en Sy, son ain conjugados
en A,.

Demostracion. Supéngase que o = (i1,142,43) y sean 4 # i5 y distintos de
i1,42,43. Como es claro, (ia, s)(i1, 2, 33)(ia, i5) = (i1, 12,93)- Sea 7o € Sn tal
que p = 75 'a79. SiTo € Ap, no hay nada que demostrar. Si 7o ¢ -ﬁu seaT =
(i2,%5)70. Entonces 7 € A, y 7701 = 75 1(i4,45)0(i4;%5)70 = To 070 =P
y la afirmacién es valida también en este caso. I

Nota 8.17. Seann = 3,4y o € S,. Como (1,3,2) = 0’1(1,2,3)‘7;
(6(1),0(2),0(3)) implica que o es una de las tra.nsposicmnes(l,?), (g, 4)
6 (1,3), se deduce que (1,2,3) y (1, 3,2) no son conjugados en Ap, =92

Corolario 8.6. Si un subgrupo normal H de An, n 2 5, contiene un 3—
ciclo, necesariamente H = A,

; d
Demostracion. En efecto, el teorema 8.13 asegura que H confiene 2 todo
3—ciclo, de lo cual A, C H. O

Definicién 8.9. Si un grupo G no tiene subgrupos normales propios, se
dice que G es un grupo simple.

Asi, todo grupo de orden primo es necesariamente simple. Clomo AIA—:
Az = {(1)} y Aj tiene orden 3, A, es simple para n = ]::2:3- B gru;:o
no es simple. En efecto o (A4) = 12 y, como se verifica inmediatamente,

vV = {(1),(1,2)(3,4),(1,3)(2,4), (1,4)(2,3)}

es un subgrupo de A4 (hégase una tabla), el cual es normal en S4, y por
ende en Ay, pues si 1 < 4,42,4%3,94 < 4 son todos distintos, y o e 3_4, en-
tonces o(41), 0(é2), o (i3) ¥ o(44) también son distintos y o~ (i1, 42) (43, '1t4)0 =
(67 (41,42)0) (07 (43,34)0) = (o(ir), o(i2))(0(ia), o(ia)), esfqueo™ Vo =
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V. El grupo V se conoce como el 4 grupo de Klein. Como se verifica facil-
mente, V & Zy x Zs.

En lo que sigue, demostraremos que A, es simple para n > 5. La
demostracién, aunque no es dificil, es algo larga y delicada. Obsérvese antes
que si G es un grupo y H es un subgrupo de G,

N(H)={a€G:aHa™' = H} (8.35)

es evidentemente un subgrupo de G, denominado el normalizador de H
(véase, al respecto, el capitulo 9). Como es claro, H es un subgrupo normal
de N(H). Més ain, si H' es un subgrupo de G y H es un subgrupo normal

de H’, entonces H' es un subgrupo de N (H). Asi, H es normal en G siy
solo si N(H) = G.

Lema 8.1. Sin>5 y n!/2 no es un cuadrado perfecto, A, es simple.

Demostracion. Supéngase que A, no es simple y que M sea un subgrupo
normal propio de A, con el minimo orden posible. Si fuera N(M) = S,
M serfa normal en Sn, y €l teorema 8.12 aseguraria que M = A, lo cual
es absurdo. Como An C N(M) (pues M es normal en A,,), necesariamente
[Sn : N(M))= 2, y entonces N(M) = Ap. Ahora, si ¢ = (1,2) entonces
o & Ap = N(M), de lo cual, N = oMo~ # M. Sin embargo, como
0 Ao = An, N es atin un subgrupo de An, evidentemente normal, con
o(N) = o(M). Se deduce que MN y M N N son subgrupos normales de
An. Como N # M, necesariamente M N N # M,y como el orden de
M como subgrupo normal de Ay es minimo posible, serdin M NN = {e}
y o(MN) = o(M)?. Perosi H = MN entonces A, C N(H), y como
(1,2) € N(H), deberd ser N (H) = 8y, lo cual, segin el teorema 8.12,

implica que H = A, y 0(Ay) = o (M)2. Esto es absurdo, y garantiza que
Ay es simple. O

Como n!/2 no es un cuadrado perfecto si n = 5,6, 7 (6!/2 = 60, 6!/2 =

360, 7!/2 = 2520), se deduce que si A,, no es simple, n # 4, necesariamente
n>7.

Nota 8.18. De hecho, si n > 2, nl/2 nunca es un cuadrado perfecto, pero
esto no es ficil de demostrar, y no podremos hacer uso de este resultado.
Entonces, deberemos demostrar aiin que:

Teorema 8.14 Sin > 7, A, es un grupo simple.

EL GRUPO SIMETRICO 189

La demostracién requiere el siguiente lema.
Lema 8.2 Sin >4, Z(Ay) = {e}.

Demostracién. Sean o € Ap, 0 # e, e 1,7 tales que j = o(3) # i. Si
o(j) =iy h # i, ], entonces 61(3, j, h)o = (0(i), 6(j),o(R)) = (4,4, 0(h)) #
(4,4, h), y 0 € Z(A,). Sio(j) # 1, sean h, k tales que i, j, b, k sean distintos.
Entonces 6~1(3, j)(h, k)o = (0(i),0(5)) (6(h),a(k)) = (j,o()) (a(h),o(k))
# (i,7) (h, k), pues los ciclos que aparecen en los productos son disyuntos y
(5,0(5)) # (j,i). Entonces, tampoco o € Z(Ap) en este caso. O

Demostracion del teorema 8.14. Supéngase que A, no es simple, y sea H
un subgrupo normal propio de Aj,. Sea ¢ € H, o # e. Como Z(A,) = {e},
debe existir un 3—ciclo 7 € A, tal que o~l7¢ # 7. Claramente e # p =
o~ ro7r!) € H (pues 07!, 707! € H). Pero p = (o71ra) 771, y tan-
to 0770 como 7-! son 3—ciclos (no necesariamente disyuntos). Digamos
o~ lrg = (il,iz,i3) yrl= (?4,%5,%6). Notese que si p =#{‘i1:---:i6} e.n'
tonces p > 4 (de otra manera p = 3, y el producto de (41, 12, i3) por (i4, s i)
serfa la identidad o un 3—ciclo, lo cual, en virtud del corolario 8.6, es ab-
surdo, pues e # p € H). Sean i7 # 4y,...,ig, €l cual existe pues n > 7,
y N el subgrupo de A,, de las permutaciones pares que dejan fijo a todo
t#%,..%. Como5<m=p+1<7y N es isomorfo a Am, N €s un
subgrupo simple de A, y como e # p € HN N, entonces HNN =Ny
N C H. Pero, como (i1, 42,43) € N, necesariamente (corolario 8.6) H = An,
lo cual es absurdo. Entonces, A, es simple. O

Los grupos A,, n # 4, son entonces una familia infinita de grupos finitos
simples. Existen algunas otras familias infinitas de grupos finitos simplets
(entre ellas, los grupos de orden primo) y 26 grupos finitos simples no ubi-
cables dentro de ninguna de tales familias. Los grupos finitos simples son,
en cierta forma, los pilares sobre los cuales se construyen todos los grupos
finitos, de lo cual su importancia, que justifica el enorme esfuerzo realiza-
do para su clasificacién, la cual se completé en la década de 1970 a 1980:
un trabajo descomunal que comprende més de diez mil péginas impresas y
que representa uno de los grandes logros de la matemdtica del Siglo XX. La
simplicidad de A,, para n > 5 est4 también relacionada con la resolubilidad
de las ecuaciones polinémicas de grado > 5, y es por lo tanto importante en
la teoria de los campos y, en especial, en la teoria de Galois.
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EJERCICIOS

8.1 En cada uno de los casos siguientes calcule la factorizacion en ciclos
disyuntos de o, su estructura ciclica, su orden y £(o).

Q) o= 1 2 3 435
4 51 3 2

b) o= 1 23456
341265

c) (1,2,3,5,7)(2,4,7,6)

d) (1,2,3)7(3,5,7,9) (1,2,3)

e) (1,2)(1,3)(1,4)

f) Demuestre que si 0 € S, y Sll,...,lm) es su estructura ciclica,

entonces £(g) = (—1)HatHm-m

8.2 Exprese cada una de las siguientes permutaciones, si es posible, como
producto de 3—ciclos.

12345
“)(341 2)

123456
2 (452631)

1234567
<) (7543216)
d) (1,3)(1,5)(2,4)(6,7)

8.3 Verifique que no es posible que exista ¢ € S,, n > 7, tal que
c71(1,2,3)0 = (1,2,4)(5,86, 7). Demuestre, més generalmente, que
si p es un ciclo de Sy, no es posible que existan dos ciclos disyuntos

no triviales 11, 72 y o € S,,, tales que o~ 1po = 11 70.

8.4 Sea p < ¢ un nimero primo. Demuestre que los tnicos elementos
de orden p de S, son los p—ciclos o los productos finitos de p—ciclos

disyuntos.
!
8.5 Demuestre quesi 1 < k < n, el miimero de k—ciclos de S, es P (nn-.— o

8.6 Explique por qué si n > 4 y 0, 0 # e, debe existir un 3—ciclo 7 tal
que o710 # 7.
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8.7 Demuestre que si p es primo, p{ k y o es un p— ciclo, entonces o (¢*) =
py of es un p—ciclo. Concluya que si 1<k < p entonces ¢* es un
p—ciclo.

8.8 Demuestre que si n es impar, Ay, est4 generado por los n—ciclos. (In-
dicacién. Demuestre que si H es el subgrupo de A, generado por los
n—ciclos, H#{e} y es normal en S;,.)

8.9 Demuestre, més generalmente, que si 3<p<n y p es impar, los p—ciclos
generan A,.

8.10 Sea n>3. Demuestre que cualesquiera que sean 1<ij;...,in<n, €l
n—ciclo (i1,12,...,4n) y la transposicién (i;,4p) generan a Sp. De-
muestre ademds que si 7 es primo, cualquier n—ciclo y cualquier trans-
posicién generan a S,. (Indicacién. Sin es primo y o es un n—ciclo,
dados 1<i#j<n, existe 1<k<n tal que 0* (i) = j y o* es aiin un
n—ciclo). ;Es esto ultimo cierto si n es arbitrario?

8.11 Demuestre que si un subgrupo H de S, contiene una permutacién
impar entonces o (H) es par y la mitad de los elementos de H son

permutaciones impares. (Indicacidn. Demuestre que H/H N A, =
HAp [ An = S,/ Ay).

8.12 Demuestre que si m < n, Sy, ¥y A, son respectivamente isomorfos a
subgrupos de S, y A,. Demuestre ademés que V={(1),(1,2)(3, 4),
(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)} es un subgrupo de Ay, para todo n>4, el cual
es normal en A, si y sélo si n = 4.

8.13 Sean o € S, un n—ciclo, 1 < k < n, m = med(n, k). Demuestre que
o* tiene orden n/m. Supéngase que o* = p; - - - pp, p = 1, donde los p;
son ciclos disyuntos no triviales. Demuestre que o (p;) = n/m = i(p:),
y concluya que p = m. Es decir, o* es el producto de m—ciclos de
longitud n/m (cada uno).

8.14 Sea o una permutacién de S,. Demuestre que
C(o):= {p: plop=0c}
es un subgrupo de S,, y que la aplicacién
Yo : Sn/C(0) — CL(0) := {7707 : T € Sp}

dada por ,(rC(c)) = 7 'oT es biyectiva. Concluya que
0(C(0)) - #(CL(0)) = n!. Se dice que C(c) es el centralizador de
o y que CL(o) es la clase de los conjugados de o.
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8.15

8.16

8.17

8.18

8.19

*8.20
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Sea o un n—ciclo de S;. Demuestre que C(o) (ejercicio 8.14) es el
subgrupo generado por ¢ y que #(CL(o)) = (n — 1)!. (Indicacidn.
Verifique primero las afirmaciones para n = 3, por cdlculo directo.)

Sea o un ciclo de longitud m de S;, donde m < n. Demuestre que
(ejercicio 8.14) o (C(0)) = m{n—m)! y que #(CL(c)) = (m—1)I(}).

Sea o € S, cuya estructura ciclica es (l1,...,lm) con {y < ly < -+ <lp
yh+lk+ - +1, = n. Demuestre que si p € S, tiene la misma
estructura ciclica de o, existen ! = 13 - - - l,, permutaciones 7 en S,
tales que 77lo7 = p. Concluya que o (C(c)) = 1. ;Qué se puede decir
sil <n?

Considere el grupo cuatro de Klein V y sean Hy = {(1),(1,2)(3,4)},
Hy = {(1),(1,3)(2,4)}, Hs = {(1),(1,4)(2,3)}. Verifique que Hy, H
y H3 son subgrupos normales de V, el cual es a su vez normal en Ay,
pero que ninguno de H;, Hy o H3 es normal en Ajy.

Sean V'y H;, Hy y H3 como en el ejercicio 8.18. Verifique que H;NH; =
{(1)} sii # j y que V=H,-Hy-H3, pero que V no es el producto directo
de H,, H, y H3. Compruebe, en particular, que H; N (H2H3) # {(1)}

Supéngase que ¢ € S, tiene la estructura ciclica ({y,...,lm) donde
h=lp=---=1l, =1y ml=n. Demuestre que o (C(c)) = I™ml

Parte IIT

Grupos y resultados
especiales




Capitulo 9

Grupos de operadores

Como lo mencionamos en el capitulo 5, nota 5.4 (teorema de Cayley), todo
grupo es en esencia un grupo G de transformaciones (permutaciones) de un
conjunto X, es decir, de funciones biyectivas de X en sf mismo, las cuales
se pueden interpretar como “operadores” sobre X : se puede considerar en
efecto que tales aplicaciones “actuan naturalmente” sobre los elementos de
X mediante la “operacién” G x X — X dada por (f,z) — f(z), para
producir nuevos elementos de X. Esta nocién de “operatividad” se puede
generalizar a cualquier grupo G, lo cual tiene, como veremos, ciertas ventaja_s
e importantes consecuencias. La presentacién que sigue esté inspirada en

(8]

Definicién 9.1. Se dice que un grupo (G, -) opera o actia sobre un conjunto
X, si existe una aplicacién (*),

(*): GxX—X

(a,z) — a *x z,
tal que:
(¢) Si e es el elemento neutro de G, e * x = z para todo z € X.
(#) Cualesquiera que sean a,b€ Gy z € X, a* (bxz) = (ab) * .

Se dice entonces que (*) es la operacidn o la accidn de G sobre X y que Gy
sus elementos operan o actiéan sobre X mediante (*). Se dice también que
G es un grupo de operadores sobre X y que (*) es una ley de composicién
externa sobre X con operadores en G
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Nota 9.1. La accién sobre X de un grupo G de transformaciones de X
mediante (f,z) — f(z) es una accién en el sentido de la Definicién 9.1.
De hecho, toda accién es en cierta forma de este tipo, pues si G opera sobre
X yparacadaa € G, ¥, : X — X es la aplicacién ¥, (z) = a*z, entonces
¥, es biyectiva con U7 =¥, y ¥,0 ¥, = Uy, asi que G = {¥,: a € G}
es un grupo de transformaciones de X cuyo elemento neutro, la aplicacién
idéntica de X, es ¥, y el cual replica, mediante su “accién natural” sobre
X, la accién de G sobre este conjunto. Sin embargo, puede suceder que la
aplicacién ¥ : G — G dada por ¥ (a) = ¥,, la cual es un epimorfismo
de G sobre G, no sea un isomorfismo (ejemplo 9.4 con G abeliano o con
Z (G) # {e}), de tal manera que no se puede considerar que G y G sean
grupos idénticos. Esta es una de las razones para definir directamente la
accién de G sobre X.

Definicién 9.2. Si G opera sobre X mediante (*), el conjunto
O(z)={a*z:a€G}, T € X, (9.1)
se denomina la drbita de z. A su vez, el conjunto
E(z)={eceG:axz =2z}, z € X, (9.2)

se conoce como el estabilizador de z. Cuando O (z) = X para todo = € X,
se dice que G opera transitivamente sobre X. (Si X # @, esto es equivalente
a decir que O (z) = X para algiin z € X.)

Nota 9.2. Como es claro O (z) C X, y es el recorrido que efectiia z en X
cuando los diferentes elementos de G operan o actian sobre él. A su vez,

E (z) es el subconjunto de G de los elementos que al actuar sobre z lo dejan
invariante. Como es claro,

O(z) ={%,(z):a € G}, (9.3)
donde ¥, (z) = a *x z (nota 9.1), mientras que
E(z)={a€eG:Vy(z) =2z}, (9.4)

asf que F (z) es el conjunto de los a € G para los cuales = es “punto fijo” de
¥,. Es evidente que G opera transitivamente sobre cada érbita O (z), por
esta razén es frecuente referirse a las érbitas como las clases de transitividad
(o atin como las clases de intransitividad).
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Teorema 9.1. Si G actia sobre X, E (z) es, para todo x € X, un subgrupo
de G. Ademds, la aplicacidn

U, :G/E(z) — O(z)

dada por
V,(aE(z))=axzx

estd bien definida y es biyectiva.

Demostracion. Como e * z = z, es claro que e € E (z) para todo z € X.
Por otra parte, si a,b € E(z) entonces (ab) xz = a* (b*xz) = a*z =7,
y también ab € E(z). Finalmente, si a € E(z) entonces £ = e¢*Z =
a~lx (axz) = a~! x z, asf que a~! € E(z). Para establecer la dltima
afirmacién hay que demostrar que si a,b € G entonces aFE (z) = bE (z) si
y sblo si @ * £ = b * z, pero esto es obvio, pues ambas afirmaciones son
equivalentes a b~lq € E (z) .0

Ahora, como e * x = z para todo z € X, se tiene que z € O (%), asi que

O()#2y
x=Jo@. (9-5)
zeX

Demostraremos que {@ (z) : z € X} es una particién de X, o sea, que O (@)N
O(y) =@ si O(z) # O(y). Esto es parte del siguiente teorema.

Teorema 9.2. Si G opera sobre X, las afirmaciones siguientes SOn equiva-
lentes para z,y € X :

l. z€0(y).

2. y€O(x).

3. O(x)=0().

4. O(z)NO(y) # 2.

Demostracién. Decir que z € O (y) es equivalente a decir que £ = a*y para
alglin a € G, lo cual equivale a que y = a~1*z, o sea, aque y € O(z). Esto
demuestra que (1) y (2) son equivalentes. Demostremos que (2) implica (3)-
En primer lugar O (z) C O (y), pues si z € O (z) entonces 2 =b*z, b€ G,
¥, cOmo z = a*y, para algin a € G, entonces z = (ba) *y, asi que z € O (y) -
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Teniendo ahora en cuenta que y = a~*z, se demuestra, de la misma manera,

que O (y) € O (z). Para ver que (3) implica (4), obsérvese simplemente que
si O(z) = O(y) entonces z € O(y), asi que z € O (z) N O (y). Veamos
finalmente que (4) implica (1). Pero esto es obvio, pues si z € O (z) N O (y)
entonces z=a*xzx=bx*y,a,b€ G, delocual z = (a~1b) xy € O(y).0

Se deduce que O (z) = O (y) si y sblosi O (z) € O(y). Ademds:

Corolario 9.1. §i X es finito y C C X tiene con cada drbita un tnico
elemento en comiin, entonces C es finito, (G : E (z)] es finito para todo

zeX, gy
#X) =S #©0@)=Y (G: E), (9.6)

zeC zeC
donde # (A) denota el nimero de elementos del conjunto A.

Demostracidn. Que [G : E(z)] es finito resulta del teorema 9.1, del cual
resulta ademds que # (O (z)) = [G: E(z)] .0

Definicién 9.3. La relacién (9.6) se conoce como la ecuacién orbital o la
ecuacion de clases de la accidn de G sobre X.

Definicién 9.4. Si G opera sobre X, el conjunto de los elementos de G que

dejan estable a todo elemento de X se denomina el estabilizador de X y se
denota con E (X). As,

EX)=() E(z). (9.7)
z€X
A su vez,
Z(X)={z € X :a*z =2z para todo a € G} (9.8)

se denomina el subconjunto estable de X y, a veces, el centro de X.

Nota 9.3. Evidentemente E (X) es un subgrupo normal de G, nicleo del
epimorfismo ¥ : G — G descrito en la nota 9.1. Entonces G/E (X) =~ G,

y U es un isomorfismo si y sélo si E (X) = {e}, en cuyo caso la accién de
G puede reemplazarse por la de G.

Definicién 9.5. Si G opera sobre X de tal manera que E (X) = {e}, se
dice que G opera fielmente sobre X.

Teorema 9.3. 5i G actia sobre X, las afirmaciones siguientes para z € X
son equivalentes:
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l. z€2Z(X).
2. O(z)={z}-
3. E(z)=G.

Si ademds C es un subconjunto de X que tiene en comin con cada drbita
de X un dnico elemento, entonces Z (X) C C.

Demostracién. Resulta inmediatamente de (9.8). O

Corolario 9.2. Si G opera sobre X y X es finito, la ecuacidn (9.6) puede
escribirse en la forma

#(X)=#(Z(X))+ > [G: E(z)], (9.9)

zeC'’

donde C' = C\Z(X) y C tiene con cada drbita un dnico elemento en
comun.

Nota 9.4. Si G opera sobre X por (a,z) — a*z,a € G,z € X,y Hesun
subgrupo de G, también H opera de manera natural sobre X por (a,z) —
a*z, a € H, z € X, accién que se conoce como la accién de H sobre X
inducida por la accién de G. Si Oy (z) y Ey (z) denotan respectivamente
la 6rbita y el estabilizador de z € X bajo la accién de H inducida por
la accién de G, es claro que Oy (z) € O(z) y que Ey (z) = E(z) N H.
Por otra parte, H /Ey (z) = H,/E (x) N H se corresponde biyectivamente
con Op (z) mediante la aplicacién ¥, : H /Ey (z) — On (z) dada por
VU, (aEy (2)) = a*z, a € H. Nétese también que Zy (X), €l centro de X
para la accién inducida de H sobre X, contiene a Z (X) : Z(X) € Zu (X).
Sin embargo, en general, Zy (X) # Z(X). Asi, si H = {e}, Zn (X) = X,
pero sélo raramente Z(X) = X cuando G # {e} (véase, al respecto, el
ejemplo 9.1, m4s adelante). Para la accién de H sobre X, la ecuacién de
clases toma, cuando X es finito, la forma

#(X)= > [H:E(@@)nH|=#(2x(X)+ > [H:E(z)nH],
zeCy :BEC;,
(9.10)
donde Cx C X tiene con cada érbita Oy (z) un tnico elemento en comin
Yy donde C}_I = CH ~Zy (X) .
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Examinaremos ahora varios ejemplos notables de grupos de operadores.

Ejemplo 9.1. Si (G,-) es un grupo y H es un subgrupo de G, H opera
sobre X = G mediante la ley

(*): HxG—G
(a,m)r——»a*:B:am

En este caso O (z) = Hx = {az : a € H}, es la clase lateral derecha de H
enz,y E(z) = {e}, pues si az = z para algin z € G, necesariamente a = e.
La ecuacién de clases toma, cuando G es finito, la forma obvia

#(G) =[G : H]-o(H), (9.11)

pues si C tiene con cada érbita un tnico elemento en comiin entonces
#(C)=[G:H],y #(0(z)) = # (Hz) = o(H) para todo z € G. Para
esta accién Z (X) =G si H = {e} y Z(X) = @ si H # {e}, mientras que
E(X)={e}, asi que H opera fielmente sobre G (Definicién 9.5)

Ejemplo 9.2. Sean G un grupo y S el conjunto de los subgrupos de G.
Entonces G opera sobre S por conjugacidn, es decir, mediante la accion

(*): Gx§ —S8
(e, H) — a* H = aHa™1.

En este caso E (H) se denota con N (H) y se denomina el normalizador de
Hen G. Nétese que N (H) = {a € G: aHa! = H} es un subgrupo de G,
y es claro que H es un subgrupo normal de N (H) (pues aHa™! = H para
todo @ € N (H)). Evidentemente H es normal en G si y s6lo si N (H) =G.
Si H es un subgrupo de G y a € G, se dice que aHa™! es un conjugado
de H, y entonces O (H) es la clase de conjugacién de H en Gy se denota
con CL(H). Como es claro CL(H) = {H} si y sélo si H es normal en

G, asi que Z(S) es la clase de los subgrupos normales de G. Si G es finito
entonces

#(8)= Y #(CL(H)) (9.12)
HeC

donde C tiene con cada clase CL (H) un tinico elemento en comiin, y, como
#(CL(H)) =[G : N (H)], entonces

#S) =Y [G:NH)=#(Z(©S)+ Y [G: N(H)] (9.13)

HeC HeC!
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donde C'=C\ Z(S).

Ejemplo 9.3. Mis frecuentemente que sobre la clase S de todos los sub-
grupos de G, se considera la accién de G sobre subclases propias Sp de S.
Las clases deben ser tales que aHa™! € Sy si H € Sp y a € G (por ejemplo,
subgrupos de un orden dado). En este caso Z (Sp) = Z (S) N Sp es la clase
de los subgrupos normales de G en Sp, y si G es finito, C' es como en el
ejemplo 9.2, y Cp = C N Sy, entonces

#(So)= D [G:N(H)]=#(Z(So))+ Y G:NH)] (9.14)

HeCy HeCy

donde Cjy = Co \ Z(Sp). Si K es un subgrupo de G, también K opera
sobre Sp mediante la accién inducida por la accién de G, y es evidente que
Ex (H) = Nx(H) = KN N (H) para todo H € Sp. La ecuacién (9.14) es
aun vélida sustituyendo en todas partes a G por K, a N (H) por N (H)NK, a
Co por una clase que tenga con cada érbita CLy (H) = {aHa ':e € K} un
tnico elemento en comin, y a Z (Sp) por Zx (So) = {H € Sp:aHa ' =H
para todo a € K}. Como es claro Z (Sp) € Zk (Sp), pero en general, son
diferentes.

Ejemplo 9.4. Si(G,-) esun grupo, G opera sobre si mismo por conjugacion,
es decir, por medio de la accién

(x): GxG—G
1

(a,z) s a*z = aza™l.

En este caso E (x) se denota con C (z) y se denomina el centralizador de = en
G. Como es claro, C'(z) y es un subgrupo de G. A su vez, O (z) se denota
con CL (z) y se denomina la clase de conjugacién de z o la clase de los
conjugados de x en G (si e,z € G, se dice que aza™! es un conjugado de T
en G): CL(z) = {aza™! : a € G}. Como es claro, # (CL (z)) =[G : C ()]
Ademas, en este caso

E(@Q)=2(G) =) C=), (9.15)
2€G

y el centro Z (G) de G es ast un subgrupo normal de G. Ademés, (Z (G),")
es obviamente un grupo abeliano y G es abeliano si y sélo si G = Z (G). Si
C tiene un dnico elemento en comiin con cada clase de cojugacién CL (z),
z € G, y G es finito, entonces

0(G)=> [G:C@))=0(Z()+ Y [G:C(x) (9.16)

zeC x€C’




202 9. GRUPOS DE OPERADORES

donde C' = C \ Z(G). Nétese que, dado que CL (z) = {z} para todo
z € Z(G), se tiene que Z (G) C C. Por otra parte, si H es un subgrupo
de G y H opera sobre G por conjugacién, es decir, por medio de la accién
inducida por la anterior accién de G, entonces Ef (z) se denota con Cy (z),
y es claro que Cy (z) = C(z) N H. Si G es finito se tiene entonces que

o(G)= Y [H:HNC(z))=0(Zu(G))+ Y_ [H:HNC(z)] (9.17)
x€CH xEC;,

donde Zy (G) = {z€G:aza! =z paratodo a € H} es el centro de G
para tal accién, Cy tiene con cada clase de conjugacién

c)H(fr)=C’LH(:z:)={a:z:a'l:aeH}, Tz €@,

un dnico elemento en comin,y Cy = Cy~Zy (G). Obsérvese ademds que
Ox (z) C O(z) para todo z € G y que Z(G) € Zu (G), pero, en general,
Zu(G)#£HNZ(G).

Ejemplo 9.5. Si (G,-) es un grupo y H es un subgrupo de G, G opera
sobre el conjunto G/H de las clases laterales izquierdas de H mediante

(*): GxG/H— G/H
(a,bH) — a * (bH) = (ab) H.
En este caso
E (bH) = bHb™ (9.18)
y
O (bH) = G/H, (9.19)
para todo b € G, pues dado ¢ € G siempre existe a € G tal que ab = ¢,

asi que G opera transitivamente sobre G/H (definicién 9.2). Como es claro,

G/bHb™! estd en correspondencia, biyectiva con G/ H mediante la aplicacién
¢ (a (bHb™)) = (ab) H. Ademss

E(G/H)= () bHb™! (9.20)

beG
es un subgrupo normal de G contenido en H, Z(G/H) = {G}si H=G,y
Z(G/H) =@ (9.21)

si H # G. La correspondiente ecuacién orbital se reduce a

#(G/H)=[G: H]. (9.22)

GRUPOS DE OPERADORES 203

La teoria de los grupos de operadores es 1itil en diversos campos, incluyendo
temas tan diversos como las ecuaciones diferenciales no lineales y los sis-
temas dindmicos. Los espacios homogéneos de un grupo, conjuntos sobre
los que éste actia fiel y transitivamente, son importantes en la teoria de
los grupos topoldgicos y, en especial, en la de los grupos de Lie; y los espa-
cios afines, espacios homogéneos del grupo aditivo de un espacio vectorial,
constituyen el marco natural de muchas ideas geométricas. En el préximo
capitulo examinaremos algunas aplicaciones de los grupos de operadores a
la teoria misma de los grupos.

EJERCICIOS

9.1 Con respecto al ejemplo 9.1, verifique en detalle que a * z = ax define
bien una accién de H sobre G, que @ (x) = Hz y que E(z) = {e}.

9.2 Con respecto a la nota 9.4, demuestre que en efecto Ex (z) = E (z)NH
¥ que ¢, es biyectiva para todo z € X. Dé ejemplos en los cuales
On (z) # O(z) paraalginz € X y Zy (X) # Z(X)NH.

9.3 Verifique, en el ejemplo 9.2, que a * H = aHa™! es en efecto una
accién de G sobre S, que H es un subgrupo normel de N (H) y que
N (H) = G si y sblo si H es normal en G. Demuestre también que
O (H) = {H} es equivalente a afirmar que H es normal en G. Verifique
finalmente que si Sy, es la clase de los subgrupos de G de orden 7, G
actiia sobre Sy, por conjugacién (ejemplo 9.3) y que E (H) para esta
accién es aiin N (H) para todo H € S,,.

9.4 Sean(G,-) un grupo que opera sobre un conjunto X mediante (*) y
Y : G — Fo(X) definida por 9 (a) = t,, donde ¥ (z) = a*2
para todo z € X. Demuestre que 3 estdbien definida (o sea que
Yo € Fo (X)), es un homomorfismo (es decir, %a © ¥» = Yabs a,b €
G) y keryp = E(X). Concluya que si X es finito con n elementos,
o(G/E (X)) divide a n!. Dé un ejemplo en el cual E(X) # {e},
asf que % no es un monomorfismo y G no es isomorfo a ¥ (G) =
{¥a : @ € G} = G (nota 9.1).

9.5 Demuestre que si H es un subgrupo de G y G opera sobre G/H como
en el ejemplo 9.5, las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) H es un subgrupo normal de G.
b) E (bH) = H para todo b € G.
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¢) E(G/H)=H.

9.6 Supdngase que (G,-) es un grupo, que H es un subgrupo de G con

n =[G : H] < 00, y que G es infinito o que G es finito pero o (G) { nl.
Demuestre que existe un subgrupo normal N de G tal que N C H,
que N # {e} y que [G: N] < co. Demuestre ademds que (G : H]
divide a [G : N], y concluya que si n = 2 entonces H es normal en G.
(Indicacién. Considere la accién de G sobre G/H del ejemplo 9.5 y
use el ejercicio 9.4).

9.7 Demuestre que si (G, -) opera sobre un conjunto X de tal manera que

dados z,y € X siempre existe a € G tal que a * = = y, entonces G
opere transitivamente sobre X (definicién 9.2).

@) Demuestre que si X # @, G opera transitivamente sobre X si y
s6lo si O (z) = X para alglin z € X, en cuyo caso O(z) = X
para todo = € X.

b) Demuestre que si H es un subgrupo de G y G opera sobre X =

G/H como en el ejemplo 9.5, entonces G opera transitivamente
sobre X.

¢) Demuestre que si G opera transitivamente sobre X # &, existen
Zo € X y un subgrupo H de G tales que la aplicacion ¢ (aH) =
a * o estdbien definida y aplica biyectivamente G/H sobre X.
{Qué es H?.

d) Si G,X,H son como en (¢) y z € X, demuestre que E (z) =
bHb™1 para algin b € G.

e) Supéngase que G, X, H y ¢ son como en (c) y que G opera sobre
G/H como en el ejemplo 9.5. Demuestre que si ¢ : Gx G/H —»
G x X es la aplicacién 9 (a,bH) = (a,¢ (bH)), entonces ¥ es
biyectiva y el diagrama

(*):GxG/H — G/H
1 ly
(*):Gx X — X

es conmutativo, asf que ¢ (a * (bH)) = a*p (bH). Concluya que
toda accién transitiva sobre un conjunto no vacio X es, en esencia,
la accién de G sobre G/H descrita en el ejemplo 9.5. Es decir,
X puede identificarse con G/H para un subgrupo apropiado H
de G, de tal manera que la accién sobre X se identifique con la
accién sobre G/H dada en el ejemplo 9.5.
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9.8

9.9

9.10

9.11

9.12

9.13

*9.14

Sean M y N subgrupos de G. Demuestre que aiin si ningunode M 6 N
es un subgrupo normal de G, la aplicacién ¢ : M/M NN — MN/N
dada por ¢ (z (M N N)) = zN, z € M, estébien definida y es biyectiva.

Se dice que un grupo G opera fielmente sobre un conjunto X (Defini-
cién 9.5) si G opera sobre X y E(X) = {e}. Demuestre que si G
opera sobre X y 1 es como en el ejercicio 9.4, G opera fielmente sobre
X si y sélo si ¢ es un monomorfismo, es decir, un isomorfismo de G
sobre 3 (G). Concluya que si G opera fielmente sobre X y X es finito
con 7 elementos, también G es finito y 0 (G) divide a n!. Dé un ejem-
plo en el cual X tenga n elementos, o(G) = nl y G opere fielmente
sobre X.

Demuestre que todo subgrupo G del grupo Fp (X) de las aplicaciones
biyectivas de X en si mismo, opera fielmente sobre X mediante la
operacién (f,z) — f(z), f € G, z € X, y que Fo(X) opera fiel
y transitivamente sobre X, asi que X es un espacio homogéneo de
(Fo(X),0).

Demuestre que si G opera sobre G/H como en el ejemplo 9.5 y H no
contiene ningin subgrupo normal N de G, N # {e}, entonces G opera
fiel y transitivamente sobre G/H.

Demuestre que si (G, ) es un grupo y H es un subgrupo de G, H opera
fielmente sobre G mediante (a,z) — az, a € H, z € G. Concluya que
H es isomorfo a un subgrupo del grupo (o (G),0) , y que esto s cierto,
en particular, si H = G (teorema de Cayley). Demuestre ademés que
H opera transitivamente sobre G si y sélo si H = G. Suponga ahora
que G es finito y que p = [G : H] es el primo més pequefio que divide
a 0(G). Demuestre que H es normal en G. (Indicacidn. Considere
la accién de G sobre G/H del ejemplo 9.5.)

Sea G = GL, (K) el grupo multiplicativo de las matrices no singulares
de orden n x n sobre K = Q, R, C; E = Kp, el conjunto de matrices
n X 1 sobre K (vectores columna de orden n). Demuestre que G opera
fiel y transitivamente sobre E mediante la ley M xz = Mz, M € G,
z € E. Para z € E, describa E (z) para esta accién.

Sean (E, +) el grupo aditivo de un espacio vectorial sobre K = Q, R,
C, X un conjunto. Si (E,+) opera sobre X de tal manera que dados
z,y € X siempre existe un 1inico a € E tal que a x x = y, se dice que
X es un espacio afin sobre E. Demuestre que si X es un espacio afin
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sobre (E,+) entonces X es un espacio homogéneo del grupo (E,+).
(nota. Si z,y € X, es usual denotar con Z¥ al tinico a € E tal que
a*xz =1y. Se dice que z¥ es el vector libre de origen T y extremo y.)

*9.15 Sea X = K™ = {(z1,...,%n) : 7;: € K, i =1,2,...,n}, donde K = Q,
R, C, y sea K, como en el ejercicio 9.13. Defina K, x X — X,
(a,z) — a*z, por

a
*(Z1, ..y Zn) = (@1 + T1y .-y O + Zn) .
an
Demuestre que X es un espacio afin (ejercicio 9.14) del grupo aditivo
(Kn,+), y que si £ = (£1,...,Zn), ¥ = (1, ..., Yn) entonces

n—2
— .
Yy =

Yn — Tn

9.16 Sea (E,+) el grupo aditivo de un espacio vectorial sobre K = Q, R,
C. Demuestre que (E,+) opera sobre X = E mediante la accién
a*z =a+z,y que para esta accién, X es un espacio afin (ejercicio
9.14) de (B,+). Verifique que para esta accién, g = y — z.

Capitulo 10

La teoria de Sylow

Consideraremos en este capitulo algunas aplicaciones de los resultados del
capitulo 9. Estas aplicaciones, que conforman la llamada teoria de Sylow,
se resumen en cuatro teoremas, los célebres teoremas de Sylow, que repre-
sentan esfuerzos por encontrar reciprocos parciales del teorema de Lagrange
en el caso no conmutativo y estdn en los origenes del gran caudal de in-
vestigaciones que, como lo mencionamos en el capitulo 8, condujeron, en la
década de los aiios setenta del pasado siglo, a la clasificacién completa de los
denominados grupos finitos simples, los pilares sobre los que se construyen
todos los grupos. La exposicién que sigue, basada en la teorfa de los grupos
de operadores, toma ideas de [8], [10], [15], [16], [17] ¥ [22]. -

Definicién 10.1. Si (P,-) es un grupo, p es un primo y o(P) =p"*, n =0
un entero, se dice que P es un p—grupo.

Definicién 10.2. Sean (G, ) un grupo finito y p un ndmero primo. Si H
es un subgrupo de G de orden p™, n > 0 un entero, se dice que H es un p—
subgrupo de G. Si p” es la méxima potencia de p que divide a o (G), se dice
que H es un p—subgrupo de Sylow de G.

Si pto(G), el tinico p-subgrupo de G es {e}, su orden es 1 = P’ yesel
tnico p-subgrupo de Sylow de G. Sip|o(G)y o(G) = mp",donden > 1y
p {1 m, los subgrupos de Sylow de G, si los hay, tendrén orden p®, y cualquier
otro p-subgrupo de G'tendra orden p*, 0 < k < n. Como es evidente, si H
es un p-grupo y N es un subgrupo de H, también N es un p-grupo.

Nota 10.1 Obsérvese que si p es un primo y P es un p—subgrupo de Sylow
de G, entonces p{ [G: P]. Sia € G yo(a)=p" k> 1,sedice que a es un
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p-elemento de G. Si G es un p—grupo, todo elemento a € G, a # ¢, es un
p-elemento. Lo reciproco es también cierto y serd consecuencia del teorema
siguiente.

Teorema 10.1 (Primer teorema de Sylow)). Sean (G,-) un grupo finito, p
un primo, p", n > 0, la mdzima potencia de p que divide a o (G). Entonce
G tiene, pare todo 0 < k < n, un subgrupo H de orden p*.

Demostracién. Haremos induccién sobre o (G). La afirmacién es clara si
0(G) =p™, m = 0,1, los minimos valores posibles de 0 (G). Supongamos
entonces que la afirmacién es valida para todo grupo G’ con o (G’) < 0(G),
y demostrémosla para G. Escribamos la ecuacién (9.16) en la forma

0(6)=0(2(G) + 3 [G:C(a)] (10.1)
acC’

donde C' = C'\ Z(G) y C tiene con cada clase de conjugacién CL (z),
T € G, un tnico elemento en comin. Como es claro, o (C (a)) < o (G) para
todo @ € C’, asi que si p { [G: C(a)], en cuyo caso p* | o(C (a)), C (a)
tendrs, para cada 0 < k < n, un subgrupo H de orden p*. Como H es un
subgrupo de G, € teorema quedard demostrado en este caso. Supongamos
entonces que p | [G : C (a)] para todo a € C'. Como entonces p | 0(G), se
tendré que p | 0(Z (@), y como Z(G) es abeliano, el teorema de Cauchy
(teorema 4.3) garantiza la existencia de a € 2 (G) con o(a) = p. Sea
N =[a]. Como N C Z(G), N es un subgrupo normal de G, y si G’ = G/N
entonces 0 (G') < 0(G), y la maxima potencia de p que divide a G’ serd p"~1.
Por la hipétesis de induccién, G’ tendrs, para todo 0 < k < n—1, un
subgrupo H' de orden p*. Pero, por lo dicho en la nota 6.1, existe un
subgrupo H de G tal que N C H y que H/N = H', asf que o (H) = p**1.
Entonces, G tendré subgrupos de orden p* para todo 1 < k < n. Esto
demuestra el teorema. [

Nota 10.2. Sio(G) = mp" donde p 1 m, puede ser que no existan subgrupos
H de G con o(H) = m.

De la demostracién del teorema 10.1 se deduce el siguiente corolario.

Corolario 10.1. Si p es un primo, (G,-) es un p—grupo y o(G) > 1,
entonces Z (G) # {e}.

Demostracién. Considérese para G la ecuacién (10.1). Como o(C (a)) <
o(G) para todo a € C’, entonces p | 3 [G:C(a)]. Como p | o(G),
acC’

entonces p | o(Z (G)). O
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El corolario siguiente es el segundo teorema de Sylow.

Corolario 10.2. (Segundo teorema de Sylow) Si p es un primo y o (G) =

P", n > 0, entonces G tiene, para todo 0 < k < n, un subgrupo normal de
orden p*.

Demostracion. Que G tiene subgrupos de orden p¥, para todo 0 < k < n,
€s consecuencia del teorema 10.1. Aqui demostraremos que tales subgrupos
pueden tomarse normales (cuando G es un p—grupo). Procederemos por
induccién sobre n. La afirmacién es clara si n = 0,1. Supéngase entonces
que n > 1y que o(Z (G)) = p™. Entonces, por el corolario 10.1, m > 1,
y como Z (G) es normal en G, G' = G/Z (G) es un grupo de orden p"~™.
Como n — m < n, G’ tendrs, para todo 0 < k < n — m, un subrupo normal
H' de orden p*. Pero por el corolario 6.1 y la nota 6.1, existe un subgrupo
H de G tal que Z(G) C H y que H/Z(G) ~ H', y como H' es normal,
también H puede tomarse normal en G. Esto demuestra que para todo
m < k < n, existe un subgrupo normal H de G con o (H) = p*. Pero, como
Z(G) es abeliano, Z (G) tendrs, para todo 0 < k < m, un subgupo H de
orden p*, (corolario 6.4) y, como H C Z(G), H serd un subgrupo normel
de Gdeordenp*, 0<k<m. O

Corolario 10.3. Si p es un primo y todo elemento a # e de un grupo finito
G es un p—elemento, entonces G es un p—grupo.

Demostracién. Si existiera un primo g, ¢ # p, tal que ¢ | o(G), G tendria
un g—elemento. O

Para establecer el siguiente teorema de Sylow, necesitaremos' algul}as
observaciones que, por ficiles de demostrar, no dejan de ser curiosas, in-
teligentes e importantes.

Lema 10.1. Sean G un grupo finito, p un primo, P un p—su?;gmpo de
Sylow de G, N (P) = {a € G : aPa~! = P}, su normalizador. Si H es un
p—subgrupo de G y H C N (P), entonces H C P.

Demostracién. Como P es evidentemente un subgrupo normal de N (P),
HP es un subgrupo de N (P) (y, de G), y HP/P = H/H N P, de lo cual
o(HP) = o(P)-|[H : HNP]. Pero evidentemente [H : H N P] es una po-
tencia de p, asi que HP es un p-grupo. Como P C HP, necesariamente
HP =P, yH:HNP]=1. Entonces HNP=H,delocusll HC P. O
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Corolario 10.4. Sean G un grupo finito, p un primo, H un p—subgrupo
de G, P un p—subgrupo de Sylow de G. Entonces,

N(P)NnH=PnNH. (10.2)

Demostracion. Si H' = N (P)N H entonces H’ es un subgrupo de H y, por
lo tanto, un p—subgrupo de G. Como H' C N (P) entonces H' C P, de lo
cual H =PNH' =PNN(P)YNH=PNH. O

Nota 10.3. Obsérvese que si P es un p— subgrupo de Sylow de G, todo
conjugado aPa~! de P también lo es. Del lema 10.1 se deduce que si P es un
p—subgrupo de Sylow de G, los \inicos p—elementos a de G que normalizan
a P, es decir, que aPa~! = P, son los propios elementos de P.

Sea C'L (P) el conjunto de los conjugados de P en G, CL (P) = {aPa™!:
a € G}, asf que #CL (P) = [G : N (P)] (ejemplo 9.3). Sea H un subgrupo
de G y considérese la accion de H sobre CL(P) por medio de
HxC(P) — C (P) dadapor (¢,Q) — aQa"',a € H, Q € CL(P). Sean
E(Q) =Ny(Q)y CLy (Q) = {aQa™! : a € H} el estabilizador y la érbita
de Q € CL (P) para esta accién. Sean CLy (Q1),...,CLy (Q1), @1 = P,
las diferentes érbitas posibles. Como evidentemente Ny (Q) = N (Q) N H,
se tiene que

l
[G:N(P)=#(CL(P))=)_[H:HNN(Q)]. (10.3)
k=1

Esto es consecuencia de la ecuacién (9.6). El siguiente es el tercer teorema
de Sylow.

Teorema 10.2 (Tercer teorema de Sylow). Sean (G,-) un grupo finito, p
un nimero primo. Entonces

1. Todo p—subgrupo de G estd contenido en algin p—subgrupo de Sylow
de G.

2. Todos los p—subgrupos de Sylow de G son conjugados.
Demostracion. 1) Supéngase que P es un p— subgrupo de Sylow de G y
que H en (10.3) es un p—subgrupo de G. Claramente pt [G : N (P)], pues

N(P)2 Pypt|G:P]. Porotra parte p | [H : HN N (Qk)], donde los
Q. son como en (10.3), a no ser que [H : HN N (Qx)] = 1. Pero, en virtud
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de lo anterior, esto Wltimo debe ocurrir para algin 1 < k < !, de lo cual
HNN(Qr) = H, osea, HC N(Qy), asf que H C Qy (lema 10.1). Como
Q& siendo un conjugado de P, es un p—subgrupo de Sylow de G, (1) queda
demostrado.

2) Sean Py Q p—subgrupos de Sylow. Como Q es un p—subgrupo de
G, existe, en virtud de la demostracién de (1) con H = @, un conjugado P’

de P tal que Q C P/, de lo cual Q = P'. Entonces, Q es un conjugado de
P. 0O

Nota 10.4. Obsérvese que el teorema 10.2 asegura que si S (p) es la clase
de los p—subgrupos de Sylow de G entonces

S (p) = CL(P) (10.4)

cualquiera que sea P € S(p). En otras palabras, G opera transitivamente
sobre S (p) por conjugacién (definicién 9.2). Nétese de paso que el estabi-
lizador E (S (p)) de la accién de G sobre S (p) es

EE®)= (] N@Q=[)=N(P)z! (10.5)
QeS(p) z€G

cualquiera que sea P € S(p), y es un subgrupo normal de G. La idltima
igualdad en (10.5) resulta de observar que que zN (P)z~! = N (:L'Pl"l)
para todo z € G. Como es claro entonces, E (S (p)) = G si y sdlo si algin
P € S(p) es normal en G, lo cual ocurre si y sélo si CL (P) = {P} =8 (p)-

De la conjugacién de los p—subgrupo de Sylow o de la observacién an-
terior se deducen entonces los siguientes corolarios del teorema 10.2.

Corolario 10.5. Si (G,-) es un grupo finito y p es un primo, las afirma-
ciones siguientes son equivalentes:

1. G tiene un dnico p—subgrupo de Sylow.

2. G tiene un p-subgrupo de Sylow normal.

Corolario 10.6. Si (G,-) es un grupo abeliano finito, G tiene, para cade
primo p, un dnico p—subgrupo de Sylow.

Corolario 10.7. Sea (G,-) un grupo de orden p}!---ptm, donde los p; son
primos distintos, i = 1,2,...,m. Supdngase ademds que para cada primo p,
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G tiene un inico p—subgrupo de Sylow, y sean P\, ..., Pn los p—subgrupo de
Sylow de G correspondientes en su orden a los primos pi,...,pm. Entonces
G es el producto directo de los grupos F;, i = 1,2,...,m.

Demostracién. Los P; son normales en G y si P; es el producto de los P;,
j # 1, es claro que P,N P; = {e} . Como ademds o(P1)o(Pz)---0(Pm) =
0 (G), la afirmacién es clara. O

Nota 10.5. M3s aiin, bajo las hipétesis del corolario 10.7, si 1 < ilng 19 <
.. £ 4 < m, G tiene un subgrupo normal H de orden p?l“ ceepyt, e,
H =P, P, - P,. Es posible demostrar, de hecho, que G tiene subgrupos
normales de orden m, para todo m | 0 (G) (véase el capitulo 12).

Finalmente tenemos

Corolario 10.7. 8i (G,:) es un grupo de orden p?, donde p es un primo,
entonces G es abeliano.

La demostracién resulta inmediatamente del siguiente lema, del corolario

10.1 (o sea, de [G: Z(G)) = 1,p), y del hecho de que todo grupo de orden
primo es ciclico.

Lema 10.2. 8i (G,-) es un grupo y H es un subgrupo de G tal que H C
Z(G) y que G/H es ciclico, entonces G es abeliano.

Demostracién. Como es claro, H es normal en G. Supéngase que G/H =
[@], donde @ = aH, a € G. Si b,c € G entonces b = a™h, ¢ = a™h/, donde
m,n € Zy h,h' € H. Entonces ab = a™t"hh' = ba, pues h, b’ € Z(G),

asi que a™ y a™ conmutan con h y ', los cuales, a su vez, conmutan entre
si. O

Consideremos ahora el cuarto y 1iltimo teorema de Sylow.

Teorema 10.3 (Cuarto teorema de Sylow). Sean (G,-) un grupo finito, p
un niémero primo, n (p) el nimero de p—subgrupos de Sylow de G. Entonces
n(p) es un divisor de o (G) y

n(p) = 1(mod p). (10.6)

Demostracién. Sea P € S (p), un p—subgrupo de Sylow de G. Como segin
(10.4), S (p) = CL(P), se tiene que n(p) = #8 (p) = (G : N (P)], asf que
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n(p) | o(G). Por otra parte, si en (10.3) tomamos H = P, obtenemos

l

[G:N(P))=> [P:PNN (Q)] (10.7)
k=1

donde los Qg, k = 1,2, ...,1, @, = P, generan las distintas érbitas de CL (P)
bajo la accién de P. Obsérvese que los Qi son p—grupos de Sylow. Como
Pt [P:PNN(Qg)) siysélosi [P: PNN(Qi)] = 1, es decir, si y sélo si
PON (Qi) = P = PNQy. = Qg, o sea, si y sélo si k = 1, la iltima afirmacién
resulta entonces de

!
n(p)=1+) [P: PAN(Qi)l, (10.8)
k=2

la cual resulta, a su vez, de (10.7), y completa la demostracién. O

Si resulta ser ! = 1, la sumatoria en (10.7) deberé tomarse igual a 1 y la
de(10.8) debers tomarse nula.

Como una consecuencia importante del anterior teorema, tenemos el
siguiente corolario.

Corolario 10.9. $i (G,-) es un grupo finito de orden pq, donde p < g 07
primos tales que p{ (g — 1), entonces G es ciclico.

Demostracién. Como n (p) | 0(G), las tnicas posibilidades para n (p) son
n(p) = 1,p,q,pq. Sea entonces P un p—subgrupo de Sylow de G. Clara-
mente no puede ser n (p) = pg, pues p { pg—1. Tampoco puede ser 7 (p) = P
pues p { (p—1). Finalmente, como p { (¢—1), n(p) # g Entonces
n(p) =1, y P es el tinico p—subgrupo de Sylow de G, de lo cual es normal
en G. Por otra parte, si n(g) es el nimero de g—subgrupos de Sylow y @
es uno de ellos, n(g) = [G: N(Q)] = 1,p. Sin(qg) =1 entonces N (Q) = G
y @ es normal en G. Por otra parte, no puede ser n(g) = p, pues deberia
tenerse que g | (p — 1), lo cual es absurdo. Entonces Py Q son normales
en G, de lo cual resulta que si P = la] y @ = [b] entonces ab = ba, y de esto
se deduce ficilmente que o (ab) = pg. Entonces, G es ciclico. O

Se deduce, por ejemplo, que sélo hay esencialmente un grupo de orden
15: el grupo ciclico Z;5. Lo mismo es cierto de los grupos de orden 35: sélo
Z3s. Esto no vale, sin embargo, para los grupos de orden 6, pues 2| (3 — 1),
¥, como sabemos, hay al menos dos de tales grupos: el ciclico, Zg, y el grupo
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simétrico S3, el cual no es abeliano. Notese que S3 tiene, en efecto, tres
subgrupos de Sylow de orden 2.

Veamos algunas aplicaciones de la teoria de Sylow en la clasificacién
de los grupos. En lo que sigue debe tenerse en cuenta que si mn # 0,
" Zm X Ly 22 Ly, sty sblo si med(m,n) =1, pues si s =mcm(m,n), el orden
de (1,1) como elemento de Z,, X Z,, es s: o(1,1) = s.

Ejemplo 10.1 Si p es un primo, sélo hay esencialmente dos grupos G de
orden p? : Zy2 y Zp % Zp. En efecto, G es abeliano (corolario 10.5), y basta
aplicar los resultados obtenidos en el capitulo 8. Nétese que Zp X Zp no es
ciclico, pues todo elemento de Z, X Z,, distinto del elemento neutro, tiene
orden p. En particular, Zg y Z3 x Z3 son esencialmente los Gnicos grupos
de orden 9.

Ejemplo 10.2. Sélo hay esencialmente dos grupos G de orden 45: Zg XZs5 =
Zys y Z3 x Z3g x Zs =~ Z3 x Z15, ambos abelianos. En efecto, si 0 (G) =45, G
tiene, dado que 3 4 4, un tinico subgrupo H (9) de orden 9. También, puesto
que 518 y 5t 2, G tiene un tinico subgrupo H (5) de orden 5. Como H (9)
y H (5) son entonces normales en G, G es el producto directo de H (9) y
H (5), y la afirmacién resulta de lo dicho en el ejemplo 10.1. Es también
cierto que sélo existen esencialmente dos grupos de orden 99: Zg X Z11 = Zgg
y Z3 x Z3 x Z11 = Z3 x Z33, ambos abelianos.

Ejemplo 10.3. Sélo existen esencialmente dos grupos de orden 126 que
tengan un subgrupo normal de orden 2. Estos son ZgxZ7XZg y Z3XZ3XZ7X
Zy == Z3 X Z42, ambos abelianos. Nétese, al respecto, que Zg X Zg1 = Z3 X Z4a.
Como 2| 62, 2 | 20, 2 | 8 y 2| 6, hay varias posibilidades para grupos no
abelianos de orden 126.

Para terminar este capitulo, tenemos el siguiente teorema, frecuente-
mente til.

Teorema 10.4. Si (G,-) es un grupo finito y H es un subgrupo de G tal que
p = [G : H] es el minimo primo que divide a o (G), entonces H es normal
en G.

Demostracién. Considérese la accién de G sobre G/H descrita en el ejemplo
9.5 y sea N = () bHb~!. Como se establece en el ejemplo 9.5, N es el

beG
estabilizador de G/H para esta accién. Claramente N es normal en GyNC
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H, asique [G: N| > p, ysi[G: N] =p, entonces N = H y H serd normal en
G. Sea ¥ : G — Fo(G/H) dada por % (a) = 1),, donde 9, (bH) = (ab) H
para todo b € G. Claramente 3 estd bien definida (es decir, ¥, € Fo (G/H))
y es un homomorfismo de G en o (G/H) (o sea, ¥ (ab) = ap = g 0ty =
Y (a) ¥ (b)). Ademss ker (¥) = N, y G/N ser4 isomorfo a un subgrupo de
Fo(G/H), asi que [G : N] | p!. Pero, si fuera [G : N] > p, existirfa un primo
¢, g | (p—1)!, tal que g | [G: N], de lo cual ¢ | 0(G). Como serfa g < p,
esto es absurdo. Entonces, [G: N]=p. O |

EJERCICIOS
10.1 ;Cuéntos grupos no isomorfos de 6rdenes 35 y 65 existen?

10.2 ;Cuaéntos grupos posibles no isomorfos de 6rdenes 10 y 14 tienen sub-
grupos normales de orden 2?7

10.3 Verifique que sélo existen dos grupos esencialmente distintos (mo iso-
morfos) de orden 6: S3 y Zg.

10.4 Sea (2G’ ) un grupo de orden p%q donde p > ¢ son primos tales que
q1p®— 21 Demuestre que G es abeliano. ;Qué se puede decir si
°o(G)=r¢", p>q+1lyqtp?-17

10.5 Sean G un grupo finito, H un subgrupo normal de G, p un primo
y P un p—subgrupo de Sylow de G. Demuestre que HN P es un

p—subgrupo de Sylow de H y que HP/H es un p—subgrupo de Sylow
de G/H.

*10.6 Sea G un grupo finito tal que, para todo primo p, todo p—subgrupo de
G es normal en G. Demuestre que para cada divisor m de o (G) existe
un subgrupo normal H de G con o(H) = m. jSeré esto aun cierto

si s6lo se supone que los p—subgrupos de Sylow de G son normales?
(Resp: Si.)

¥10.7 Sean G un grupo finito, p un primo y P un p— subgrupo de Sylow de
G. D.emuestre que N (N (P)) = N (P). Més generalmente, demuestre
que si H es un subgrupo de G tal que N (P) C H, entonces N (H) = H.

10.8 ;Puede dar usted ejemplo de un grupo infinito en el cual todo elemento,
salvo el elemento neutro, tenga orden p, p un primo?

*10.9 Sean p un primo, G un p—grupo no cfclico. Demuestre que existe un
subgrupo normal H de G tal que G/H =~ Z,xZ,.
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10.10 Sea G un p—grupo de orden p®, n > 1 (p, primo). Demuestre que
todo subgrupo de G de orden p"~! es normal en G.

10.11 Sean G un grupo finito, p un primo y P un p— subgrupo de Sylow de
G. Demuestre que si P es normal en G, existe un subgrupo H de G
tal que G = PH. Dé un ejemplo que muestre que no necesariamente
G =~ P x H, aiin si HN P = {e}. Demuestre, sin embargo, que esto
iltimo es cierto si P C Z (G)

10.12 Sean G un p—grupo (p, primo), P un subgrupo normal de G. De-
muestre, que existe un subgrupo normal H de G tal que G = PH, pero
que no necesariamente G = P x H. (Indicacidn. Considere Z,2, p un
primo.)

*10.13 Sea G un grupo finito y supéngase que o (G) = p1pap3 donde p1<p2 <
p3 son primos. Demuestre que si G tiene un subgrupo normal de orden
p2 entonces tiene también un subgrupo normal de orden pj.

*10.14 Sean G un grupo finito, p un primo tal que p | o (G) y que ¢ (a) = a?
es un homomorfismo de G en s mismo. Demuestre que:

a) G tiene un iinico p—subgrupo de Sylow.

b) Si P es el p—subgrupo de Sylow de G entonces P es normal en
G y existe un subgrupo normal H de G tal que G es el producto
directo de P y H.

¢) Z(G)#{e}.
*10.15 Sea G un grupo de orden pgr, donde p < g < r son primos. Demuestre

e) G tiene un tnico r—subgrupo de Sylow.
b) G tiene un subgrupo normal de orden gr.
¢) Sigf(r—1), el g—subgrupo de Sylow de G es normal en G.

10.16 Sean p un primo, G un grupo de orden p™, n > 1. Demuestre que G
es abeliano si y sélo si 0(Z(G)) > p™1, y que si 0(Z(G)) > p™2
entonces G/Z (G) es abeliano.

10.17 Demuestre que todo grupo de orden 30 tiene un y sélo un subgrupo
normal de orden 15 y que Zg3p es esencialmente el tinico grupo de orden
30 con un subgrupo normal de orden 2. Verifique, en particular, que
Sz % Zs no tiene subgrupos normales de orden 2.
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10.18 Demuestre que si un grupo de orden 36 no tiene subgrupos normales
de orden 3 entonces tiene subgrupos normales de érdenes 9 y 18.
(Indicacidn. ejercicio 9.6.)

10.19 Demuestre que si un grupo de orden 108 no tiene subgrupos normales
de orden 9 entonces tiene subgrupos normales de érdenes 27 y 54.
Demuestre también que si un grupo de orden 54 no tiene subgrupos
normales de orden 9 entonces tiene subgrupos normales de orden 6.

*10.20 Sean p un primo, G un p—grupo finito. Demuestre que si N # {e} es
un subgrupo normal de G, entonces N N Z (G) # {e}.




Capitulo 11

Grupos del tipo (p,q) y
grupos diedros

Haremos en este capitulo una breve excursién en el problema de la existencia
y clasificacién de los grupos finitos no conmutativos: la biisqueda de ejem-
plos concretos con los cuales comparar un grupo abstracto dado, colocdndolo
dentro de su clase de isomorfia. Teniendo que ver con el problema de la exis-
tencia de tales ejemplos, ésto mostraria, de paso, que muchos resultados de
la teoria de los grupos no son afirmaciones sobre objetos inexistentes. Des-
afortunadamente, éstos no son problemas féciles, y sélo podremos analizar
casos sencillos (y no completamente), con el propésito de ilustrar al lector
sobre la naturaleza del problema. Nos limitaremos asf a los llamados gr.upos
del tipo (p, g) y, en particular, a los grupos diedros. S6lo para estos ltimos,
y para los primeros cuando p < g son primos, daremos resultados comple-
tos de existencia e isomorfia andlogos a los dados para los grupos ciclicos
(capitulos 2 - 6) y para los grupos abelianos finitos (capftulo 7).

El problema de la existencia de grupos con propiedades especificas se
aborda usualmente mediante la teorfa de los llamados grupos libres (y de
los subgrupos y grupos cocientes de éstos determinados mediante genera-
dores y relaciones). Esta teorfa, bastante abstracta, conduce generalmente,
para su concrecién, a la llamada teorfa de la representacién de los grupos,
un tema relativamente avanzado de la matemética, que hace buen uso del
dlgebra lineal y especialmente de la teorfa de matrices, y que por tal razén no
podemos considerar aquf (véanse, sin embargo, los ejercicios 11.14 y 11.17,
para una muestra de su cardcter).
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En lugar de lo anterior, nosotros estableceremos dos teoremas de exis-
tencia de grupos, identificindolos como subgrupos de un grupo (S, -) apro-
piado. Para establecer ciertas relaciones necesarias recurriremos a algunos
resultados elementales sobre los grupos multiplicativos (Z},,-), donde n es
un primo y Z}, = Zj, ~ {0}, estando dado el producto por la relacién

@-b=ab,a,be Z, (11.1)

donde @ = a +nZ. Como @ = r(a,n) + nZ, siendo r(a,n) el resto de dividir
a por n, se tiene que Zy, = {0,1,2,....,n -1} y 2% = {1,2,...,n — 1}. Recor-
damos (capitulo 5) que si a,b € Z, la relacién @ = b(modn) significa que
@ = b en Zy, es decir, que n | a — b. Por ejemplo, a = r(a,n) (mod n) para
todoa € Z, y a = 0(modn) si y sélo si n | a.

Demostrar que la ley de composicién ( 11.1) estd bien definida y es una
ley de composicién interna en Z, que cuando n es primo hace del conjunto
Zy, un grupo abeliano, fue establecido en el capitulo 5, nota 5.6. También es
claro que si p y g son primos distintos y existe 1 < r < g tal que 7 = 1 en
Zg, necesariamente p | ¢ — 1. En efecto, el orden o () de 7 en Zy serd > 1
(puesT#1,yaquegf{r—1), ydividirAapy a qg— 1, pues Zg es un grupo
y o (Z;) = g — 1. Esto implica que o(F) = p, de lo cual p | ¢ — 1. Menos
trivial es demostrar que si p | ¢ — 1, tal = existe, pero esto es consecuencia,
del teorema de Cauchy (teorema 4.3). Adem4s, el subgrupo [7] generado por
7en Zj es {T* : 0 < k < p} y tiene orden p, asf que las 7, 0 < k < p,
son todas distintas y o (7*) = p. Hemos demostrado entonces el siguiente
resultado.

Lema 11.1. Sip < q son primos, p| q—1 si y sélo si eziste 1 < r < g
tal que o (F*) = p en 27, asi que r* % 1(modq) = r¥q = r*q para k =
1,....,p — 1, pero P = 1(mod q).

Nota 11.1. Obsérvese que, bajo las hipétesis del lema anterior, la ecuacién
zP =1 tiene un conjunto completo de soluciones distintas en Z; (es decir, p
soluciones distintas, las tnicas posibles. Véanse, al respecto, los resultados
mencionados en la nota 5.7 y en los ejercicios 6.13 - 6.16). De esta observacién
se deduce sin més el siguiente corolario del lema 11.1, el cual serd importante
en la demostracién del teorema 11.9.

Corolario 11.1. Si p < g son primos, p|g—1 y 1 < r, s < g son tales
que 7P = 1(mod q) y s? = 1 (modq), exziste 1 < k < p tal que

s=r*(modg). (11.2)
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Demeostracién. Si H es el subgrupo de (Z2, -} generado por 7, o (H) = p.
Como en Zg s6lo hay p soluciones de zP = 1, necesariamente 5 € H, asf que
¥ =7* para algiin 1 < k < p. Est4 demostrado (11.2). O

Definicién 11.1. Sean p,q enteros, p > 1, g 2 1. Se dice que un grupo
(G, ) es del tipo (p,q), si existen a,b € G y 1 < r < g tales que:

(?) o(a)=p, o(b) =gq.
(i) ab = b"a.

(i%) Todo elemento = € G se escribe de manera tinica en la forma z = b7,
donde i, €Z,0<i<p,0<j<q.

Obsérvese que g > 3 ¥ que G es no conmutativo, asf que p > 2. De (i)
se deduce adem4s que G es finito con

o(G) = pq. (11.3)

Si (G, ) es como en la definicién 11,1, se dice, més precisamente, que (G,")
es del tipo (p,q) y generado por (a,b).

De la definicién 11.1 se deduce fécilmente que
(1v) ab™ =b"""a, n=0,1,2,..
(v) a®b=b"a", n= 0,1,2,..

(vi) a™b* =b"a", n >0, s € Z.

En efecto, la afirmacién (iv) es cierta si n = 0, y para n > 0 resulta de
que ab™a~! = (aba~!)™ = (b")"" = ™" La demostracién de (v) resulta
de un sencillo argumento por induccién basado en (i), y la de (vi), de
observar que a"b*a™" = (a"ba~")* = (b™)° = b*".

Ademés,
P =1 (mod ¢), med(r,q) = 1. (11.4)
En efecto, de ('U), aPb = b"pap, osea, b= b"". Entonces byl = €, de lo cual

g|r? — 1. Por otra parte, si fuera med(r,q) = d 3 1, .serfa o (") = g/d, lo
cual es absurdo, pues de b" = aba~! se deduce que o (6") = o (b) = g.

Como evidentemente a~! = -1, ( 11.4) y la validez de (vi) paran > 0
implican su validez para todo n € Z, asf que
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(vii) a™® = b*"a®, b%a™ = a™b*"", n,s € Z.

Teorema 11.1. Sea (G,-) del tipo (p,q) y generado por (a,b). Sean M = [q]
y N = [b). Entonces G = MN y N es un subgrupo normal de G. Ademds,

MnNN = {e}.

Demostracion. Que G = MN resulta inmediatamente de (). Por otra
parte, de (ii) existe 1 < r < g tal que aba™! = b", y de (vii) resulta que
a™®a" = b*" € N cualesquiera que sean s,n € Z. Sean entonces 0 < i < p,
0<j<gqyz=d¥ € G. Entonces zbz~! = a* (bbb ) a™! = a'b%a"% €
N cualquiera que sea s € Z, lo cual demuestra que N es normal. Finalmente,
deo(M/MNN)=0(MN/N)=0(G/N) = psededuce queo(M NN) =1,
lo cual completa la demostracion. O]

Nota 11.2. Obsérvese que en el anterior teorema, la aplicacién
p:MxN— G, <p(:z:,y)=xy,

resulta ser biyectiva. Sin embargo, no puede ser un isomorfismo de grupos.
En efecto, M no puede ser normal en G (pues seria ab = ba y (ii) no podria
ser valida), asi que G no puede ser el producto directo de M y N.

Nota 11.3. Es claro que si (C, ) es finito y no conmutativo, y si G = MN
donde M y N son subgrupos ciclicos de G tales que M NN = {e} y que N
es normal en G, entonces G es del tipo (p,q) donde p = o (M) y g = o (N),
y si M =[a] y N =[b), entonces (a, b) genera a G. En efecto, es claro que (i)
y (#i1) se satisfacen para (a,b) y que aba™! = b", 0 < r < g. Obviamente no
puede ser 7 = 0, pues b # e, y tampoco puede ser 7 = 1, pues (G,-) no es
conmutativo. Obsérvese que, bajo las hipétesis, p > 2 y ¢ > 3.

Nota 11.4. Demostrar la existencia de grupos de un tipo (p,g) dado no
es, en general, una tarea ficil. Nosotros no haremos esto sino en dos casos
muy especiales, aunque algunos de los resultados, incluyendo el lema 11.1,
pueden extenderse para incluir circunstancias algo més generales (véase [2}).

Definicién 11.2. Se dice que un grupo G del tipo (2,q) es diedro, si
est4 generado por un par (a,b) tal que o(a) =2, o(b)=q y

aba~! = b1, (11.5)

Se escribe G = Dy (a, b).
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Nota 11.5. Obsérvese que b1 = pa-!,

Teorema 11.2. Si (G,-) es un grupo de orden 2q con ¢ >3, a € G es tal
que o(a) = 2, y existe b € G con o(b) = q y aba™' = b}, entonces G es
diedro y generado por (a,b), asi que G = Dq (a,b).

Es necesario demostrar G es del tipo (2, g), 0 sea, que (iii) de la Definicién
11.1 se verifica. Esto serd consecuencia del resultado més general siguiente.

Teorema 11.3. Sea (G,-) un grupo de orden pq, donde p es primo. Si
para algin a € G tal que o(a) = p existe b € G tal que o(b) = q y que

aba~l=b,1<r<g, (11.6)
entonces G es del tipo (p,q) y generado por (a, b).

Demostracién. Sean M =[a] y N =[b]. Entonces M N N = {e}, ya que si
a® € N, 1 < s < p, entonces M =[a’]C N, lo cual es absurdo, pues como IV
es conmutativo, (11.6) no podria tenerse con r # 1. Entonces #(MN) =g
y G = MN. Como (11.6) garantiza también que N es normal en G, €l
teorema resulta de lo dicho en la nota 11.3. O ~

Demostraremos ahora la existencia de grupos diedros.

Teorema 11.4. Para todo q = 3 existen grupos diedros de orden 2g. Uno de

ellos es el subgrupo Dy (0, p) de S, generado por el g—ciclo p = (1,29
Y la permutacién o dada por

a=(1 2 3
l g g-1
st g es impar Y por

1 2 3 1
o=
(122 0k

‘21 ) (11.7)

B
i

(11.8)

el

“fofE
N Q
S—r’

st q es par.

Demostracion. Nétese que o es simplemente la permutacién

(12 3 - g-1gq
“\1l1gqgg-1-- 3 2)/°
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Evidentemente o # e y, como se deduce de (11,7) y (11,8),

o=1(2,9)(3,g—1) - (-q—-;l, %ﬁ) , ¢ impar, (11.9)
Y +4
c=(2,9(@3,g-1)-- (-g—,qT) , g par. (11.10)

Siendo producto de transposiciones disyuntas, 2 = e. Ademds, opo~! =

e~ lpo = (0(1),0(2),..,0(q)) = (1,4,9—1,..,2) = p~}, y se tiene que
o(p) = l(p) = q. Por lo tanto, si G es el subgrupo de S, generado por {0, p},
el teorema 11.3 garantiza que G = Dy(o,p). O

2

Nota 11.6. Si o es una permutacién de S; tal que o~'po = p, donde
p=(1,2,..,q), entonces (c(1),0(2),...,0(q)) es (k+1,k+2,...,4,1,2,...,k)
para algin 1 < k < g, asf que

. k+j, 1<j<q—k
— h 1375 11.11
o) {q——k+J, g—k<j<gq. ( )

1
1

Entonces o = p*, 1 < k < q. Se deduce que si ¢, T son tales que opo~! = p~!
y 7pr~! = p~?, en cuyo caso 7"1(opo~!)T = p, necesariamente o~ 17 = p¥
para algin 0 < k < g, de lo cual 7 = gp* € D,(o,p). Es decir, todas las
permutaciones 7 tales que 7p7~! = p~! est4n en el grupo D,(a, p) del teore-
ma 11.4, y como ademés (ap")2 = gpkopk = p~%p* para o en tal teorema,
necesariamente 72 = e. Entonces Dgy(0,p) = Dqy(T,p), asi que Dy(o,p) no
depende de o en tanto gpo~! = p~!. Tampoco depende de p en tanto p sea
una potencia k—ésima de (1,2, ...,¢) con mcd(g, k) = 1, pero, en general, p
no puede sustituirse por un g—ciclo arbitrario. Obsérvese finalmente que

Dy(o,p) ={e,c}U{p*: 1<k < q}U {op¥:1<k<q} (11.12)
¥ que la reunién es disyunta.

Nota 11.7. Si (G,) es un grupo no conmutativo de orden 2g y N es un
subgrupo de orden g de G, N es necesariamente normal en G. En efecto, si
a€Gya¢ N entoncesaNNN = NNNa = @. Como [G : N]= 2 entonces
G = aNUN = N U Na, lo cual implica que aN = Na. En virtud de lo
dicho en la nota 11.3, si existe b € N tal que o (b) = q (lo cual ocurre, por
ejemplo, si g es primo), y o (a) = 2, G es del tipo (2,9) y generado por (a, b).
Esto no garantiza que G sea diedro. Este es sin embargo el caso si ¢ > 3 es
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primo, pues si aba™! =", 1 <r < g—1, de r? = 1 (mod g) (relacién (11,4))
se deduce que ¢ | (r —1)(r + 1), asf que g =7+ 1 y r = ¢ — 1. Entonces:

Teorema 11.5. Si G es no conmutativo y de orden 2q, donde g > 3 es
primo, entonces G es diedro, y si a,b € G son tales que o(a) = 2, 0(b) =g,
G estd generado por (a,b), y aba™! = b1 :

Nota 11.8. Obsérvese que obviamente 2 | ¢ — 1 en el teorema anterior.

Caracterizaremos ahora como grupos del tipo (p,g) a los grupos no con-

mutativos de orden pg donde p < ¢ son primos. Necesitaremos el siguiente
lema.

Lema .11.2. Si (G, -) es un grupo no conmutativo de orden pq, donde p < g
son primos, entonces p| g—1, ysibe G estal que o(b) =g, N=[b] es
un subgrupo normal de G. '

Demostracién. Sean a,b € G tales que o (@) =pyo(b)=gq,ysean M =[a]
y N =[b]. Como M N N = {e} entonces #(MN) = pq, asi que G= MN y
todo elemento z de G se escribe de manera tinica en la forma z = bia? ,0
1< q—1,0<j<p— 1. Obsérvese que si Hy y Hj son subgrupos distintos
de G de orden g, necesariamente Hy N H, = {e}. Supéngase entonces que N
no es normal en G (asf que p > 2) pero que ¢'Na~* = N, donde 1 < i < p.
Entonces a'ba™ = ", 1 < r < ¢ —1, lo cual es absurdo, pues G seria
conmutativo o del tipo (p,q) y generado por (a?,b) (teorema 11.3), lo cual
garantizaria la normalidad de N. Entonces, los conjugados ¢!Na~* de N,
0 <7 < p, son todos distintos, lo cual implica que sélo se intersectan en {e}
y que G tiene al menos p(g—1) elementos de orden g (el nimero de elementos
distintos en la reunién de los a*Na™, 0 < i < p). Esto deja lugar a sélo p—1
elementos de orden p (pues p(q— 1)+1+(p—1) =p(g—1)+p = pq), asf que
M =|a] es necesariamente normal en G y G es del tipo (g, p) y generado por
(b,a) (nota 11.3 ). Sea 1 < r < p tal que bab~! = a". Ahora, como (Zj, )
es un grupo de orden p — 1, si ¥ denota la clase médulo p de r y 7* =T,
o sea, si ¥ = 1(mod p), entonces med(k,p — 1) # 1, y como, segtn ( 11.4),
79 = 1(mod p), entonces mcd(g,p — 1) # 1, lo cual es absurdo. Entonces N
es normal en G y, por lo observado en la nota 11.3, G es del tipo (p,q) ¥
generado por (a, b). Supongamos entonces que aba™! =", 1 < r < g. Como
TP = 1(mod q) (relacién ( 11.4) ), entonces p| g~ 1 (lema 11.1). O

Nota 11.9. De hecho, N es el tinico subgrupo normal de orden q. En efecto,
M no puede ser normal en G, pues si tal fuera el caso se tendria que ab = ba,




226 11. GRUPOS DEL TIPO (p,q) Y GRUPOS DIEDROS

lo cual implicaria que G es abeliano. Entonces, tal como al comienzo de la
demostracién del lema 11.2, se concluye que G tiene ¢(p — 1) elementos de
orden p, lo cual sélo deja campo para g — 1 elementos de orden g. Obsérvese
finalmente que si p{ ¢ — 1, G deber4 ser irremediablemente abeliano.

Nota 11.10. Los resultados del anterior lema y de la nota 11.9 son con-
secuencia inmediata de la teoria de Sylow (teoremas 10.3 y 10.4). La de-
mostracién que dimos no recurre a esta teoria, para preservar la indepen-
dencia del capitulo. De la demostracién del lema 11.2 se deduce sin maés
que:

Teorema 11.6. Si (G, ) es no conmutativo y de orden pq, donde p < q son
primos, entonces p|g—1, y si a,b € G son tales que o(a) =p y o(b) =g,
G esté generado por (a,b).

Demostraremos ahora la existencia de grupos del tipo (p, ¢), cuando p <
gson primosy p|qg—1.

Teorema 11.7. Si p < ¢ son primos tales que p | ¢ — 1, existe un grupo
D(p, g] del tipo (p,g)-

Demostracidon. Podemos suponer que p > 2 (teorema 11.5). Sea 1 < r < g,
minimo, tal que ¥ sea solucién de la ecuacién z? = 1 en Z; (lema 11.1 ).
Sean p = (1,2,...,q) y o una permutacién de S, tales que opo~! = p'y
que o(1) = 1. Tal permutacién existe pues p” es también un g—ciclo, y la
condicién (1) = 1 la determina univocamente. Sea D|p, g] el subgrupo de
Sq generado por {g, p}. Claramente o (p) = g. Demostraremos que o = e,
lo cual, dado que o # e (pues p” = (¢71(1),...,07(q)) # p), aseguraré que
o(o) = p, y completars, en virtud del teorema 11.6, la demostracién. Pero,
tal como en la demostracién de (v), se deduce, a partir de op = p"o, que
o?p = p" oP. Entonces 0?p = po?, pues r? = 1(mod q). En virtud de lo dicho
en la nota 11.6, esto implica que o? = p*, 0 < k < g. Pero, como ¢?(1) =1
y Pk es un g—ciclo si 1 < k < ¢, necesariamente k =0y o? =e. U

Nota 11.11. Si G tiene orden pq, donde p < ¢ son primos, y M y N son
subgrupos respectivos de érdenes p y ¢ de G, entonces G es ciclico si y sélo si
M y N son normales en G (que es el caso si pt g— 1). En efecto, si M =|[a],
N =[b] y son normales, ab = ba, lo cual implica que o {ab) = o (a)o (b) = pq.
En tales circunstancias G ~ Zy, (lo cual es atin posible si p | ¢ — 1).

Estudiaremos ahora el problema de la isomorfia de los grupos del tipo
(p,q) y de los grupos diedros.
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Teorema 11.8. Sean (G1,-) y (Gz,-) grupos del tipo (p,q), con genera-
dores respectivos (a1,b1) y (ag,bs). Si aib;ai‘l =b,1<r<gq =12
entonces G, =~ Gs. '

Demps}fracz’o’n. Sean ¢ = ai, b =5, 1= 1,2. Entonces (a‘b7) (ahbk) =
at '(b_Ja ) b¥, donde 0 < 4,h < p, 0 < j,k < g, de lo cual, mediante (vid),
(azb’) (ahbk) = aithpit™+k Por 1o tanto, si f : Gy — Gy estd dada por
f (allb{) =ajbl,i,j€Z ( que f est4 bien definida resulta de (4t)), entonces

7 ((ait]) (aheh)) = 5 (afeir™ ) = agtheir™ = (ait]) (ahth)
= £ (ait]) £ (ab28), o

asi que f es un homomorfismo; de hecho, un epimorfismo. Que f es inyectiva
resulta de observar que si f (a‘lb{) =ajb} = e, donde0<i<p,0<j<g

Elecesa,riamente t=j =0, de lo cual a’ib{ = e. Esto demuestra el teorema.

Corolario 11.2. Todo grupo diedro G de orden 2q es isomorfo al grupo
D Q(av ,0) .

Necesitaremos ahora el siguiente lema.

I;ema 11.3. 8i G es del tipo (p, q) y estd generado por (a,b) con abal=
0,1 <r <gq,ysil<l<pestal que med(r,q) = 1, entonces G
esta también generado por a ypor b = b Ademds, aba! = by.

Demof tracion. Como med(rl,q) = 1 entonces o(b) = g, y la relacién
abia™" = b] resulta ficilmente de (vii). Ahora, si M =[a] y N =[b] entonces
G=MNyMNN = {e}, y como N =[b;], (¢ii) es también vélida para
(a,b1) (nota 11.3). O

Teorema 11.9. Si G, y G son del tipo (p,q), donde p < q son primos,
entonces G =~ Gs.

Demostracion. Supéngase que G, esté generado por a; y b1 con albla.l‘1 =
b, 1 < r < q, y que G3 lo est4 a su vez por az y bz con azbgagl = b3,
1< s <gq.De(11.4), r? = 1(mod q) y sP = 1(mod g). En virtud del corolario
11.1, esto implica que s = r¥(modgq), 0 < k < p. De hecho k > 0, pues
gts—1L yqgtr* yaquegq { s. Entonces mcd(r¥,q) = 1. Del lema 11.3 se
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deduce entonces, reemplazando a by por b’ék, si es necesario, que podemos
suponer s = r. En virtud de lo establecido en el teorema 11.8, esto implica

que G1 ~ Gz. a

Nota 11.12. Se deduce que si G es del tipo (p, ¢), donde p < q son primos,
G esté generado por (a,b) y (¢,d), yaba ! =b", cdc™! =d°, 1 < 1,5 <gq,
entonces existe 0 < k < p tal que s = r*(mod g).

Corolario 11.3. Si Gy y G2 son grupos no conmutativos de orden pgq,
donde p < q son primos, entonces Gy =~ Ga.

Invocando los teoremas 11.6 y 11.7, se tiene el resultado mas preciso
siguiente.

Corolario 11.4. Si G es un grupo no conmutativo de orden pq donde p < q
son primos, entonces p|q—1, y G es, de hecho, isomorfo al grupo Dlp, g}.

Nota 11.13. Se concluye que si G es un grupo de orden pgq, donde p < ¢
son primos, se tiene la alternativa

1. G=12Zpq
2. G = D[p,q]

La primera posibilidad ocurre si y sélo si G es abeliano, lo cual se da au-
tomaéticamente si p { ¢ — 1. La segunda posibilidad ocurre si y sélo si G es
no abeliano, lo cual sélo es posible sip | g — 1.

Nota 11.14. El grupo diedro D, (0, p) admite una interpretacién simple y
sugestiva que no deja de ser itil para calcular explicitamente tal grupo en
casos especiales: como el grupo de las simetrias de un poligono regular de g
lados.

Considérese el conjunto S(q) de las simetrfas de un poligono regular de
q lados con respecto a sus “elementos de simetria”. Estos dltimos son:

1. Las bisectrices de los 4ngulos en los vértices, es decir, las rectas del
plano que bisecan cada uno de estos dngulos.

2. El centro del poligono: punto de interseccién de las bisectrices.

3. Las mediatrices, es decir, las rectas del plano que unen los puntos
medios de lados opuestos.
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Las mediatrices son elementos de simetria sélo cuando g es par, y son %
en numero. Las correspondientes simetrias son: :

a. Las reflexiones sobre una bisectriz.

b. Las rotaciones en un éngulo &k, k=1,2,...,q, alrededor del centro.

c. Las reflexiones sobre una mediatriz, cuando g es par.

Nétese'que las bisectrices son g si g es impar y sélo £ si g es par, pues
en este dltimo caso cada una de ellas biseca simultineamente dos dngulos.

4 IEsto determina el nimero de posibles simetrfas con respecto a cada uno
de los elemfentos: 4 reflexiones sobre las bisectrices si g es par; g, si g es
Impar; el niimero de rotaciones alrededor del centro es siempre ¢; cuando ¢

es par habri ademads 521 reflexiones sobre las mediatrices. Esto da un total de .

2q simetrias en cada caso. Asf , #(S(q)) = 2¢. La ley de composicién que
ha,ce. de S(g) un grupo se obtiene dando un sentido dingmico a las simetrias:
reflejar sobre una recta, rotar en un cierto &ngulo. La composicién se obtiene
entonces efectuando una de tales acciones, ¢, y seguidamente la otra, 5.
El resultado se escribe Boa o af3, segin el gusto. Nosotros preferiremos
la .seg.unda notacién. Como es claro, cualquier sucesién de tales acciones
deja 3nvariante el poligono y debe ser por lo tanto una de las simetrias
mencionadas. Es ademés claro que si « es una reflexién entonces o (@) = 2,
Y que si 8 es una rotacién en un dngulo %’5 entonces o (8) = g.

Pa'rf" interpretar S(g) en términos de D, (q, p), enumérense los vértices
del poligono de 1 a g en el sentido positivo (el opuesto al del movimiento de
las manecillas del reloj). Luego escéjase un sistema de coordenadas z—y en el
plz’mo de tal manera que el eje y sea la bisectriz al primer vértice del poligono,
asi que el centro de éste est4 también sobre el eje y. Coléquese finalmente
el centro del poligono en el punto (0,0) del sistema z — y, y efectuando una
rotaFién del poligono en un dngulo 7, si es necesario, coléquese su primer
vértice en el semiplano superior del sistema de coordenadas. Diremos en este
caso que el poligono est4 en posicién inicial canénica. Sea B la rotacién en
el sentido positivo en un dngulo 27". Los vértices se permutaran en el orden
1—2—>3—>..—-¢g—1-q — 1, y es natural describirla mediante
el ciclo (1,2,8,...,4 — 1,g) = p. A su vez, la reflexién « sobre el eje y (la
bisectriz al primer vértice) permutars los vértices en la forma 1 — 1,2 —
¢, 3—qg—1,..,,g—1- 3, g — 2, y puede entonces describirse mediante la
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permutacién o dada por ( 11.7) o ( 11.8) en el teorema 11.4. Como es obvio,
con estas identificaciones a3 ge_identiﬁca con op, y més generalmente, o',
i=1,2 j=1,2..q, con opl. Podemos entonces considerar que S(g) es

un subgrupo de Dy(0, p), asi que S(g) = Dy(o, p). Como es claro, a?=e
(todo queda quieto) y Bk, 1 < k < q, es la rotacién en un angulo "%k, con
B% = e, asi que si o; denota la reflexién sobre la bisectriz al i—ésimo vértice
(1 = @) y v; es la reflexién sobre la mediatriz por el punto medio del lado

[4,7 + 1], entonces

S(@)={B*:1<k<qtU{a:1<1i<g}, qimpar (11.13)

S@=1{f:1<k<qui{m:1<i<i}u{y:1<i< G apar
(11.14)

La identificacién de S(g) con Dy(o, p) permite calcular rdpidamente este
tltimo grupo en casos particulares. En cierta forma S(q) establece, de ma-
nera intuitiva, la existencia de grupos diedros, suministrando un recurso

adicional nada despreciable en la teorfa de los grupos.

EJERCICIOS

11.1 Demuestre que el producto (11.1) es clausurativo en Z;, si y sélo si n
es un mimero primo.

11.2 Demuestre que (Z%,-) es un grupo siy sélo si n es un nimero primo.

11.3 Sean n > 1 un numero entero, U(Z,) el subconjunto de Z; de las
clases k + nZ tales que 1 < k < n y que med(k,n) = 1. Demuestre
que (U(Z,),"), con (-) definido por ( 11.1), es aln un grupo, y que
U(Z,) = Z? si y s6lo si n es un nimero primo. Verifique que U(Zg) =

Zy x Zy y que U(Zo) ~ Zs.

11.4 Demuestre en detalle la relacién (v) para un grupo del tipo (p, q). Haga
lo mismo con la relacién (vii).

11.5 Demuestre en detalle que ( 11.4), el hecho de que a? !l =a7l,yla
validez de (vi) para n > 0, implican la validez de esta ultima relacién

para todo n € Z.
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11.6 Demuestre que en todo grupo G del tipo (p, g) debe tenerse quep > 2
Y @ 2 3, asi que o(G) > 6.

11.7 Demuestre que si (G,-) es un grupo y a,b € G son tales que ab =
b"a. v # 1, entonces (ab)® = s™r(Mgn (ho)® = pmr(M)gn, (ab)" =
blr=1)ms(n) (ba)*, n = 0,1, ..., donde mp(n) = 147 +... 471 = £2=1
n 2 0. Extienda las anteriores igualdades al caso n € Z, n 2_10j
(Indicacién. Defina m,(n) = ':T‘ll- para todo n € Z, y observe que

mr(—n) = —m,.(n)r™™, nez)

11.8 Verif.ique en detalle que D4(c,p) se identifica con el grupo S(4) de
las simetrias de un cuadrado cuyo centro esté en el punto (0,0) del
Plano cartesiano, en el cual el eje = y el eje y son bisectrices, y en el
cual los vértices se enumeran de 1 a 4 en sentido positivo, comenzando
con aquel sobre el eje y positivo. Verifique entonces que (1,3,4,2) no
pertenece a S(4) (ni, a Dy(o,p)). Haga lo mismo con Ds(o,p) y €l
grupo S5(5) de las simetrfas de un pentdgono regular.

11.9 Calcule todos los subgrupos de Dy(o, p) para g = 3,4,5. (Es el grupo
cuatro de Klein un subgrupo de Dy(c, p)?

11.10 Demuestre que (S3, ) es diedro y generado por o = (2,3) y p = (1,2,3)-
COl‘flpruebe ademds que es el grupo de las simetrias de un tridngulo
equilatero.

11.11 ;,Cué.nto’s grupos no isomorfos de orden 6 existen? jcuédntos de orden
157 jcudntos de orden 21?7 Demuestre que Aq, €l grupo alternante de
4 elementos, no tiene subgrupos de orden 6.

11.12 Sean _(G, -) un grupo finito y q un divisor primo de o (G). Demuestre
que si H; y H, son subgrupos distintos de orden ¢ de G entonces
Hy N Hy = {e}.

11.13 Sean (G,-) un grupo finito y ¢ un divisor primo de o(G). Demuestre
que si H es un g—subgrupo de G y H es la reunién de los conjugados
de H entonces #(H) = n(g)(g — 1) + 1, donde n(g) es el nimero
de conjugados de H distintos entre si. Demuestre también que si
P =0(G) —n(g)(g— 1) es tal que mcd(p,q) = 1, y si hay un subgrupo
P de G de orden p, necesariamente P es normal en G y en G hay
exactamente n(q)(g — 1) elementos de orden q.
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11.14 Demuestre que si ¢ > 3, el subgrupo G de GL2(C) generado por

0 1 e?/a 0
A=(1 o)yB=( 0 e-2m'/f1)

es isomorfo a Dg(o, p).

(Indicacion. Verifi a 0\"_(a* 0O =0,1,2,...)
. Verifiqueque | o ] ={ ¢ 4 ) =012

11.15 Demuestre que el centro de Dy(c, p) se reduce a {e} si g es impar y es
el subgrupo {e, p?/2} si q es par.

11.16 Demuestre que los inicos subgrupos normales propios de D,(o, p) son:

a) El generado por g, i > 0, donde i | g.
b) El generado por {o,p?}, cuando g es par.
c¢) El generado por {op, p%}, cuando g es par.

(Indicacién. Demuestre que si H es normal y op* € H, i > 0, entonces
p? € Hy o € Hsiies par, mientras que p> € Hy op € Hsiies
impar.)

11.17 Sea G el subgrupo de GLz(R) generado por las matrices

-1 0 cosf send
A=( 0 1) yB:(-senG cos )’
donde 0 = ?ql, g > 3. Demuestre que G es isomorfo al grupo diedro
D,(0,p), mediante un isomorfismo que a A hace corresponder o y
a B, p. Para hacer esto, demuestre que G se identifica de mane-
ra natural con el grupo S(g) de las simetrfas de un poligono regu-
lar P de ¢ lados (en posicién inicial canénica), identificando la ma-
triz C € G con la aplicacién fo : P — P dada por fe(z,y) =
(z,y)C. Compruebe entonces que f4 es la reflexién sobre el eje y,
y que fp es la rotacién positiva en un dngulo 2. Verifique ademds

que si se definen {(z,9), (v,v)) = wz+vy ¥ (=Yl = Vz°+¢?

entonces{fc(z,y), fo(u,v)) = {(z,4), (w,v)) ¥ Ilfe (@9l = |z, )|
para todo C € G, y concluya que fc preserva dngulos y distancias,
asf que transforma vértices adyacentes (vértices de un mismo lado del

poligono) en vértices adyacentes.

Capitulo 12

Nilpotencia y resolubilidad

En este 1ltimo capitulo dedicado a la teorfa de los grupos, estudiaremos
dos clases de éstos que son generalizaciones préximas de los grupos abelianos
¥ que tienen por esta razén propiedades anélogas: los grupos nilpotentes y los
grupos resolubles. Los primeros son los mds cercanos a los grupos abelianos.
Los segundos son quizé los més importantes, dada su relacién con la llamada

teoria de Galois y con la resolubilidad de las ecuaciones polinémicas de grado
superior.

Desde el punto de vista de la teoria de los grupos, ambos son importantes,
por su conexién con la teorfa de las series de composicién, teorfa ésta que
muestra el papel que juegan los grupos simples en la descripcién de los
grupos no abelianos.

Sélo presentaremos algunas de las propiedades més elementales de estos
grupos, con el fin de promover una cierta familiaridad con ellos y con las
técnicas para manejarlos. En particular, sélo tocaremos superficialmente
sus conexiones con la teorfa de las series de composicién, y omitiremos por
completo (al menos por el momento) sus relaciones con la teorfa de Galois.
La presentacién que haremos estd basada en ideas de [16], [17], [22], pero
algunas demostraciones son nuestras.

Comenzaremos por revisar algunas nociones y resultados considerados
previamente, con el fin de dar una cierta autonomia al presente capitulo.

Si (G, -) es un grupo finito y p es un nimero primo, G es un p-grupo si
o(G) =p", n > 0. Si(G,-) es un grupo finito y H es un subgrupo de (G, ),
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el cual es un p—grupo, se dice que H es un p—subgrupo d.e G; si ademés
o(H) es la méxima potencia de p que divide a 0(G) . se dice que H es un
p—subgrupo de Sylow de G.

Si (G,-) es un grupo, a,b € G y existe € G tal que b = zaz™!, se dice
que b es un conjugado de a. En tal caso a es también un conjugado de b,
pues a = z~1bz. El conjunto

CL(a) = {zaz™! : z € G} (12.1)

se denomina la clase de conjugacion de a. Es claro que @ € CL (a) y que
b€ CL(a) si ysélosia € CL(b), lo que obviamente equivale a ’decix:
que CL(a) = CL(b). Por lo tanto, CL(a) N CL (b) # @ si y sélo si
CL(a) = CL(b), asi que {CL(a) : a € G} es una particion de G, es decir,
CL(a) # @ paratodoa € G, CL(a)NCL(b) =@ si CL(a) # CL(b)y

G = U CL(a). (12.2)
aeG

Supdngase ahora que G es finito y que C es un subconjunto de G que
tiene un tnico elemento en comun con cada clase de conjugacién. Entonces

o(G) =Y #(CL(a)) (12.3)

aeC

donde # (CL (a)) es el mimero de elementos de CL (a) . Como es evidente,
si e es el elemento neutro de G entonces CL (e) = {e}, asf que (12.3) se

escribe 0o(G)=1+ > #(CL(a)) (12.4)

ael’

donde C' = C~{e}. Por otra parte,sia € G, C(a) = {z € G : zaz™" =a}
es evidentemente un subgrupo de G, denominado el centralizador de a

capitulo 10),
(cop b Z(G)=()Ca) (12.5)
acCG

es un subgrupo de G, el cual es obviamente normal y ab.elia.m?. El subgrupo
Z (G) de G ha aparecido varias veces en capitu}os previos y juega un Papel
importante en la teorfa de los grupos (véase el ejercicio 4.7). Se denOfnlna el
centro de G. Como es claro, a € Z (G) siy sblo si C (@) = G. Ademds, para
todo a € G, la aplicacién @, : G/C (a) — CL (a) dada por ¢, (ﬂfC (a’)) =
zaz—! ests bien definida y es biyectiva (es decir, zC (a) = yC (a) si y sélo si
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zax~! = yay~!, lo cual es obvio, pues ambas afirmaciones equivalen a que
y~ 'z € C(a)). Esto implica que si G es finito entonces # (CL (a)) = [G :
C (a)]. Se tiene entonces que:

Teorema 12.1. Si (G, ) es un p—grupo finito y G # {e}, entonces Z (G) #
{e}.

Demostracidn. Supéngase que o(G) =p", n > 1, que Z (G) = {e} y que C’
es como en (12.4). Como p | (G : C (a)], para todo a € C’, pues C (a) # G,
entonces p | > # (CL(a)), asi que p | p” — 1. Esto es absurdo. Entonces,

acC
Z(G)#{e}. O

El teorema 12.1 fue demostrado en el capitulo 10 dentro del marco ge-
neral de la teorfa de Sylow. Para preservar la independencia del capitulo,
hemos incluido aqui la demostracién anterior, algo més directa.

Si H es un subgrupo de G, definimos
N(H)={a€G:aHa“1=H}_ (12.6)

Se dice que N (H) es el normalizador de H en G. Es claro que N (H )
es un subgrupo de G y que H es un subgrupo normal de N (H). Més
generalmente, si H’ es un subgrupo de Gy H C H’, H es un subgrupo
normal de H' si y sélo si H' C N (H). Por lo tanto, H es normal en G si y
sélo si N (H) = G.

Si G es un grupo y A es un subconjunto no vacio de G, el subgrupo (4]
de G generudo por A es el conjunto de los productos finitos de elementos de
AU A™!, donde A7! = {a"':a € A}. Por lo tanto, si H es un subgrupo
de Gy AC H, también [A]C H. Sie,be G,

[2,b] = aba~1b"! (12.7)

se denomina el conmutador de a y b. Claramente [a,¢] = ¢, [a, b]—1 = [b,q],
Y [a,b] = e si y sblo si ab = ba. Mds generalmente, ab = [, b] ba, asi que
[a, b)) mide en cierta forma el grado de no conmutatividad de @ y b. Si H,
K son subgrupos de G, [H, K] denotard el subgrupo de G generado por
{la,b]) : @ € H,b € K}. Entonces [H, K] = [K, H].

Ademais:




236 12. NILPOTENCIA Y RESOLUBILIDAD

Teorema 12.2. Si H y K son subgrupos de G, H C N (K) si y sdlo si
[H, K] C K.

Demostracion. Si HC N(K)ya€ H,be K, entonces aba~! € K, asi que
[a,b] € K, Reciprocamente, si a € H y cualquiera que sea b € K se tiene
que [a,b] € K, entonces aba~! = [a,b]b € K para todo b € K, asi que
aKa™ 1 C K; esdecir,a€ N(K). O

Corolario 12.1. Un subgrupo H de G es normal si y sélo si |G, H] C H.

Nota 12.1. Obsérvese que un subgrupo H de G es tal que H C Z (G) si
y sélo si [H,G] = {e}. Mis generalmente, si K es un subgrupo de G y

definimos

CK)={a€G:a,z]=e,z€ K}, (12.8)
entonces H C C (K) si y sblo si [H, K] = {e}. Nétese que
C(K)= () C(z). (12.9)
reK

Se dice que C (K) es el centralizador de K en G. Claramente C (K) C N (K)
yC(G)=2(G).

Definicién 12.1. Si (G, ) es un grupo, definimos inductivamente GO = G,
c) = [G,G], G2 = [G, G(l)] e, GIED) = [G, G(")] ,n = 2,3,... El
subgrupo G™ se denomina la n-ésima potencia de G.

Es claro que G® C G C GO, e inductivamente se deduce que
G(n+1) C G(n)

Teorema 12.3. Para todo n >0, G™ es un subgrupo normal de G.

Demostracion. Es claro que si A # @ y zAz™! C [A] para todo z € G,
entonces [A] es normal en G. Evidentemente G(® y G1) son normales en
G (esto dltimo resulta de observar que si a,b € G entonces z[a,bjz~! =
[xax‘l,:cba:'l]). Suponiendo entonces, por induccién, que G(™) es normal
en G, donde n > 1, se deduce que sia € Gybe G™) entonces z [a,b)z~! =
[zaz~!,zbz ] € (G, G = G+ asf que G(™+1) es también normal en
G. O

Definicién 12.2. Se dice que un grupo (G,-) es nilpotente si existe n > 0
tal que G = {e}.
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Evidentemente todo grupo abeliano G es nilpotente, pues G(1) = {e}.
De hecho, G es abeliano si y sélo si G) = {e}. Es en este sentido en
el cual los grupos nilpotentes generalizan naturalmente los grupos abelianos.
Como G™ se conoce usualmente como la n-ésima potencia de G, un grupo
es nilpotente si y sdlo si alguna de sus potencias se anula (es decir, se reduce

a {e}).

Teorema 12.4. Si un grupo (G,-) es nilpotente, todo subgrupo H de G
también lo es.

Demostracion. Como (H,-) es un grupo, H(™ est4 definido para todo n
(HO® = g, HO = [H,H], H® = (H,HO], .., H®) = [H,H®],
n 2 1), y suponiendo que HM™ ¢ g para un n > 1 dado, se concluye
que también H(+1) = [H, H™] ¢ [a, GM™] = G, Se deduce que
H™ C G™ para todo n > 0, asf que H™ = {¢} si G = {e}. O

Lema 12.1. $i (G,-) es un grupo y H es un subgrupo normal de G,
(G/H)™ = G™H/H, n> 0, (12.10)

Demostracién. La afirmacién es evidente si n = 0. Suponiéndola para un
n > 0 dado, se observa que si bH € (G/H )(") entonces bH = cH, c € G,
asi que [aH,bH] = [aH,cH] = [a,d H € G™VH/H para todo & € G.
Esto implica que (G/H)™+) = [G/H, (G/H)(")] C GVH/H. Para
demostrar la afirmacién reciproca, es decir, que GtV H/H C (G/H) (wtl),
basta evidentemente demostrar que si a € Gy b e G™ entonces [a, 8] H €
(G/H)™*D 16 cual es obvio, pues [a,b] H = [aH,bH], y, por la hip6tesis
de >in0due|::(]:i6n, bH € (G/H )("‘) . Se concluye que (12.10) es vélida para todo
n .

Teorema 12.5. Si G es nilpotente y H es un subgrupo normal de G, G/H
es nilpotente.

De{mo.}stmcién. Si G™ = {e} entonces G™H/H = {H}, asf que (G/H )™
={H}. O

Los dos teoremas siguientes suministran ejemplos de grupos nilpotentes
no necesariamente abelianos.

Lema 12.2. Si H es un subgrupo de G, HC Z (G) y G/H es nilpotente,
también G es nilpotente.
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Demostracién. En efecto, existe n > 0 tal que (G/H)™ = GWH/H =
{H}, asi que G™ C H. Entonces G™ C Z(G), de lo cual G**Y) =
[G,G™M] ={e}. O

Corolario 12.2. Un grupo G es nilpotente si y sélo si G/Z (G) también lo
es.

Teorema 12.6. Si p es un primo, todo p—grupo finito G es nilpotente.

Demostracion. Haremos induccién sobre o (G). La afirmacién es clara si
o(G) = 1 u o(G) = p, pues G es abeliano. Supongamos entonces que
0(G) > p y que la afirmacién es cierta para todo p—grupo G’ con o (G’) <
0(G), y demostrémosla para G. Pero esto es obvio, pues como Z (G) # {e}
(teorema 12.1) y G' = G/Z (G) es un p—grupo con o (G’) < o(G), entonces
G’ es nilpotente. O

Teorema 12.7. Un grupo finito G en el cual todos sus subgrupos de Sylow
son normeles es necesariamente nilpotente.

Demostracién. Sean p1,...,pm los divisores primos de o(G) y Fi,..., Py
subgrupos de Sylow de G, siendo P; un p;—grupo. Entonces G = PP, P,
y el producto es directo, como se verifica inmediatamente Lpues si para cada
1 < i < m, P, es el producto de los P;, j # i, entonces, F; es un subgrupo
normal de G tal que ;N IS, = {e}. Véase el capitulo 6). Entonces, todo
elemento z € G se escribe (de manera tnica) en la forma x = a1a2 - - - ayp,
donde a; € P;. Sea a € Z(P,). Evidentemente a conmuta con todos los
a;, i = 1,2,...,m, asf que a conmuta con z. Entonces a € Z (G) ; es decir,
Z(P) C Z(G). Haremos ahora induccién sobre o(G). La afirmacién
es clara si 0(G) = 1, o, de hecho, si G es un p—grupo. Sean a € Z (P),
H=[a,G'=G/Hyp:G— G’ el epimorfismo canénico. Si P} = ¢ (F),
los subgrupos P/ son subgrupos de Sylow de G’ (y, con la posible excepcién
de Pj, no triviales), los cuales son normales en G’ (pues @ es un epimorfismo).
Si suponemos entonces que la afirmacién es cierta para todo grupo finito con
0(G') < o(G), ésta resulta inmediatamente para G, como consecuencia del

lema 12.2. O

De hecho, la propiedad de que todos sus subgrupos de Sylow son normales
caracteriza completamente los grupos nilpotentes finitos, como resultard del

siguiente teorema.

Lema 12.3. Si G # {€} es nilpotente, entonces Z (G) # {e}.
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D(c;nztl)stmcién. En efecto, si n es minimo tal que G™ = {e}, entonces
g =1 % {e}, y como [G: G(*-1] = {e}, necesariamente G*~1) C Z (G).

Teorema 12.8. En un grupo finito nilpotente, todos los subgrupos de Sylow
son normales.

l?emostracién. Sean G un grupo finito nilpotente, y sean py, ..., Pm los di-
visores primos de o (G). Para cada i = 1,...,m, sea P; un p;—subgrupo de
Sylow de G. Sin perdida de generalidad podemos suponer que p; | 0(Z (G)),
yseana € Z(G) cono(a) = p;,y H = [a], asf que H es normal en G. Hare-
mos induccién sobre o (G). La afirmacién del teorema es clara si 0(G) =1
0, de hecho, si 0(G) es un primo. Supongémosla entonces vilida para todo
grupo G' cono (G') <0(G),ysean G' = G/H y ¢ : G — G' el epimor-
ﬁsmc: canoénico. Para cada i = 1,...,m, un p;—subgrupo de Sylow de G’
e P = ¢(B;) y, como G’ es nilpotente (teorema 12.5) y o(G') < o(G),
Podemos suponer que P/ es normal en G'. Como es claro, v~ (P) = B,
¥ es entonces un subgrupo normal de G. Por otra parte, como H es normal
en,G’, P H es un p—grupo, as{ que P\H = P; (de lo cual a € Py), ¥ P es
?SI_normal en G. Nos queda por demostrar que P; es normal en G para
1&;— 3’3’""m' Seaxll entonces b € G, ¢ € P;. Como P,H es normal en
0 <enkonces b(Ca) b~ = (bcb_l) a € RH, asi que (bcb—l) a= dak’ de P,

= <Dn- Pfaro entonces o (bcb~1) = o(d)o (a*1), 1o cual implica que
o(a 1 ) = pl, 7 > 0. Esto sélo es posiblesi j =0y k =1, de lo cual
beb™! = d € P,. Esto demuestra el teorema. OJ

El siguiente resultado es también caracteristico de los grupos nilpo-
tentes finitos. (Véase al respecto el ejercicio 12.21, el cual contiene otra
demostracién del anterior teorema, la cual depende, sin embargo, de resul-
tados en el capitulo X.). ’

Teorema 12.9. Si (G,-) es nilpo jo de G
-J. y' tente v H es un subgrupo propto aG€
H#N( H). D y g )

Deﬁzostracio’n. En efecto, como G = G mientras que G = {e} para
algin n > 1, habr4 un minimo 0 < m < n tal que G™ C H. Entonces,
G(m-1) ¢ H. Sin embargo, puesto que G(™) = [G, Gm-1) ] C H, necesa-
riamente G(™~1) C N (H) (teorema 12.2). O

Nota 12.2. Existen grupos nilpotentes infinitos, no abelianos, pero los
ejemplos son més dificiles de conseguir. Por ejemplo, existen p—grupos
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infinitos (grupos en los cuales todo elemento tiene como orden una potencia
ge p) cuyo centro se reduce a {e} , con lo cual, contrariamente a los p—grupos
nitos, no suministran ejemplos de grupos nilpotentes.

D . 0S si ar 2 i

emostraremos sin embargo un resultado sobre los grupos finitos nilpo-

Eelftes que refuerza aiin més la analogia de éstos con los grupos abelianos
nitos. :

T{g;rema. 12.10. 5i G es un grupo nilpotente finito y m es un divisor de
0(G), existe un subgrupo normal H de G con o(H) = m.

i?fjnigf}ttsb Tt ufé-l‘ffmos s sobre o (G), siendo clara la afirmacion
primo p ol que p};r;n.lé p. Seam | o(G). Podemos suponer que existe U
de Sylow de G, Z P)( el) yp | m. Sean P el correspondiente pl-subgf“PO
e e Z:(P) : centro de P. Como es claro, p | 0(Z (_P ))- S’ea"ll
la demostracién de] o lo] = p y N [a]. Como Z (P) C Z (G) (veabe-
e 3 I es- o SHE teorema 12.7), N es un subgrupo normal de G, ,
que la afirmaci én. esgr{gg:aH‘_bufcado.‘ Supongamos entonces que 7 > P L
G' = G/N es nilpotednte. s1 _G” es nilpotente y o (G') < o(G)- El grup”
tiene un subgrupo no.r Lv OtG) < O(G) Por lo tanto si m' = m/Ps B
en la nota 6.1, existe i (M) = m/, y, en virtud de lo afirmad®
o(H) = m H: X15te un subgrupo normal H de G con H/N = M. Com©
» 41 es el subgrupo norma] buscado. O

y S

: g ] GITIO "are n 1 3 t 1t1

Teorema 12.11. §; ;
A1, 51 G es un gru I R (12

: Po finito nil; te n pc uyn divisor PT
de 0 (G), todo subgrupo H de ¢ con (G H] potente y p es umn ¢ e ol

G:N(H). . ,JmH)iH]
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Demostracion. Como ya se establecié anteriormente, Gy ¥y G(1) son nor
males. Suponiendo ahora que G(n) es normal, para demostrar que G(,1+1)
también lo es basta demostrar que si a,b € G(n) entonces T [a,b]z™" €
G(n+1) para todo z € G. Pero esto es obvio, pues z [a, b] = 1 3
[2az™,2bz7] y zaz—!, zbz! € G(ny- Como ademds Gn41) = D (Gem)
n >0, es claro que G(n)/G(nH) es abeliano. O |
Corolario 12.5. Si G es resoluble y G # {e}, existe un subgrupo normel
H de G, H # {e}, el cual es abeliano.
Dt 2. i e i = (), i 21
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esis existen m y 1 tales que H (m) = {e} y que
C H , Se concluye que G{m-}—n) = {e} .

Demostracién. Por hip6t
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Corolario 12.6. Para que un grupo G sea resoluble es necesario y suficiente
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diedro, es resoluble.
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asegura la existencia de subgrupos de orden m de G (y por lo tanto, también
de orden n). Msis atin, dos de tales subgrupos son siempre conjugados,
y si k | m y H es un subgrupo de orden k de G, éste queda contenido
en uno de tales conjugados. En particular, si 0 (G) = mp"™ donde n > 1,
p es primo y p { m, existen subgrupos de orden m de G (denominados
p—complementos), los cuales son todos conjugados. El teorema de Hall
es uno de los primeros resultados sobre la existencia de p—complementos.
Resultados muy profundos en esta direccién fueron posteriormente obtenidos
por J. G. Thompson, a comienzos de la década de 1960 (véase [25]).

Examinaremos ahora, brevemente, la conexién entre los grupos nilpo-
tentes y resolubles y las series asociadas a un grupo. Para mucho més
detalle, el lector puede consultar (2], [17], [22].

Definicién 12.5. Una serie para un grupo (G,-) es una sucesién (H,),
n > 0, de subgrupos de G con G = Hy y H,43 C H, para todon > 0. Si
para todo n > 0, Hp41 es un subgrupo normal de Hy, se dice que tal serie
es subnormal. Si Hy, es normal en G para todo n > 0, se dice que (H,) es
normal.

Si (Hy) es subnormal (o normal), los grupos H,/Hy,+1 se denominan los
grupos factores de la serie (Hy/Hp es el (n + 1)-ésimo factor). Como es
claro, toda serie normal es subnormal (lo reciproco es falso, en general).

Si (Hp) es subnormal y los grupos H,/H,,, son simples, se dice que
(Hy) es una serie composicional. Silos Hy,/H, ) son abelianos, se dice que
(H,) es una serie resolvente.

Las series (G™) y (G(r)) son subnormales (de hecho, normales). Ambas
son series resolventes del grupo G.

Una serie (Hy,) tal que H,, = {e} para algiin n (con lo cual H, = {e} para
todo m > n) se denomina una serie terminal. Si H, = {e}, es costumbre
presentar (H,) en la forma

G=Hy2H 2..2Hp12 Hy={e},

olvidando los términos H,,, m > n. Una serie composicional terminal se
denomina una serie de composicién y el nimero de sus grupos factores no
triviales es su longitud. Una serie resolvente terminal se denomina una
resolucion. No es dificil demostrar que todo grupo finito admite una se-
rie de composicién. Un poco més dificil es establecer que cualquier otra
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tiene la misma longitud y esencialmente los mismos grupos factores (gru-
pos factores correspondientes, una vez desechados los triviales, son iguales
salvo isomorfismo). Estos resultados constituyen el denominado teorema
de Jordan-Hélder, uno de los mas importantes de la teoria de los grupos.
Un. grupo finito arbitrario determina entonces univocamente, mediante una
serie de composicién, una cadena de grupos simples: sus grupos simples com-
pc?nentes. Es en este sentido en el cual los grupos simples constituyen los
pilares sobre los cuales se construyen todos los grupos finitos (véase, al res-
pecto, [12] y [24]), y explica por qué una clasificacién completa de ellos
conduce al conocimiento de éstos.

Un grupo resoluble admite una resolucién. Reciprocamente:
Teorema 12.17. Si un grupo G admite una resolucidn
G=Ho2 H)2..2H,={e}

entonces G es resoluble.

flemostmc'fén. Como G/H, = Ho/H, es abeliano, se deduce que G(1) S
1. Esto implica de manera andloga que G(;) € H; para todo 4, asi que
Gy ={e}. O

N ota 12.7. Una resolucién no es necesariamente una serie de composicién.
Sin embargo, es posible demostrar (ficilmente, ejercicio 12.22) que todo
grupo resoluble finito, no trivial, admite una serie de composicién cuyos
gr“P?? factores son todos grupos ciclicos de orden primo. Tal serie de com-
posicion es evidentemente una resolucién.

NCfta 12.8. Como es claro, puede suceder que, para un grupo dado G, la
serie (G(n)) sea una resolucién sin que (G™) Io sea.

EJERCICIOS

12.1 Verifique que S3 no tiene subgrupos normales de orden 2 y demuestre
asi, de otra manera, que S3, siendo resoluble, no es nilpotente.
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12.2 Verifique en detalle que (G(")) es una serie resolvente del grupo G. Es
decir, establezca que D (G™) C G*+1). Concluya que G es nilpotente
si y s6lo si (G(")) es una resolucién de G.

12.3 Sea (G, ) un grupo.

a) Demuestre que si existe un subgrupo H de G, H # {e}, tal que
H = D(H), G no es resoluble.

b) Demuestre que si (G, -) es finito y no resoluble, existe un subgrupo
normal H de G, H # {e}, tal que H = D (H).

12.4 Demuestre que un grupo G # {e} es nilpotente si y sélo si existe n > 0
tal que G™ C Z(G) y G™ £ {e}.

12.5 Demuestre que si G es del tipo (p, ¢) , donde p < ¢ son primos, entonces
Z (G) = {e}, y concluya asi, de otra manera, que G no es nilpotente.

12.6 Demuestre que si G es un grupo diedro generado por a,b con o (a) = 2
y o(b) = gq, entonces Z (G) # {e} si y sblo si g es par, y que en tal
caso Z (G) = {e, be/ 2}. Concluya que si g es impar entonces G no es
nilpotente. Demuestre ademds que si ¢ es par entonces G/Z (G) = G
donde G’ es el subgrupo de G generado por a y b2, y que si ¢ > 4
entonces G’ es diedro. Concluya de esto que G es nilpotente si y sélo
si ¢ = 2™ para algin n > 2.

12.7 Sean G un grupo, H un subgrupo normal de G, M y N subgrupos de
G. Demuestre que

[MH,NH} = [M, N] H. (12.12)
(Indicacién. Recuerde que MH = HM, NH = HN.)

12.8 Sean G un grupo, H un subgrupo normal de G, M y N subgrupos de
G tales que H C M y H C N. Demuestre que

(M/H,N/H) = |M,N)H/H (12.13)

y que M/H C C(N/H) si y s6lo si [M: N] € H. Concluya que
M/H C Z (G/H) siysélosi [G,M] C H.

12.9 Use la relacién (12.13) del ejercicio anterior y la (12.12) del ejercicio
12.7 para demostrar inductivamente las relaciones (12.10) y (12.11).
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*12.10 Sean G un grupo nilpotente, H un subgrupo normal propio de G.
Demuestre que existe a € G tal que a ¢ H y que [a,z] € H para todo
x € G, y que si n es minimo tal que G = {e} entonces G*INH # {e}
para todo 0 < k < n—1. Concluya que HNZ (G) # {e}. (Indicacién:
Use el hecho de que si H # G entonces Z (G/H) # {H}).

*12.11 Sean p un primo, G un p—grupo no trivial, H un subgrupo normal de
G, H # {e}. Demuestre que HN Z(G) # {e}. Demuestre que la
misma afirmacién es vélida en todo grupo finito G cuyos subgrupos de
Sylow sean todos normales.

12.12 Demuestre que un grupo simple es resoluble si y sélo si es ciclico de
orden primo.

12.13 Sean G y G’ gr upos, f: G — G’ un homomorfismo. Demuestre:

a) Si ACG, f([4]) = [f(A)], y si f es un epimorfismo y [4] es
normal en G entonces [f (A)] es normal en G'. ([A] es el subgrupo
generado por A.) ‘ '

b) Sia,beG, f(la,b]) = [f(a), f (b)]-
¢) Si M, N son subgrupos de G, f(IM,N)) = [f (M), f(N)].
d) f(Gwm)=f (G)(n) Para todo n.

e) f(G™)C f(G)™ paratodon, ysi f es un epimorfismo, f (G*™)
(G")™ para todo n

12.14 Sean G y G’ grupos, f : G — G’ un homomorfismo. Demuestre:

a) Si G es resoluble, f(G) también lo es. Si f es un monomorfismo
¥ G’ es resoluble, también G es resoluble.

b) Si G’ es nilpotente y f es un monomorfismo, G es nilpotente. Si
S es un epimorfismo y G es nilpotente, G’ es nilpotente.

c) S_i G: = G, G es nilpotente (respectivamente, resoluble) si y sélo
si G' es nilpotente (respectivamente, resoluble).

12.15 Sean G' y G’ grupos, f : G — G’ un homomorfismo. Demuestre
que f(Z(G)) € Z(f(G)) y que si f es un monomorfismo entonces
f(Z(G)) = Z(f(G)). Concluya que si f es un epimorfismo,
F(Z(G)) € Z(G'), y quesi f es un isomorfismo, f(Z (G)) = Z (G').
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12.16 Demuestre que si H es un subgrupo nilpotente de G y K € Z (G),
entonces H N K y HK son subgrupos nilpotentes de G.

12.17 Demuestre que si H y K son subgrupos resolubles de G, K normal en
G, HN K y HK son subgrupos resolubles de G.

12.18 Sean G; y G2 grupos, G x Gg el grupo producto. Verifique que si
(a,b),(c,d) € G1x G, entonces [(a,b), (¢c,d)] = ([a, ], [b, d]) , concluya
que (Gy x G2)™ = G x G, y demuestre que G x G es nilpotente
si y sélo si G1 y G2 lo son. Demuestre también que D™ (G; x G2) =
D™ (G;) x D™(G2) y que G; x G es resoluble si y sélo si G1 y G2 lo
son. ;Se pueden extender los anteriores resultados al producto de un
ndmero finito Gy X G X ... X G, de grupos?

12.19 Demuestre que si H y K son subgrupos normales de G tales que H N
K = {e} y que H y K son nilpotentes (resolubles), entonces HK es
un subgrupo nilpotente (resoluble) de G.

12.20 Sea G un grupo finito cuyo centro Z (G) es diferente de {e}. Sean p
un divisor primo de 0(Z (G)), a € Z(G) cono(a) =p, H = [a], P
un p—subgrupo de Sylow de G. Demuestre que a € P. (Indicacidn.
Sean G’ = G/H, v : G — G’ el epimorfismo canénico. Verifique que
si P! = ¢ (P) entonces ¢! (P') = PH y que P' ~ PH/H ~ P/HNP.
Concluya que no es posible que P’ =~ P.)

*12.21 Use el lemas 10.1 y el corolario 10.4 (capitulo 10) para demostrar que
si G es un grupo finito y P es un subgrupo de Sylow de G entonces
N (N (P)) = N(P). Concluya entonces que un grupo finito G es
nilpotente si y sélo si N (H) # H cualquiera que sea el subgrupo
propio H de G.

12.22 Sean G un grupo finito, H un subgrupo normal de G tal que G/H
es abeliano. Demuestre que existen subgrupos G = Hp 2 H; D ... D
H, = H de G tales que H; es normal en H;_;, i = 1,2,...,n, ¥y que
H;_1/H; es ciclico. Concluya que un grupo finito resoluble admite una
serie de composicién cuyos subgrupos factores son todos ciclicos (y,
por tanto, aquellos grupos factores no triviales son de orden primo).
De hecho, demuestre que si G es no trivial, los grupos factores de tal
serie pueden tomarse todos ciclicos de orden primo.

12.23 Demuestre directamente (sin recurrir a la nocién de nilpotencia) que
todo p—grupo finito (p un primo) es resoluble y que todo grupo finito
cuyos subgrupos de Sylow sean todos normales también lo es.
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EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS

En los siguientes ejercicios se introducen conceptos y se dan resultados adi-
cionales que pueden ser de interés e importancia en la teorfa de los grupos.
Sus soluciones pueden necesitar recursos de cualquiera de los capitulos 2 a
12 y constituyen entonces un buen repaso de todo el material y un buen
entrenamiento para estudios més avanzados en la teoria de los grupos.

S.1 Sea (G,-) un grupo. Un homomorfismo f de G en sf mismo se de-
nomina un endomorfismo de G. Si f es ademds biyectivo, es decir, un
isomorfismo, se dice que f es un automorfismo de G.

a) Sea G un grupo finito. Demuestre que todo endomorfismo inyec-
tivo de G es autométicamente un automorfismo y que lo mismo
es cierto de todo endomorfismo sobreyectivo.

b) Demuestre que si G es un grupo, el conjunto Aut(G) de todos los
automorfismos de G es, con la ley (o) de composicién de funciones,
un grupo, en el cual el elemento neutro es la aplicacién idéntica de
G y en el cual el inverso de f es su aplicacién inversa. Demuestre
que si G es finito y 0 (G) = n, Aut(G) es finito y o (Aut(G)) | n!.

c) Sean G un grupo, a € G. Demuestre que la aplicacién &, : G —
G dada por 8,(z) = aza™! es un automorfismo de G y que § :
G —Aut(G) dada por d(a) = §, es un homomorfismo de G en
Aut(G) cuyo nicleo es el centro Z(G) de G.

d) Sean Gy 6 como en (c). Demuestre que Auto(G) := 6(G) es un
subgrupo normal de Aut(G), denominado el grupo de los auto-
morfismos interiores de G. Demuestre, més precisamente, que
fobao f™1 = §p, para todo a € G y todo f €EAut(G).

e) Sean Gy § comoen (c) y (d). Demuestre que G/Z(G) = Aut,(G)
mediante el isomorfismo § obtenido de & por paso al cociente
(teorema 6.2). Concluya que Aut,(G) se reduce a la identidad si
¥ sblo si G es abeliano.

3.2 Demuestre que si G es un grupo ciclico finito y n € Z, f(z) = z®
es un endomorfismo de G (ejercicio S.1), el cual es un automorfismo
(ejercicio S.1) si y sélo si med(n,0(G)) = 1. Mss atn, demuestre
que f(x) = z", donde r es el resto de dividir n por o(G), y que todo
autormorfismo de G es de esta forma con med(r,0(G)) = 1.
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S.3

S.4

S.5

S.6

S.7

S.8

S.9

EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS

Si N* = N\ {0}, la aplicacién ¢ : N* — N definida por
on)=#{keN:1<k<n, med(k,n)=1},n 21, (5.1)

se denomina la funcidn de Euler. Demuestre que si G es un grupo
ciclico de orden n entonces o (Aut(G)) = ¢(n).

Sea G un grupo ciclico infinito. Demuestre que todo endomorfismo
(ejercicio S.1) de G es inyectivo y que los tinicos automorfismos de G
(ejercicio S.1) son la identidad y f(z) = z~!.

Sean m € N, m > 1,y Z,, el conjunto Z/mZ de las clases residuales
médulo m. Escribase @ = a+mZ. Demuestre que @-b = ab+mZ define
una ley de composicién interna sobre Z,,, denominada la multiplicacion
mddulo m,y que @-b # 0 si y sélo si m { ab. Obsérvese que @ = r(a,m),
donde r(a,m) es el resto de dividir a por m, y concluya que Up,(Z) =
{8 €Zp:1<a<m, med(a,m) =1} dotado de la multiplicacién ()
médulo m es un grupo en el cual el elemento neutro es 1. Si @ € Up(Z),
;c6mo se determina el inverso(@) ' de @? Demuestre que m es primo
si y sélo si Un(Z) = Z}, = Z, ~ {0}.

Sea (Un(Z),-) como en el ejercicio S.5. Demuestre que o (Un(Z)) =
¢(m), donde o es la funcién de Euler (ejercicio S.3), y concluya que si
mcd(a, ™) = 1 entonces a®™ = 1(modm) (es decir, m | (a®(™ — 1)).
Verifique que si m es primo, 0 (Un(Z)) = m—1y a™ ! = 1(modm)
para todo a € Z tal que m+ta.

Sean m € N, m > 1, y sea (T}, -) el grupo multiplicativo de las raices
m-ésimas de la unidad:

Tm={wk :k=0,1,2,...,m =1}, wp=e>/™,

Sea Uy, el conjunto de las raices primitivas m—ésimas de la unidad
(Um = {wh, : 1 < k <m, |wk| = m}). Demuestre que wk, € Up, si y
sélo si med(k, m) = 1, y concluya que #(Upn) = ¢(m), donde ¢ es la
funcién de Euler (ejercicio 5.3). ;Es Uy, un subgrupo de Tp,?

Sean G = {ai,...,an} un grupo abeliano finito y z = ajaz - - - an.
Demuestre que z2 = e y que si n es impar entonces = = e.

Sean p un niimero primo y z € Z tal que z> = 1(modp) (es decir,
p | (z2 — 1)). Demuestre que = = 1(mod p) 0 z = —1(mod p).
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S.10 Sea p un nimero primo impar y considere el grupo Up(Z) (ejercicio

S.11

S.12

S.13

S.14

S.15

S.16

S.17

S.18

S.19

S.5). Verifique que 0(Up(Z)) =p—1yquesiz=1-2-...-(p—1)

entonces 2 = 1. Demuestre que entonces z = —1 = (p—1)}, y
concluya que (p — 1)! = —1(mod p) y que (p —2)! = 1(mod p). ;Valen
estas relaciones si p = 2? (La relacién (p — 1)! = —1(mod p), vilida

para todo primo p, se conoce como el teorema de Wilson.

Demuestre que todo grupo finito G de orden > 2 tiene al menos un
automorfismo (ejercicio S.1) distinto del automorfismo idéntico.

Demuestre que un grupo abeliano es simple (capitulo 8) si y sélo si es
ciclico de orden primo.

Demuestre que si G es un grupo simple no conmutativo entonces
G =Auto(G) (ejercicio S.1).

Sean G un grupo finito y ¢ €Aut(G) tal que poy es la identidad de G.
Supéngase ademés que ¢(z) = z implica que = e. Demuestre que G
es abeliano y que ¢(a) = a~! para todo a € G. (Indicacidn. Demuestre
primero que la aplicacién ¢ : G — G dada por ¥(z) = z ™ p(z)
es inyectiva, y concluya que para todo a € G existe z € G tal que

a = (z).)

Sean G un grupo y p un niimero primo. Demuestre que un subgrupo
finito H de G es un p—subgrupo de G (capitulo 10) si y sélo si todo
elemento de H tiene orden p* para algiin k > 0.

Sean G y G’ grupos, H un subgrupo de G, p un nimero primo, f un
homomorfismo de G en G’. Demuestre que si H es un p—subgrupo de
G (capitulo 10), también f(H) es un p—subgrupo de G'.

Si G es un grupo finito y H es un p—subgrupo de Sylow de G (capitulo
10), demuestre que H es el vinico p—subgrupo de Sylow de N(H), el
normalizador de H (capitulo 9).

Si H es un p—subgrupo de Sylow del grupo finito G (capitulo 10)
Y @ € G es un elemento de G de orden p*, k = 0, demuestre que
aHa™! = H siy sélo si a € H.

Si H es un p—subgrupo de Sylow de G (capftulo 10) y a,b € Z(H) son
tales que b = zaz™! para algin z € G, existe también y € N(H) tal
que b = yay~!. (Para la definicién de N(H), véase el capftulo 9.)
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S.20

S.21

S.22

5.23

S.24

S.25

S.26

5.27

EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS

Sean G un grupo finito, p un primo, H un p—subgrupo de Sylow de
G (capitulo 10), el cual es normal en G. Demuestre que G/H es un
grupo, ninguno de cuyos elementos tiene orden p*, k > 1.

Sean G y G’ grupos finitos, p un nimero primo, P’ un p—subgrupo
de G’ (capitulo 10), f un monomorfismo de G en G’. Demuestre que
f~Y(P’') es un p—subgrupo de G y que si P’ es un p—subgrupo de
Sylow de G’ (capitulo 10), el cual es normal en G, también f~1(P')
es un p—subgrupo de Sylow de G, normal en G. ;Qué se puede decir
si P’ no es normal en G'?

Sean G un grupo finito, p un primo, P un p—subgrupo de Sylow de
G (capitulo 10) tal que P C Z(G). Demuestre que existe un subgrupo
normal H de G tal que HNP = {e} y que G = HP.

Sean G un grupo finito, H un subgrupo normal de G, p un primo, P
un p—subgrupo de Sylow de G (capitulo 10). Demuestre que H N P es
un p—subgrupo de Sylow de H y que HP/H es un p— subgrupo de
Sylow de G/H.

i Es ciclico un grupo infinito en el cual {z : z" = e} tiene a lo sumo n
elementos para todo n € N,n > 1. (Indicacidn. Considere (Z x Z, +),
capitulo 7.)

Demuestre que si H es un subgrupo normal de G y C(H) = () C(a),
aeeH
donde C(a) es el centralizador de a en G (capitulo 9), entonces C(H)

es un subgrupo normal de G.

Considere el grupo simétrico S,,n > 1 (capitulo 8), y sea o un
p—ciclo, 1 £ p £ n. ;Cuédntos conjugados tiene o en S,? ., Cudl es
el orden del centralizador C(c) de o en S,,. ( Respuestas. n!/p(n —
p)!, p(n — p)!). Describa explicitamente CL(o)yC(o) cuandop=1y
cuando p = n. ( Respuestas. {e}, S, sip=1; {142, -nyin 1 1 < i <
n, k=2a---sn) ik#":h Sik#"’}v {O'k:].SkSn} sip='n,).

iCuéntos conjugados tiene la permutacién o = (1,2)(3,4) en S,?
i Cusl es el orden de C(0)? ;Qué son CL(0) y C(o)?

( Respuestas. 3, 8, CL(0) = {(1,2)(3,4),(1,3)(2,4), (1,4)(2,3)},
C(a) = {e’ (1’ 2)(3’ 4)’ (1’ 2)’ (3’ 4)1 (1’ 3)(2’ 4)’ (1’ 4)(29 3)5 (11 3’ 27 4)1
(1,4,2,3)}
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S.28 Sea G un grupo. Se dice que un subgrupo M de G es marimal si no

existe ningin subgrupo propio Nde Gtalque M CNC Gy N # M.
Se dice que M es normal - mazimal si M es normal ¥ no existe ningin
subgrupo normal propio N de Gtalque M CNC Gy N # M.

a) Demuestre que si G es finito, dado un subgrupo H de G, H # G,
siempre existe un subgrupo maximal M de G, M # G, tal que
HCM.

b) Demuestre que si H en (a) es normal, M puede tomarse normal
- maximal.

c) Demuestre que en todo grupo finito no trivial existen subgrupos
maximales y subgrupos normales - maximales distintos de todo
el grupo.

d) Demuestre que si M es un subgrupo normal de G, M es normal
maximal si y sélo si G/M es un grupo simple.

e) Demuestre que si G es un grupo simple no trivial G 2 {e} es
una serie de composicién de G, y la tnica posible con factores no
triviales.

f) Demuestre que si G es un grupo finito, G admite una serie de
composicion G =My D My 2.2 M, = {e}.

S5.29 Sean G un grupo, H un subgrupo de G. Se dice que H es un subgrupo

tnvariante o un subgrupo caracteristico de G si F(H) = H cualquiera
que sea el antomorfismo f de G. |

a) Demuestre que si H es un subgrupo invariante de G, G es un
subgrupo normal de G. (Lo reciproco es falso, pero no es ficil de
verificar.)

b) Demuestre que si G es finito, p es primo y H es un p—subgrupo

de Sylow de G (capitulo 10), H es invariante si y sélo si H es
normal en G.

¢) Demuestre que H es caracteristico siy sélosi f(H) C Ho f(H) 2
H para todo automorfismo f de G.

d) Demuestre que si M y N son subgrupos caracteristicos de G,
M NN y MN son ambos subgrupos caracteristicos de G.

e) Sean G un grupo, M un subgrupo caracteristico de G, N un
subgrupo caracteristico de M. Demuestre que N es un subgrupo
caracteristico de G. Demuestre ademés que si sélo se supone que
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M es normal en G, se puede aiin concluir que N es normal en G. S.34 Use los resultados del ejercicio S.33 para demostrar que un grupo finito

,Es cierto que si M es normal en G y N es normal en M entonces G es nilpotente si y sélo si existe m > 1 tal que Zn(G) = G para todo

N es normal en G7 (Véase el ejercicio 8.18.) n 2 m (haga induccién sobre o(G)). Concluya que (Z,(G)) es una
f) Demuestre que Z(G) es un subgrupo caracterfstico de G. resolucién de G si y sélo si G es nilpotente.

S.30 Sean G un grupo, @ € G, H un subgrupo de G, C(a) el centralizador
de a, N(H) el normalizador de H (capitulo 9). Demuestre que:

@) C(zaz™') =zC(a)z™! para todo z € G.
b)) N(zHz™')=zN(H)z™! para todo z € G.
¢) C(p(a)) = pC(a) para todo ¢ €Aut(G).
d) N(p(H)) = pN(H) para todo ¢ €Aut(G).
e) Si H es caracteristico, N(H) = G.

S.31 Sean G un grupo, Zp(G) = {e}, Z;(G) = Z(G) su centro. Sea
¢ : G — G/Z1(G) el epimorfismo canénico. Definimos Zo(G) = .
(pl“l(Z(G/Zl(G)), e inductivamente Z,4+1(G) = ¢, (Z(G/Zn(G)), 7

n > 1. Se obtiene asi una sucesién (Z,(G)), n > 0, de subgrupos
normales de G tales que Z,(G) € Z,41(G), n > 0. Demuestre que

Z2041(G)/Zn(G) = Z(G/Z,(G)), n > 0 (S.2)

(La sucesion ascendente (Z,(G)) se denomina la serie central de G.)

S.32 Demuestre que si G y G’ son grupos y f : G — G es un isomorfismo,
entonces f induce un isomorfismo f) : Z(G) — Z(G’). Demuestre a
su vez que f1 induce un isomorfismof) : G/Z(G) — G'/Z(G"), e iso-
morfismos f2 : Z(G/Z(G)) — Z(G'/Z(G")) ¥ fa: Z2(G) — Z2(G).
Continuando de esta manera, establezca la existencia de isomorfismos
fa + Z2(G/Zn-1(G)) — Z(G'/z -1(G) y fa : Zn(G) — Zn(G")
para todo n > 1. Es decir, si G =~ G’, entonces Z,(G) =~ Z,(G") y
Z(G/Zn(G)) = Z(G/Z4(G")) para todo n > 0.

S.33 Demuestre inductivamente que si G es un grupo entonces

Zn+1(G)/Z(G) = Zn(G/Z(G)), n 2 0, (S.3)
y concluya (con Z = Z(G)) que
2n+1(G)/2n(G) = Zn(G/Z)/2n-1(G/Z), n = 1. (S.4)

(Use los resultados de los ejercicios S.31 y 5.32.)
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